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ABSTRACT

We provide a Poincaré inequality for families X, ..., X, of Lipschitz continuous vector
fields which satisfy the Hormander condition of step two, see [14]. Beside, we adapt
the Levi’s classical parametrix method to construct the fundamental solution I' for the
operator > X? when the vector fields are C;*, see [15]. We also provide estimates of

I and of its derivatives.

1. INTRODUZIONE

Viene presentata una disuguaglianza di Poincaré per famiglie di campi vettoriali X7,
.., X, lipschitziani che verificano la condizione di Hérmander di step 2, provata in [14].
Inoltre, viene adattato il metodo della parametrice di Levi per costruire la soluzione
fondamentale dell’operatore Y ;" X? quando i campi vettoriali sono solo di classe C’é’a,
si veda [15].
La motivazione che ci ha spinto a considerare campi vettoriali non di classe C*> viene
dallo studio della regolarité delle soluzioni di equazioni nonlineari degeneri. Ad esempio,
nel gruppo di Heisenberg H", n > 1, la condizione di minimalita di un grafico intrinseco

é espressa dall’equazione:

2n—1
X, uu
X,Lu 7,Uu — 0 . Rzn’
ZZ:; ’ (wl—i— VuuP) "

dove

X,; == 82 —+ $i_n+lagn, 1= n,... ,2n — 2,
e Xop_14 ¢ il campo non lineare che dipende da u € Lipgyq:
Xon—1u = Oop—1 + u(z)02p.

E noto che per la regolaritd bassa (ad esempio da Lipg,q a Ch*) la disuguaglianza di
Poincaré é fondamentale se si utilizza il metodo iterativo di Moser. Mentre per lo studio
della regolaritda pitu alta pud essere utile avere formule di rappresentazione mediante la

soluzione fondamentale.
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2. DISUGUAGLIANZA DI POINCARE

Consideriamo m campi vettoriali Xi,...,X,, in R” localmente lipschitziani in senso
euclideo e supponiamo che verifichino la condizione di Hormander di ordine 2. Siano
d(x,y) la distanza di controllo associata ai campi e B(x,r) le corrispondenti sfere. Lo
scopo della prima parte del seminario é presentare la disuguaglianza di Poincaré sulle sfere

B(z,r)

/ luly) — up|dy < cr/ IV xu(y)| dy, Yu € CY(B(z, pr))
B(z,r)

B(z,pr)

dove p > 1, ug = ﬁgu e Vxu= (Xiu,..., Xu).

Se i campi sono di classe C* tale disuguaglianza é stata provata da Jerison in [11] nel
1986. La dimostrazione di Jerison presuppone la doubling per la misura delle sfere della
metrica, dimostrata da Nagel, Stein e Wainger in [20] nel 1985. Il celebre risultato in [20)]
permette di rappresentare le sfere della metrica di controllo come immagini di funzioni
esponenziali di opportune ball-boxes. Nel caso di campi non regolari vorrei citare il lavoro
[20] di Franchi e Lanconelli del 1983, per campi diagonali non smooth (X; = X\;(x)d;,
i =1,...,n). Nel recente articolo [12] di Lanconelli e Morbidelli del 2000, la condizione
di regolarita dei campi é espressa mediante una proprieta di rappresentabilita delle sfere
della distanza tramite mappe controllabili in un senso opportuno. Montanari e Morbidelli
in [17] e in [18], rispettivamente per campi di ordine 2 (coefficienti C}') e di ordine
s (coefficienti ijl’l), provano la Poincaré usando il risultato di Lanconelli e Morbidelli.
Vorrei infine segnalare 1’articolo [4] di Bramanti, Brandolini e Pedroni del 2008, per campi

di ordine s con coefficienti C*~ 1! euclidei.

Si osservi che nessuno dei risultati precedenti si applica ai campi che descrivono i grafici

intrinseci in Heisenberg.

Introduciamo alcune notazioni. Consideriamo i campi e tutti i loro commutatori di

ordine 2

X1y X Xt -, Xy
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Poniamo d(X;) = 1sei=1,...,med(X;) =2sei=m+1,...,q. Data una n-upla
I'= (i1, ..,in) € {1,...,q}", definiamo d(I) = 377, d(X;)),

Ar(z) = det [X;, (2),..., X; ()], v € R™

e la ball-box associata ad I come l'insieme Box;(r) = {h € R" : ||h|[; < r}, r >0 dove

1
12]]7 = maxjzi,.. |7y "

77777

Nel caso di campi C*, si pué definire la mappa esponenziale relativa ad I = (iy, ... ,1,):
Er(z,h) =exp(h1 Xy, + -+ + h X;,) (),
per h piccolo. Si ha Aj(x) = det [X;, (z),..., X;, (z)] = det%(x, 0).

Teorema 2.1. (NAGEL-STEIN-WAINGER, [20]) Sia K C R" compatto ed x € K. FEs-

istono €g,€1,€9, 7o tali che, data una n-upla I = (iy,...,1,) tale che A\j(x) #0 e

|
(@) > 2 jcmax A () [

allora
(1) la mappa Er(x,-) € iniettiva in Box (gor);
(i) 2|A1(z)] < |det %(m, h)| < 2|A1(z)| g.o. per h € Boxy(gor);

(111) B(x,e1r) C Er(x, Box (gor)) C B(x,ear).

Se i campi Xi,...,X,, sono soltanto lipschitziani, allora per i,5 = 1,...,m si pud
definire (si veda [19]) la mappa

e~ VhXj o= VhXi VhX; VX se h > 0,

exp”(h[X;, X;]) =
e~ |h‘Xi€7 |h|Xje ‘h‘Xie |h|ij se h S O

che, in prima approssimazione, si comporta come l'esponenziale del commutatore [X;, X;].

Data I = (i1,...,1,), si definisce la mappa quasi esponenziale
Ej(z,h) =exp*(h1X;,) o oexp*(h,X;,)(z)
dove exp*(h; X;;)(x) = exp(h; Xy, )(v) se i; € {1,...,m}.

Teorema 2.2. (MONTANARI-MORBIDELLI, [17]) Il teorema di Nagel-Stein-Wainger é

- ~1,1 . .
ancora vero per campi C;° e la mappa quasi esponenziale Ef.
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Introduciamo ora la nostra ipotesi, verificata ad esempio dai campi che descrivono i
grafici intrinseci in Heisenberg presentati nell’introduzione.

(H) Ipotesi sui campi. Assumiamo che i campi X7,..., X, siano localmente lip-
schitziani in senso Euclideo e supponiamo che valga la condizione di Hérmander di passo
2. Consideriamo i loro commutatori di ordine 2: X,,41,...,X,. Sia K C R" compatto.
Per ogni x € K esiste una n-upla I = (i1,...,i,) € {1,...,¢}" tale che A\f(z) # 0 ed

inoltre I é quasi-massimale, cioé

1
MO > 5 max A (@),

Supponiamo inoltre che i campi X;,,...,X;, siano localmente lipschitziani.

Teorema 2.3. (M. [14]) Supponiamo che sia soddisfatta (H). Sia K C R"™ compatto.
Esistono €y,€1,€2,70 tali che la mappa E;(x,-) € lipschitziana in Boxj(eor), r < 1.
Inoltre per x € K

(i) la mappa E3(x,-) € iniettiva in Boxp(sor);

(it) 3| Ap(z)| < |det %(w,h) < 2|A\f(x)| q.0. per h € Boxj(eor);

(iii) B(x,e1r) C Ef(z, Boxf(eor)) C B(x,e2r).

Seguono la doubling e la disuguaglianza di Poincaré.

Esempio: grafici minimi in H", n > 1. Denotiamo con (s, 1, ..., Z2,) gli elementi di
R2"H! ¢ scegliamo i seguenti vettori come base del tangente orizzontale

Xe=0s, X;=0;, i=1,...n—1,

X; =0+ %i_pni100m, 1 =mn,....2n — 2,

Xon-1= 0zp_1+ 50a,.
Una superficie regolare di H" é localmente il grafico di una funzione v : Q C R?" — R:
S ={(s,x1,...,x2,) : § = u(z1,...,29,)}. Nel dominio di u, consideriamo i campi che si
ottengono come proiezione dei campi iniziali e otteniamo

X;=0;,1=1,...,n—1,

X =04+ xi_pni102,, 1 =mn,...,2n — 2,

Xon—1u = Oan—1 + u(x)0ay, u localmente lipschitziana in senso Euclideo.

Sia ¢ > 0. Consideriamo i campi
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X,=c0O0, i=1,...,n—1,

Xi=cO0;+cxipni109,, 1 =m,...,2n — 2,

Xon-14 = Oz + ()02
Sek<n—1lei=k+n—1loppuwrei <n—1ek =1i+n—1, allora [X, X;] =
c? sign(k — i) Oan; € [ Xk, Xon-14] = ¢ Xpuday,, se k < 2n — 1. Introduciamo inoltre il
campo Xo, = [Xp, X1].

Questi campi soddisfano l'ipotesi (H). Infatti, se scegliamo I = (1,2,...,2n — 1,2n)

allora i campi corrispondenti sono localmente lipschitziani in senso euclideo, d(I) = 2n+1
e [N i(2)| = | det[ X1 (2), ..., Xop_1(7), Xon(2)]| = 2L

Se J é una 2n-upla tale che A(J) # 0 allora J é del tipo (X, ..., Xon_1.4, *sign(k —
i)Day,) € quindi d(J) = 2n+1, |As(x)| = ", oppure J é del tipo (X1, .. ., Xon_1.4, cXpuday),
in tal caso d(J) = 2n+1, |\ ;(z)| = | Xu(z)|. Se K é un compatto allora esiste ¢ = ¢(K)

tale che I é quasi massimale. Infatti, ¢ sufficiente scegliere ¢ > 3 || Xju(x)|| (k) per avere

7 1
|/\j<I)|Td(]) — 22t o §C2n|XkU(l’)|7’2n+1.

Esempio: equazione di Monge-Ampére. Rios, Sawyer e Wheeden in [22] studiano
I’equazione

det D*u = k(x,u,Vu) in Q C R,

dove k é una funzione smooth e non negativa. Mediante una trasformazione di tipo Le-

. . . . 9 . . m * _
gendre il problema viene ricondotto a studiare un’equazione del tipo > 2", X7 (a; ; X;u) =
f, dove (a; );; é una matrice costante definita positiva e X7, ..., X,, é una numerazione
dei campi

X1 = 0, Xé =501, X5 =va(s,1) 0y,
2<a,B<mn, (s,t) € R xR"! e le funzioni v, sono solamente lipschitziane.
Tali campi verificano I'ipotesi (H).
3. SOLUZIONE FONDAMENTALE PER CAMPI O

In questa parte del seminario costruiamo, mediante il metodo della parametrice di Levi,

una soluzione fondamentale per operatori somma di quadrati di campi vettoriali di step
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2 con coefficienti C** intrinseci. Consideriamo X7, ..., X,, campi in R™ della forma

N
Xj:8j+ Z aj7k($)ak, jzl,,m
k=m+1

Supponiamo per ora che a; i € Lipioc, pua € che esistano e siano continue le derivate di Lie

dei coefficienti, X;a; ;. Inoltre, assumiamo che

9= Y NH@)X,X@), j=m+ 1.0

1<i<k<m

ik 0 (Ton . ,
e )" € Lis(R") perognij=m+1,...,n, 1 <i<k<m.

loc

Vale un risultato tipo teorema di connettivita di Chow

Lemma 3.1. (CONNETTIVITA, [15]) Per ogni x,z9 € R™ esiste una curva vy integrale a

tratti dei campi X1, ..., X,, che congiunge xy ed x.

Quindi é possibile definire la distanza di controllo: se P(z,x) é 'insieme delle curve

integrali che congiungono z, e = allora
d(zg,z) = nf{T > 0|3y : [0,T] — R",v € P(x,20),7(0) = z0,v(T) = z}.
Consideriamo infine gli spazi intrinseci delle funzioni holderiane associati a d in modo
naturale: C$(Q), C;*(Q), C>%(Q), con 0 < a < 1.
Lemma 3.2. (FORMULA DI TAYLOR, [15]) Se u € C;*(Q) allora
u(z) = Py u(z) + O (4" (o, x)) , per z — x0 € Q,

dove P, u(z) = u(xo) + >0 Xju(zo)(x — x); € il polinomio di Taylor intrinseco del

primo ordine.
Consideriamo 'operatore
L=>Y X/
i=1
Teorema 3.1. (M. [15]) Sia ¢ € R". Esistono T C R" e ' =T'(2,(), tali che
LT(2,() = —0¢(2), inT.

Inoltre:
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(i) T(-.0) € CaiaeT\ACY) per ogni f < a e LT(2,0) = 0 se 2 € T\ {C};
(1) localmente per z # C

P(,Q)] < ed 9z, 0), [XIT(2,0)] < ed9(2,0), i€ {l,...,m},
dove Q =m + 2(n —m).

Il metodo di Levi é un metodo classico che consente di costruire la soluzione fonda-
mentale di un operatore a coefficienti variabili partendo dalla soluzione fondamentale
dell’operatore a coefficienti costanti. Inizialmente introdotto da Levi nel 1907 in [13], per
gli operatori ellittici, venne successivamnete esteso a quelli parabolici, [9]. Tale metodo é

stato utilizzato per operatori di tipo Kolmogorov-Fokker-Plank da Polidoro [21]. Per ope-

ratori della forma » 31", a; ;j(2)X;X; — 0, con campi di classe C°° su gruppi di Carnot e
a;; € C, si veda Bonfiglioli, Lanconelli, Uguzzoni [1]. Per il caso generale, non necessari-
amente campi su gruppi di Carnot, si veda Bramanti, Brandolini, Lanconelli, Uguzzoni
3]

Ricordo brevemente il metodo di Levi della parametrice per un operatore uniformemente

ellittico L = anl a; j(x)0;0; con coeflicienti holderiani. Per ogni fissato ¢ si considera

m

operatore congelato L = > a;;(¢)0;0; e la sua soluzione fondamentale I'¢(z, ¢) con

polo in (. Si cerca I' soluzione fondamentale di L nella forma

F(Z, C) = FC(Z7 C) + J(z7 C)
con J(z, () del tipo
J:0) = [ et (e e
T
Formalmente (ammesso che si possano portare le derivate sotto il segno di integrale)
) L0 = [ LTe=00(6 0 = 9(2:0), 2 £ ¢
T
e quindi, affinché T" sia soluzione fondamentale di L, deve essere
0= LTela )+ | ITela.€0l6, O = (2. 0)
T

Si cerca ¢ soluzione dell’equazione integrale

maozﬁm@o+£pww¢W@oa
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e la si pu6 deteminare con il metodo delle approssimazioni successive ponendo

Z1(2,¢) = L(z = T¢(2,Q))

e per ogni j € N
Zin(2:0 = [ ZanZindn, 2€ T 2 £ ¢
T

Si definisce quindi ¢ nel seguente modo

(o)

90(2>C) = ZZJ'(ZaC)a z#C.

Poi occorre studiare la convergenza della serie.

Risulta quindi cruciale la scelta del tipo di congelamento. Nel contesto subellittico se
si congela semplicemente come nel caso ellitico allora si perde completamente la strut-
tura dell’operatore. Il congelamento alla Rothschild-Stein é conveniente se i campi sono
regolari.

Chiamiamo campi congelati in un punto fissato ¢ quelli ottenuti sostituendo ai coeffici-
enti il loro sviluppo di Taylor intrinseco di punto iniziale (. Tale tipo di congelamento é
stato introdotto per la prima volta da Citti in [6] nello studio dell’equazione di curvatura
di Levi.

Precisamente:

n
X, =0;+ Z aj()0k, j=1,....m
k=m+1
con aj; € C%(9).

Fissiamo ¢ € R" e definiamo

XJ,C = 8j+ Z Pclaﬁk(x)&k, jzl,...,m
k=m+1

dove Plaji(z) = a;x(¢) + 210 Xiaju(Q)(x — ().
Osserviamo che [X;,, X, = [X;,X;](¢), 1,7 = 1,...,m. quindi le algebre di Lie

generate da Xi¢,..., X eda Xq,..., X, fino allo step 2 hanno la stessa struttura.
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Si dimostra che la distanza associata ai campi congelati é localmente equivalente a quella
relativa ai campi di partenza. Inoltre i campi X ,..., X, sono regolari e generano

un’algebra nilpotente di step 2. Quindi esiste un cambiamento di variabile canonico
Yo :R" = R", ¢; <det JYe < ¢y
che trasforma i campi X, in campi Y; di step 2 e indipendenti da ¢, tali che
Xicu = Yuy, uy =uo wgl.

I campi Yy, ...,Y,, generano un’algebra di Lie il cui gruppo é omogeneo di Carnot. Sia
dy (z,y) la distanza associata ai campi Y;. Allora d¢(z,n) = dy (¥¢(2),%¢(n)). L'operatore
congelato Ly :=Y_"" ¥ ha una soluzione fondamentale I'y, si veda [1].

La funzione I'¢(z,n) = (det Jy¢) Iy (¢c(2),v¢c(n)) é soluzione fondamentale di L.

Inoltre, se () ¢é la dimensione omogenea del gruppo si ha

De(z,m)] < e|Ty (We(2), bem) < edy (W (2), 4 (n) = edg “ (=)

(stime analoghe valgono per le derivate).
Usiamo I'c come parametrice nella costruzione di Levi.
Osserviamo che il punto cruciale nella costruzione della soluzione fondamentale, oltre

alla convergenza della serie che definisce ¢, é dimostare la (1)

LJ(2.0) = / LoTe(2, ) (&, O)dé — (2, ).

’

E standard provare che la funzione J(-, () é derivabile per z # ( e vale

X;1(2.0) = [ XiTelz€)le. s

Nel caso classico, dopo aver 'scambiato’ la derivata destra con quella sinistra, si usa, il

teorema della divergenza per integrali del tipo

/T XZ(XTe (2 €)1 (2, €)) (€, OV

dove 1.(z,€) é una opportuna funzione cut-off. Ora vale la seguente relazione per le

derivate intrinseche: [23]

X;=> X{ R+ R
k
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dove R, R’ sono operatori differenziali di grado < 0. Sembra quindi che I'approccio

classico non funzioni.

Abbiamo allora calcolato le derivate le derivate X7 di X7.J(z, () in senso distribuzionale.

Cenno della prova: Sia h € C5°(R")
Z//Xzfs (& Q)dEXTh(z dz_Z//erg “h(z)dz p(€,C)d€
=ygg)2 /] e o T XTI 6, O
I z 2
) - lL“%Z / /{zmz,@w-@“ﬂ) Te(z, O)h(2)dz o€, C)de

. XiTe(2,6) XiTe(2,6)
—i—hmZ/ /z (2:Te(6)=c2-Q} [VeTle(2, )| he) dospl&, ).

e—0

Ora vale la seguente stima per € — 0

XiTe(z,6) XiTe(2,6)
3 J_¢ J h(z) do,p(€, O)d
( ) /\/{z T¢(2,6)=e2-Q} |vzr§(z>€)| (Z) ’ (70(5 g) 5

= XigFf(zvf)ngrg(z,f)d h ; i
_//{zrg(zg £2-Q} |VZF£(Z7€)| 0z (g)@(ga g) §+O<8 )

Concludendo

i | [ Xiropte.dexsne) d:
T é /T /{z:Fg(z,5)252Q}(X; PTe(z, €)h(z) dzp(6. O)d
-3 / [ (7rez. (e deh(:) as

. Fg(Z,g)ngrg(Z,f)
+~£1—I’%Z/ /z {2:T¢(2,6)=c2-Q} [VeTe(z, §) do:h{L)e(t, )
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Dove

()

m

hmZ/ Xiele(2,8) X5 Te(%,§)
0 ST (zo)=2-9) [VTe(z,€)|

Jj=1

do, =1,

essendo I's soluzione fondamentale di L.

1]
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[15]

[16]
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