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ABSTRACT

We expose some recent results concerning the Lipschitz regularity of the minimizers for

the problem (P), which is discussed in the next section.



Regolarita’ delle soluzioni... 3

1. INTRODUZIONE

Consideriamo il problema

) JolF(Du(z)) + G(x,u(z))] de — min
uelU, ulsgg=a.

ove §2 e’ un aperto limitato in R", U e’ un sottoinsieme di W1(Q) e u|sq rappresenta la
traccia di u su 0f2.

Ci proponiamo di esporre alcuni risultati di regolarita’ di tipo Lipschitz per le soluzioni
del problema (P) ottenuti da Clarke [4] e da Bousquet e Clarke [2], [3].

Introduciamo alcune condizioni sui dati del problema che sarano usate in seguito.

(HQ) € ¢’ aperto limitato convesso in R".

Da (HQ) segue [5] che 9 e localmente lischitziana e quindi per u € Wh(Q) e’ ben
definita la traccia u|sq € L'(09).

(HF), Dato p> 0, si ha per la funzione
F:R"— R
OF (p) + (1 — 0)F(q) — F(Op+ (1 — 0q)) > 59(1 —0)p— q*per0 < 0 < 1, p # g in R

Se > 0e F e diclasse C*(RY), la condizione precedente e’ equivalente alla seguente

"\ 92F(x)

Tohe. > u|z|? per ogni x, z.
0T

ij=1
Dalla convessita’ di F' segue che ¢’ ben definito [[F(Du(z))+G(x,u(z))] dx €] — o0, +00]
per ogni u € WH1(Q).
(HG) La funzione
Qx R">3 (z,u) = G(z,u) € R
e’ r—misurabile per ogni u, e u—differenziabile per quasi ogni x € ) e per ogni r > 0

esiste la costante L = L, tale che per quasi ogni = € €) si ha
|G (@,u) — Gz, u)] < Llu — | per |ul, [u| <r;
inoltre esiste b(.) € L*>(N2) tale che

/ |G(x,b(x))| dr < 0.
Q
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Dalle condizioni (HSY), (HF), con p > 0, (HG) segue che nel problema (P) e’ lecito
prendere u € WH(Q) N L™ e ¢ € L>=(0N).

Consideriamo infine le seguenti condizioni sulla funzione
$:0() — R

(BSC) g (Bounded Slope Condition). Dato K > 0, per ogni z € 0f) esistono a> € R"

tali che
<a,, 2 —2>< @) —d(2) << al, —z>, Ve,
af] < K.

Se ¢ non e’ una funzione affine, da questa condizione segue che €2 deve essere convesso(cfr.
per esempio [8]).

D’altra parte, se 2 e uniformemente convesso, ossia esistono 6 > 0 e b, € R" per
ogni z € 9N tali che

<b, 7 —z>>0|7 —2*, VI €0,

allora ogni funzione ¢ € C(Q) verifica la condizione (BSC)k per qualche K > 0 (cfr.
[1], [14], [9]).
(LBSC)k (Lower Bounded Slope Condition). Dato K > 0, per ogni z € 0f esiste

a, € R™ tale che

<a,,Z —z><¢(2) = ¢(2), Ve,

la.| < K.

Da ciascuna delle due condizioni segue ¢ € Lipk (0€), ossia

l6(2") — d(2)| < K|z — 2|, Vz, 2/ € 0.

Piu’ precisamente si ha la seguente

Proposizione 1.1. Sono equivalenti le affermazioni
a) ¢ verifica (LBSC)k ;
b) esiste f € Lipxg(R"™), f convessa, tale che

o(z) = f(z), Vze oS

Per la dimostrazione rimandiamo a [1], [4]



Regolarita’ delle soluzioni... 5

2. RIsuLTATI

La condizione (BSC')k ¢’ classica per la trattazione del problema (P) (cfr. [6], [13], [14],
[15], [8] ove si trovano anche notizie storiche) e risale ad HILBERT, con una formulazione
equivalente.

Fra i risultati piu’ recenti relativi alla condizione (BSC)g per il problema (P) con

G = 0 si trova il seguente

Teorema 2.1. Supponiamo verificate le condizioni (H2), (HF )y, G = 0, e supponiamo
che ¢ verifichi la condizione (BSC)k per un K > 0. Allora
i) esiste il minimo per (P) con U = Lip(R2), assunto in u € Lip(2);

i) tale u e’ anche 'unica soluzione per (P) con U = WHP(Q), per 1 < p < occ.

Per la dimostrazione di questo risultato e di altri risultati piu’ generali rimandiamo a [13].
La condizione (LBSC)k €’ stata introdotta in [4] da Clarke ed e’ stata utilizzata nel

seguente

Teorema 2.2. Supponiamo verificate le condizioni (HQ2), (HF ), G = 0, supponiamo
che ¢ verifichi la condizione (LBSC)f e che u sia soluzione per (P) con U = Wh1(Q).
Allora u € L>®(Q), u e’ (uguale quasi dappertutto su 2 a una funzione) continua su Q e

e verifica le condizioni

u(z) > o(y) — Klz —y| per x € Q, y € 09,

[z — 9]
dr ([y)
ove K1 = 2||¢p, L>=(D)|| + Kdiam(Q2), T' = 09,

u(z)—u(y) SKl per x, yGQ,[L'#y,

dr(z|ly) = dist(x,{x +t(y — x))[t >0} NT).

La funzione u e’ continua su ) se si aggiunge alle precedenti una delle condizioni sequenti
a) 0N e’ un poliedro;
b) Q e’ uniformemente convesso;

c) O e’ di classe C11 ed esistono le costanti s > ”TH, a>0, b€ R tali che

F(p) > alp|*+0b, VpeR"
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e in questo caso u e’ anche holderiana su 2.

Nella dimostrazione in [4] della condizione di Lipschitz locale vengono utilizzati risultati

e metodi di [12], in particolare la seguente

Proposizione 2.1. Supponiamo verificate le condizioni (HSY), (HF )y, G = 0, supponi-

amo che v e w siano soluzioni per il problema (P) con U = W' e con (H* = misura di

Hausdorff)

Voo < wlog H™ ' q.d. sudf

Allora si ha

v<w H" qd sufl.

La novita’ sostanziale in [4] consiste nel fatto che al “metodo delle traslazioni” utilizzato
in [12] viene sostituito il “metodo delle dilatazioni”, che consiste in questo:

si fissano z € 2, 0 < A < 1 e si pone

Q)\:Z—F)\(Q—Z),

uy(x) = du(z + %(x —2)), x €y,

e poi si cofrontano, utilizzando la Proposizione 2.1, le funzioni u e uy prima su 02, e poi
su {2 e si ottiene infine per ogni coppia di punti x, y € 2, x # y, punti di Lebesgue per

la funzione u,

ul(e) — uly) < K 129

dr(zly)’
ove K; > K ¢’ una costante opportuna.

Metodi analoghi vengono utilizzati anche per ottenere in [2] la seguente generalizzazione

di un classico risultato di Stampacchia [15]

Teorema 2.3. Supponiamo wverificate le condizioni (HQ), (HF'),, con p > 0, (HG),
supponiamo che ¢ verifichi la condizione (LBSC)k e che u sia soluzione per (P) con

U=W.Q)NL>®(Q). Allora si ha u € Lip;e(£2).
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Per la dimostrazione in [2], prima si utilizza la condizione (LBSC)g per costruire le

funzioni (per una certa costante Ky > K)
00>y — wy, € Lipk,(R")
tali che
wy(y) = ¢(y)  pery € 09,
wy(z) <wu(z) qd. suf,
poi si prova successivamente
uy <u q.d. su o€y,

uy <u q.d. su €y,

[z — |
() < uly) + Ky g

per x # y punti di Lebesgue per u in € e con K3 costante opportuna.

In [2] viene considerata anche la seguente condizione su G

(HG") La funzione G €’ misurabile su {2 x R" e

G(z,v) = —qlv]’ = Q(x)[v]’ — R(x),

ove
R()eL'(Q), 0<d<2 Q()e L),
con
1 o 0 Ap
Tl s
Du. L2(O)]]?
A= g PeL@IF

uEVVOL2 ||U, LQ(Q)||2 ’

inoltre esiste M > 0 tale che per quasi ogni x € 2 e ogni u,u’ € R"
|G (2, u) — G(z,u)] < M|u —/|(1+ |ul’ + [«/),

conOSﬁ<Z—f§sen23,0§ﬁsen:2;

infine esiste u € W1%(Q) tale che
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In [2] si prova anche il seguente

Teorema 2.4. Se valgono le condizioni (HQ), (HF), con p > 0, (HG') e se ¢ verifica
la condizione (LBSC)f , allora esistono soluzioni per il problema (P) con U = W2(Q).

Ogni soluzione u appartiene a L>=(Q) e risolve il problema (P) anche con U = WHH(Q)N
L>(Q). Inoltre u € Lip;o(£2).

In [2] si trovano anche risultati di regolarita’ su tutto { analoghi a quelli indicati nel
Teorema 2.2.
Tutti i risultati precedenti continuano a valere se si sostituisce la condizione (LBSC')k
con la seguente
(UBSC) i (Upper Bounded Slope Condition). Dato K > 0, per ogni z € 0f) esiste
a, € R™ tale che

<a,,z2 —z>>¢(2) = ¢(2), V€N
la,| < K.

In [4] €’ indicato un esempio in cui si ha per il problema (P)
G =0, F(p) = |p]*, n=2;
Q={zeRz| <1}
w risolve (P) con U = Wh! N L*;
u e hélderiana su €2, ma non lipschitziana;
u e’ armonica e quindi appartiene a Lip;,.(€2);

vale la condizione (LBSC) g, ma non la condizione (BSC)k .
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