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ABSTRACT

In this seminar we present the results of a joint paper with Annalisa Baldi and Maria
Carla Tesi concerning the fundamental solution for the Laplace operator on the contact
complex in Heisenberg groups H" (Rumin’s complex) relying on the notion of currents in
H"™ given recently by Franchi, Serapioni and Serra Cassano. This operator is of order 2
on intrinsic forms of degree k for k # n, but is of order 4 on intrinsic forms of degree n.

As an application, we prove sharp L” a priori estimates for horizontal derivatives.
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In questo seminario intendo presentare alcuni risultati ottenuti in collaborazione con
Annalisa Baldi e Maria Carla Tesi ([1]).

Denotiamo con H" il gruppo di Heisenberg n-dimensionale identificato con R***! tra-
mite coordinate esponenziali. Un punto p € H" & notato da p = (p1, ..., Don, Pons1) =

(P, Pany1), con p’ € R*™ epy, 1 € R. Se p e ¢ € H", 'operazione di gruppo &

p-q= 0 +d P21 + Gons1 + 2(J0', ¢ )gon)

0 I,
dove J = ¢ matrice simplettica 2n x 2n. Denotiamo con p~! := (=p/, —pany1)
-1, O

I'inverso di p e con 0 o e I’elemento neutro di H".
Per ¢ € H" fissato e per r > 0, le traslazioni sinistre 7, : H" — H" e le dilatazioni

anisotropes ¢, : H" — H" sono automorfismi del gruppo definiti da

.(p):=q-p eda &p:=(rp,r*pa1).

II gruppo di Heisenberg H™ puo essere dotato di una norma omogenea (norma di

Koranyi)

(1) op) = (11" + p2r) ",
e possiamo definire una distanza di gauge come

(2) d(p,q) = op™" - q).

Per finire, poniamo B,(p,r) = {¢ € H"; d(p,q) < r}.
Denotiamo con h™ o, piu spesso, con h l'algebra di Lie dei campi vettoriali invarianti a

sinistra di H". La base canonica h e data, perz=1,...,n, da
X; = 0; + 2(Jpl)z‘a2n+1> Y= 0ipn + 2(Jpl)i+n82n+17 T := Oonyr.

Le sole relazioni di commutazione non trivali tra questi sono [X;,Y;] = —4T, for j =

1,...,n. A volte modificheremo le notazioni ponendo

Wi=X;, Wi =Y, Wy =T, peri=1,-- n
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Il sottospazio orizzontale by ¢ il sottospazio di h generato da Xy,..., X, e Y1,...,Y,.
Denotando con hs lo spazio vettoriale generato da 7', la stratificazione 2-step di h e data

da
h=b1 Db

Gli spazi vettoriali b e h; possono essere forniti di un prodotto scalare, indicato con
(,), che rende Xy,...,X,, Y1,...,Y, e T ortonormali.

Lo spazio duale di b & denotato da A' h. La base di A" b, duale della base Wy, - -+, Wans1
¢ la famiglia di covettori {dxy,- -+, dxa,, 0} dove 0 := dxo, 11 — 2((J2'), dz)gen ¢ la forma
di contatto in H". Indichiamo con (,-) anche il prodotto interno in A'b che rende
dzrq,--- ,dxa,, 0 una base ortonormale. A volte sara notazionalmente conveniente porre
01 :=dxq, - 0, = dxo,, 02,11 := 0.

Seguendo Federer (si veda [3] 1.3), le algebre esterne di h e di A'h sono le algebre
2n+1 2n+1

graduate /\*f) = @/\khe/\*h = @/\kh dove A, b =A’h=Re perl<k<
k=0 k=0

2n + 1,
/\kh::span{Wil/\~~/\Wik:1§i1<'--<ik§2n+1},
k
/\ ho=span{l;, A---ANb; :1<i3 < - <ip <2n+1}.

Gli elementi di A, b and A" b sono chiamati k-vettori e k-covettori.

Lo spazio duale A'(A, h) di A, b & identificato naturalmente con A" h. L’azione di un
k-covector ¢ su un k-vettore v & scritta (p|v).

L 2-forma simplettica df € \* by & df = 43" da; A dziy,.

1l prodotto interno (-,-) pud essere esteso canonicamente a A, b e a A" b rendendo le
basi Wi, A--- AW,

i € 0iy N+ A0, ortonormali

La stessa costruzione puo essere compiuta a partire dal sottospazio vettoriale h; C h. In

2n 2n
* k
questo modo otteniamo le algebre /\ h, = @ /\k hie /\ h, = @ /\ b1 i cui ielementi
k=1 k=1

sono i k-vettori orizzontali e © k-covettor: orizzontali; qui
/\kf)l =span{Wy A AW, 1 <idy <--- <ip <2n}

k
/\ by :=span{l;, A---ANO; 11 <i3 <--- <ip <2n}.
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e chiaramente A\, by C A b per 1 <k < 2n.

Definizione 0.1. Definiamo l'isomorfismo lineare (si veda [3] 1.7.8)

k n+1—k
*:/\kb<—)/\2n+1—kzh ¢ *:/\ [3(—)/\ b,

per 1 < k < 2n, ponendo, perv="> ,v/Wrep=> 0105,

*U = ZI vi(xWr) and *xp:= ZI or1(x07)

dove
Wi = (=D DWW e %0, :=(=1)"Dg,.

con[z{z’l,--- ,’ik}, 1 Sll < v <zk§2n+1, WI:WQI/\~~~/\W¢,€, 91:(91-1/\~--/\9ik,

IF={if < <is 5 =A{1L,-- . 2n+ 1} \ I e o(1) il numero di coppie (in,i;) con
i > ’Lz
Le seguenti proprieta dell’operatore * seguono dalla definizione: Yv,w € A, h eV, €
A"
% %0 = (_1)k(2n+1—k)v = v, % Q= (_1)k(2n+1—k)90 = o,
(3) v A xw = (v, W)W ... ang1}, o N*p = (o, V)01, 2041}
(rplxv) = (plv).
Come al solito, la (2n+-1)-forma volume 6y, 2,41} verra anche scritta come dV'. Notiamo

che, se v = v; A+ - - Avg € un k-vettore semplice, allora v un (2n+ 1 — k)-vettore semplice.

Inoltre notiamo che

(4) ifve/\kbl, allora xv =& AT, con§€A2 —kbl'

Se v € A\, b definiamo v* € A"b tramite lidentita (v*w) := (v,w), e analogamente

poniamo ¢ € A\, b per ¢ € A" b.

Osservazione 0.1. Un k-vettore semplice non nullo v =v; A--- Avp € A\, b e associato
naturalmente a una distribuzione invariante a sinistra di piani k-dimensionali in R*"+! =

H™. In generale, se k > 1, questa distribuzione non e integrabile - per il Teorema di
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Frobenius - in quanto non necessariamente [v;,v;] € span{vy,--- ,vx}. Un esempio é dato
dal 2-vettore X, NY; € N\, by.
Una caratterizzazione algebrica esplicita dei k-vettori associati a distribuziont integrabil

e provata nel Teorema 0.1.

Definizione 0.2. Poniamo g\, =R e, per 1 <k <n,

H/\k def span {v c /\k hi: v & semplice e integmbile} ;

Ao ™ (o)
Al \gpi1-k L/AVY

I covettori integrabili sono definiti per dualita: per 0 < k < 2n + 1 poniamo

N EN (GA)={re s Fenh}

Notiamo che g/\; = A, b1 = b1. Al contrario, per 1 < k <n, 0# g/, C A, b1

Sel <k<nesew € gNy, ;1 ¢ un (2n + 1 — k)-vettore semplice, tallora si puo
scegliere wy, ..., Wopt1—p in modo che: w = wy A+ - AwWapp1-k, W1 A+ AWap— € Ny D1
e Wopy1- = 1.

Per (3), se 1 < k < n abbiamo anche

H/\k - (H/\2n+1—k> '

La seguente caratterizzazione ¢ provata in [6], Theorem 2.8.

Teorema 0.1. Assumiamo che 2 <k <nev=viA---ANvy € \ b1, v#0. Allora le

affermazioni sequenti sono equivalenti:

(1) (S H/\k;
(2) [vi,v;] =0 per1 <i,j,<k;

(3) (y Adlv) =0 per ogni v € N*2¥.

Gli spazi dei covettori integrabili sono canonicamente isomorfi agli spazi definiti da
Rumin in [13]. Definiamo Z* e J* C A" b, dove Z* & Iideale graduato generato da 6, cioe
I*:={BANO+yNdO:B3,veE N b} eT* e lannichilatore di Z*, cioe J* := {a € A\ b :
aNfd =0eaAdd =0}.SiaZ* e J* sono graduati, poiche T* = @11 7% e 7 = @™ J*,
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dove TF, 7% ¢ A p e
k—1 k—2
={Br0+yndo:ge \ hye
k
:{ae/\ h:aNO=0eaANd)=0}.
Per 1 < k < n abbiamo 7201k = A" p o 7k — 0.

Le sequenti identita sono provate in [6], Theorem 2.9.

Teorema 0.2. Per1 <k <n,

_ k - Nani1-1h
(5) i\, =k e\, e

k 2n+1—-k
(6) uf\ ~ and g\ = g

dovekerTF = {v € N\, b : (p|v) =0 Vo € I*} e ker J*" 1=k ¢ definito in modo analogo.

Come e ben noto, h puo essere identificato con lo spazio tangente a H" nell’origine,
che denotiamo con TH?. Quindi g/, = w/\, . € un sottospazio vettoriale di A\, TH?, e

possiamo porre

H/\k,p . <Akd7p)(H/\k,e)
per ogni p € H", dove, per ¢,¢q € H" e per ogni mappa lineare f : THY — THY,
Af 2\, THy — N\, TH;
e la mappa lineare definita da
(Aef)(vr A Avg) = for) A A f (o)

Il prodotto interno (-, -) on A, b induce un prodotto interno in ogni fibra w/\, , tramite
I’identita
(Apdry(v), Apdry(w)), == (v, w).

Analogamente, possiamo definire

H/\p (A*dr, 1) /\

per ogni p € H", dove per ogni mappa linrare f : THy — TH

Nef s N — AT
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e la mappa lineare definita da

(A" ) (@)lor A= Av) = {al (Aef) (v A+ Av))

per ogni o € H/\’;, e per ogni k-vettore semplice v; A --- A vy € H/\kq‘

Ancora, possiamo fornire H/\p di un prodotto scalare tramite traslazioni a sinistra.

Lemma 0.1. Se p,q € H", allora

k k
Adeq : H/\ — H/\ and Akd’qul . H/\ — H/\
k,p k,qp D qp

sono isometrie (in particolare sono iniettive e suriettive).

Definizione 0.3. Sia K un compatto. Se 0 < k < oo el < m < 2n+ 1, denotiamo
con DEM(K) lo spazio di tutte le sezioni C* di y\™ su K. Denotiamo con Dg*(K) =
DYMK)@-- - @ DX (K) Ualgebra graduata di tutte forme differenziali di Heisenberg su
K di classe C*, dove DYF(K) = C*(K).

Analogamente denotiamo con Dy, (K) lo spazio di tulte le sezioni C* di g\, su K.

Poniamo inoltre

Dy (K) := Dy ™ (K)

Dym(K) := Dy, (K).
SeUd C H™ & un aperto, allora lo spazio D (U) é definito nel modo usuale. Per finire, la

definizione di £ viene data nello stesso modo.

Teorema 0.3 ([13]). Sia U C H" un aperto. Se 0 < k < n, denotiamo con d, : g\" —
H/\kJrl la mappa indotta dal differenziale esterno sulle forme. Sen+1 <k <2n+1, d.
sara il differenziale esterno usuale. Allora esiste un operatore differenziale invariante a

sinistra omogeneo di ordine 2 d. : y/\" — H/\n—‘,-l tale che il complesso

Loy L pr ) s

0 — DY U) DL W)
DT U) S 5 DETU) — 0
ha la stessa coomologia del complesso di De Rham.

Osservazione 0.2. Nel sequito denoteremo con 6, l’aggiunto formale di d. in L2.
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Definizione 0.4. Se U,V sono sottoinsiemi aperti di H*, e f : U — V ¢ un diffeomor-
fismo, allora per ogni o € 5§’k(V) per k > 0, denotiamo con ffa la forma in é’ﬁ"k(U)

definita da
fra(z) = (A™df (x))a(f(2)),

per ogni x € U.

Definizione 0.5. Sia {1, ...,&n,, } una base ortonormale di yw/\.'. Allora possiamo de-
finire N, sezioni liscie di y\"™, che continuiamo a indicare con &1, ... ,&N,,, prendendo
Eip = ANMdrp-1(&)), per p € H* e j = 1,...,N,,. Ovviamente, {&p, ..., En,, p} € UNG
base ortonormale di H/\;n Nel sequito ci riferiremo a {1, ..., &N, } come a un sistema di

riferimento mobile invariante a sinistra in g/\™.

Un sistema di riferimento mobile invariante a sinistra in g/\"" definisce una speciale

trvializzazione del fibrato H/\k che rende i calcoli particolarmente semplici.

Osservazione 0.3. Dato un sistema di riferimento mobile invariante a sinistra i {&1, ..., &N, }
di g\™ (e quindi un sitema duale {&2,... ,f?vm} di \,,b), sia DMK sia D (K)
possono essere identificati con (C*(K))Nm, e forniti delle norme indotte denotate con

- M-

La famiglia di norme || - ||, & = 0,1, ... induce una struttura di spazio di Fréchet in
Di(K) e Dy m(K).
Nello stesso modo possiamo definire gli spazi Liy"(A) e gli spazi di Sobolev Wi"*P(A).

Definizione 0.6. Sia ® € D(H"). Inoltre, sia a € Ly, (H"). Per ogni p,q € H",

(tia)(p) = (A™dry)a(qp) appartiene a u/\, - Quindi lintegrale

/ B(q)(rha) (p) dg

e ben definito e appartiene a H/\zl Dunque possiamo definire una nuova sezione ® x o of

g\ tramite identita

D x = /(I)(q)(TéiC() dq.
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Osservazione 0.4. Se o € Ly (H") ha la forma 3 _; a5, allora

O xa= Z(CID * ;)&
J
Definizione 0.7. Se U ¢ un aperto, diremo che T é una m-corrente di Heisenberg se T’

¢ un funzionale lineare continuo su Dy (K) per ogni K CC U. Scriveremo T € Dy, (U).

Proposizione 0.1. Se Y C H" ¢ un aperto e T' € D'(U) ¢ una usuale distribuzione,
allora T puo essere identificata canonicamente con una (2n+1) corrente T € Dy 9,1 (U)

tramite la formula
(7) (T]a) = (T|xa)

per ogni a € DXYU). Reciprocamente, tramite (7), ogni (2n+ 1) corrente T pué essere

identificata canonicamente con una usuale distribuzione T € D'(U).

Definizione 0.8. Se a € EE(U) e B € ELU) con k < n, h > n allora per ogni p € U,
a(p) é identificata con una classe quoziente. Dunque, se ag é un rappresentante di a(p),

definiamo (o A B)(p) come la forma ag A B(p). La definizione é ben posta.
Seguendo [3], 4.1.7, diamo la definizione seguente.

Definizione 0.9. Se T € Dy, (U), e ¢ € E5U), con k < m, definiamo TL ¢ €
Dy 1 (U) come

(TLgla) = (T|é A a)

per ogni o € D" (U), purche k e m siano tali che ¢ A o & ben definito in Dy (U).

Proposizione 0.2. Sia U C H" un aperto. Se 1 < m <2n+1, &,...&y,, € un sistema
mobile di riferimento ortonormale e invariante a sinistra di g\ and T € Dy ,,(U), allora

esistono Ty, ..., Tn, € D'(U) tali che

T = ZTJ L(%&5)-
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Definizione 0.10. Sia ® come nella Definizione 0.6, e sia T € Dy, (H"). Inoltre,
denotiamo con ® la funzione definita da ®(p) := ®(p~"). Allora poniamo

(®  T)a) := (TP * a)
per ogni o € Dyy.

Per definizione di operatore differenziale lineare tra fibrati vettoriali, se £ ¢ un operatore
differenziale lineare da Djj(H")a Dj(H"), dato un sistema di riferimento ortonormale

mobile invariante a sinistra {&;,...&y,, } of g\, possiamo scrivere

(8) L0 as&) = >0 (D L),

J

dove i £;; sono operatori differenziali scalari che agiscono su D(U).
Definizione 0.11. Diciamo che [’operatore differenziale lineare
L: Dy (H") — Dy (H")

e invariante a sinistra se ¢ € H"

per ogni o € D (H™).
Proposizione 0.3. Sia
L: Dy (H") — Dy (H")

un operatore differenziale lineare invariante a sinistra che puo essere scritto rispetto a un

sistema di riferimento mobile ortonormale invariante a sinistra nella forma

ﬁ(z &) = (Z Lijou)&;.

J

Allora gli operatori L;;’s sono operatori differenziali lineari invarianti a sinistra.

Per il teorema di Poincaré-Birkhoff-Witt il seguente teorema vale.
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Corollario 0.1. Sia
L:DfU) — DgU)
un operatore differenziale lineare invariante a sinistra come sopra. Allora 1 L;; sono

polinomi a coefficienti costanti in Wi, ..., Wo,.

Definizione 0.12. Diciamo che un operatore differenziale invariante a sinistra
L: Dg(H") — Dg (H")
e omogeneo di grado a € N se per ogni t > 0
t96; (L()) = L(5})
per ogni o € Dy (H™).

Con un abuso di notazione, se {i,...,&n,, } € un sistema di riferimento mobile inva-
riante a sinistra e a = Y. a; € D (H"), scriveremo
«od; per Z(aj 0 81)&;.
J
Proposizione 0.4. Sia
L: Dy (H") — Dy (H")

un operatore differenziale invariante a sinistra, omogeneo di grado a € N che si scrive,

rispetto ad sistema di riferimento mobile invariante a sinistra, come

E(Z IEDY (Z Lijoi)§;.

J

Allora gli L;; sono polinomi omogenei a coefficienti costanti di grado a in Wy, ..., Wa,.

Definizione 0.13. Sia U C H" un aperto, e sia
L:DgU)— D)

un operatore differenziale lineare. Allora L puo essere esteso in modo usuale ad un

operatore

L: Dy,,U) — Dy, U)
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con lidentita
(LT|a) == (T|)" L)
per ogni o € D (U).
Definizione 0.14. Sia
£: D (H") — Dy (H")
un operatore differenziale lineare. Diciamo che L ¢é localmente risolubile in p € H™ se p

ha un inorno aperto V tale che, data una corrente U in Dy, (H"), esiste una corrente

T € Dy, (V) tale che LT =V su V.

Teorema 0.4. Sia
L: Dg(H") — Dg (H")
un operatore differenziale invariante a sinistra tale che il suo aggiunto formale in Dy (H™)

(che é ancora invariante a sinistra) sia ipoellittico. Allora L é localmente risolubile in

Dy (H™).
La prova seguente segue dalla corrispondente dimostrazione in [5].

Teorema 0.5. Sia

L: Dy (H") — Dy (H")
un operatore ipoellittico invariante a sinistra, tale che 'L = L. Supponiamo che L sia
omogeneo di grado a < Q. Allora per 7 = 1,...,N,, e per ogni p € H" esistono K; €
Dﬁﬂ7m(H") NEFMH™ \ {p}) tali che

(9) LK; = 6,L(x),

dove 6, € la massa di Dirac nel punto p.

Inoltre, K; sono omogenee di grado a — Q).
Osservazione 0.5. Per la Proposizione 0.2, abbiamo
Kj =Y KjL(+),

per opportune distribuzioni K;; € D'(H"), 1,7 =1,..., Ny,.
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Ragionando come nel Teorema 0.4, K;; sono nuclei di tipo a nel senso di [5], per

i,j=1,...,Ny,.

Teorema 0.6. Sia
L : D (H") — Dy (H")

un operatore ipoellitico invariante a sinistra tale che 'L = L. Supponiamo anche che L
sta omogeneo di grado a < Q).

Con le notazioni dell’Osservazione 0.5, se a € D (H™), e si pone

Ka = Z(Oéj x Ky L(x&),

ij
allora

Lo = a.
Definizione 0.15 (see [9]). Sia

L : D (H") — Dy (H")

un operatore ipoellitico invariante a sinistra di ordine a € N. Diciamo che L ¢ ipoellittico
massimale se esiste § > 0 tale che per ogni polinomio omogeneo P in X1,...,X,,Y1,...Y,

di grado a
per ogni o € D (B,(0,6)).
Teorema 0.7. Sia
L: Dg(H") — Dg (H")

un operatore differenziale ipoellitico massimale, invariante a sinistra, tale che 'L = L.

Supponiamo inoltre che L sia omogeneo di grado a < Q. Se o € D (H™), abbiamo che
KLa = a.

Dimostrazione. Poniamo o — KL« := w. Sappiamo che Lw = 0, e quindi w e regolare.
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Inoltre, se R ¢ un operatore differenziale omogeneo per i campi vettoriali orizontali di

grado ¢ < a, allora

(10) Rw(p) = O(|p|*~9) as p — .

Ovviamente, ci basta dimostrare la stima precedente per KLca. Sia ora (La); * Kj; il

coefficiente generico di KLa. Abbiamo

R((ﬁa)j * Kij) = (La); * RK;;.

Il nucleo RK;; & di tipo a — ¢, e quindi |RK;;(p)|] < c|p|* . Allora la tesi segue via
J J g

un’argomentazione standard, ricordando che L« e a supporto compatto.

Sia ¢ una funzione C'™° non negativa , ¥(p) = 1 se p(p) < 1, e ¥(p) = 0 per p(p) > 2.

Poniamo

wN = w © (51/N7

wy = (Pyw) 0 dan.

Si noti che wy(p) = 0 when p(dan(p)) > 2N, cioe supp wy C B,(0,1).

Si puo sempre supporre che se P e un polinomio omogeneo in X,...,X,, Y], ..

grado a, allora

(11) | Pwn||Lm2@ny < C (HEWN”LWQ(H") + HWNHLW?(H")) :
Ora,

Pwy = (2N)*(P(¢yw)) o dan,
e analogamente

Lwy = (2N)*(L(yw)) © ban.

Dunque, sostituendo in (11), e ponendo g = dan(p), otteniamo

(12) | P(nw) || pmeny < C (|L@Nw) || Lmzgny + N~ onw|| pmizgny) -

Y, di
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Mostriamo ora che il membro destro della (12) tende a zero per N — oo. Dalla [5],

Proposizione 1.5, si ha

N2 [N (q)w(q)?dg < cN~> p(q)***%dg
M<p(q) M<p(q)<2N

2N
= CNQ“/ 2= ldr 0 as N — oo.
M

Infatti, se [,; r?*~ 97! dr < oo, I'asserto segue se a > 0, mentre, se [y 72 971 dr = oo,
basta usare la regola di de I’Hopital.
Questo mostra che il secondo tremine di destra tende a zero se N — oo. Per quanto

concerne il primo, tenendo conto che Lw = 0, notiamo innanzitutto che abbiamo

a—1 a—1
L(Ynw) = nLw+ Y Quby - Pw =Y Qo - Pro,
=0 =0

dove Q/’s e gli P,’s sono operatori differenziali nelle derivate orizzontali di grado rspetti-

vamente a — ¢ e £. Abbiamo che

/ QN - Pw|*dq
M<p(q)
S CN2£*2CL / p(q)2a72872qu
M<p(q)<2N

IN
= CN%_QQ/ p2e=2-Q=L g 0 as N — oo.
M

In effetti, se [,; r2*=2~971 dr < oo, la tesi segue essendo ¢ < a. Nell'altro caso, il risultato
si ottiene utilizzando la regola di de 'Hopital.

Sia ora B,(0, R) una palla arbitraria. Allora
| P(¥nw)||zm2(B,0,r) — 0 as N — oo.

D’altronde, per N > R )yw = w su B(0, R), che implica Pw = 0 su H" (si ricordi che w
e C).

Supponiamo ora a = 2b, con b € N. In particolare abbiamo che T°%w = 0, cioe il
generico coefficiente w; di w ha la forma w;(p) = uo(p’) + w1 (p')pant1 + - + wp(P)P5ss-
Se p — oo per p' fissato, abbiamo infine w; = 0, poiché w; si annulla all’ infinito per la
(10). Finalmente, se a = 2b — 1, con b € N, lo stesso argomento puo essere applicato per

mostrare che Xjw; and Yjw; si annullano identicamente per k = 1,...,n. Quindi anche
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Twj si annulla identicamente cosi che w; ¢ una costante, che deve essere zero per (10).

Questo completa la prova del Teorema. U

Osservazione 0.6. Questi risultati possono essere estesi — con opportune modifiche — al

caso a = Q. Si veda [2].
Teorema 0.8. Sia

L : Dy (H") — Dy (H")
un operatore differenziale ipoellitico massimale, invariante a sinistra, tale che 'L = L.
Supponiamo inoltre che L sia omogeneo di grado a < Q. Allora per ogni p > 1 e per ogni
operatore differenziale omogeneol P di ordine a nei campi vettoriali orizzontali, esiste
C > 0 tale che
(13) [Pl Lmany < Cfl Lol mr m)
per ogni o € Dy (H™).

Se I = (i1,...,i9,41) & un multiindice, poniamo W' = W' ... Wir T+t e d(I) =

i1+ -+ 4 dop + 2ig,41. Inoltre, se i € NU {0}, poniamo anche

Wial= > [Wal.
d(I)=i

Corollario 0.2. Sotto le ipotesi e con le notazioni del Teorema 0.8, la stima (13) puo

essere sostituita da
(14) IWeal| vy < Cl|Lal|pmn)
Teorema 0.9. Sia
L: Dy (H") — Dy (H")
un operatore differenziale invariante a sinistra ipoellittico massimale tale che 'L = L.

Supponiamo anche che L sia omogeneo di grado a < Q. Siano ¥ CC € due aperti
limitati di H™. Allora per ogni p > 1 esiste C' = C(L,p,2,) > 0 tale che

(15) ||WaOé”Lm;P(Q’) < O(||£a||Lm;p(Q) + ||Oé||LM;P(Q)),

per ogni o € gﬂnlif(Q)
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Definizione 0.16. Sequendo [13], definiamo l'operatore r Ay, ( Laplaciano di Rumin)
che agisce sulle m-forme di Heisenberg

(

(n—m)d.d. + (n —m+1)dd. if 0 <m<n-—1;
Ay = (dede)? + 0ed.  se m = n;

ded. + (06cd.)?  iseD <m =n+1;

| (n—m+1)db. + (n —m)ded. sen+2<m<2n+ 1.

Corollario 0.3. Supponiamo n > 1, e sia Ay, il Laplaciano di Rumin sulle m—form
di Heisenberg. Siano ' CC Q due aperti limitati inH"™. Allora per ogni p > 1 esiste
C=0C(L,p,Q0) >0 tale che

Wl Lmv @y < C(| Arma]| L) + o]l Lmn@)),

m;2,p

per ogni o € Wi 0P (€2).
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