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Abstract

In this seminar we present the results of a joint paper with R. Serapioni and F. Serra

Cassano. We introduce an intrinsic notion of Lipschitz graph in Heisenberg groups, and

we prove a Rademacher type theorem for Lipschitz continuous functions
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In questo seminario intendo presentare alcuni risultati ottenuti in collaborazione con

R.Serapioni e F.Serra Cassano.

Per una presentazione generale dei gruppi di Heisenberg e delle loro proprietà, rinviamo

a [8], [6] [1] e [9]. Ci limitiamo a fissare alcune notazioni.

Nel seguito, Hn è il gruppo di Heisenberg n-dimensionale, identificato con R2n+1 tramite

coordinate esponenziali. Un punto p ∈ Hn è denotato come p = (p1, . . . , p2n, p2n+1) =

(p′, p2n+1), con p′ ∈ R2n e p2n+1 ∈ R. Se p e q ∈ Hn, l’operazione di gruppo è

p · q = (p′ + q′, p2n+1 + q2n+1 − 1

2
〈Jp′, q′〉R2n)

dove J =


 0 In

−In 0


 è la matrice simplettica 2n×2n. Poniamo inoltre p−1 := (−p′,−p2n+1)

l’inverso di p ed e l’identità di Hn.

Per ogni fissato q ∈ Hn e per ogni r > 0 la traslazione a sinistra τq : Hn → Hn e le

dilatazioni anisotrope δr : Hn → Hn sono gli automorfismi del gruppo definiti da

τq(p) := q · p e da δrp := (rp′, r2p2n+1).

Denotiamo con h l’algebra di Lie di Hn. La base standard di h è data, per i = 1, . . . , n,

da

Xi := ∂i − 1

2
(Jp′)i∂2n+1, Yi := ∂i+n +

1

2
(Jp′)i+n∂2n+1, T := ∂2n+1.

Il sottospazio orizzontale h1 è il sottospazio di h generato da X1, . . . , Xn and Y1, . . . , Yn.

Denotando con h2 l’inviluppo lineare di T , la stratificazione a 2 due passi di h è espressa

da

(1) h = h1 ⊕ h2.

L’algebra di Lie h è anche fornita di un prodotto scalare 〈·, ·〉 che rende i campi X1, . . . , Xn

e Y1, . . . , Yn and T ortonormali. Cos̀ı, (1) diviene una decomposizione ortonormale di h

come spazio vettoriale.

Se p ∈ Hn, poniamo

‖p‖ := d∞(p, e) := max{‖(p1, · · · , p2n)‖R2n , |p2n+1|1/2}
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e

d∞(p, q) = d∞(q−1 · p, e) =
∥∥q−1 · p

∥∥ .

È ben noto che d∞ è equivalente alla distanza di Carnot-Caratheodory di Hn. Inoltre

d∞(z · x, z · y) = d∞(x, y) d∞(δλx, δλy) = λd∞(x, y)

per x, y, z ∈ Hn e λ > 0. Denotiamo con U(p, r) e con B(p, r) le palle aperte e chiuse

associate a d∞.

Definizione 0.1. Diciamo che Hn è il prodotto semidiretto dei sottogruppi omogenei W

e V e scriviamo

Hn = W · V
se W := exp w, V := exp v, dove w e v sono sottoalgebre omogenee di h (vedi [8] 5.2.4)

tali che

(i): h = w⊕ v;

(ii): w ⊃ h2 o, equivalentemente, w è un ideale in h;

Chiaramente W∩V = {e}; inoltre (ii) equivale a dire che W è un sottogruppo normale

di Hn.

Notiamo anche che v ⊂ h1. Infatti T /∈ v poichè T ∈ w; inoltre se T +V ∈ v per qualche

V ∈ v, allora sia λT +λV ∈ v sia λV +λ2T ∈ v e quindi T ∈ v. Poichè v è una sottoalgebra

di h1 , ne segue che la dimensione lineare di v is ≤ n, che v è un’algebra commutativa e

che di conseguenza V ' Rk if k = dim v. In particolare, V è un sottogruppo commutativo

di Hn.

Ogni elemento p ∈ Hn può essere scritto in un unico modo come p = pW · pV, con

pW ∈W e pV ∈ V.

Proposizione 0.1. Se Hn = W·V, ogni q ∈ Hn ha uniche ‘componenti’ qW ∈W, qV ∈ V,

tali che q = qW · qV. Le mappe

q → qV e q → qW

sono continue ed esiste una costante c = c(V,W) > 0 tale che

(2) c (‖qV‖+ ‖qW‖) ≤ ‖q‖ ≤ (‖qV‖+ ‖qW‖) .
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Inoltre,

(q−1)V = (qV)
−1 e (q−1)W = q−1

V · (qW)−1 · qV
(p · q)V = pV · qV and (p · q)W = pW · pV · qW · p−1

V .
(3)

Se Hn = W ·V, chiamiamo con sistema di piani coordinati la famiglia doppia LV e LW
di laterali di V e W, cioè

LV(p) := p · V, ∀p ∈W e LW(q) := q ·W, ∀q ∈ V.

Ogni p ∈ Hn appartiene esattamente a una foglia di LV e a una di LW; le foglie di LV (o

di LW) sono invarianti per traslazione, cioè x ∈ LV(p) =⇒ τxLV(p) = LV(p).

Per un intero nonnegativo k, Lk denota la misura k dimensionale di Lebesgue. È noto

che L2n+1 è la misura di Haar biinvariante di Hn, quindi, se E ⊂ R2n+1 è misurabile, allora

L2n+1(τp(E)) = L2n+1(E) per tutti i p ∈ Hn. Inoltre, se λ > 0, allora L2n+1(δλ(E)) =

λ2n+2L2n+1(E). Osserviamo esplicitamente che, ∀p ∈ Hn e ∀r > 0,

L2n+1(B(p, r)) = r2n+2L2n+1(B(p, 1)) = r2n+2L2n+1(B(0, 1)).

Notiamo anche che, se ωk è la Lk misura della palla euclidea unitaria in Rk, allora

L2n+1 (B(e, r)) = 2ω2nr
2n+2 e, se k := dim v ≤ n,

Lk (B(e, r) ∩ V) = ωkr
k;

L2n+1−k (B(e, r) ∩W) = 2ω2n−kr
2n+2−k.

(4)

Partendo dalla distanza d∞, possiamo ottenere delle misure di Hausdorff seguendo la

costruzione di Carathédory come in [2] Section 2.10.2. Per m ≥ 0, denotiamo con Hm la

misura di Hausdorff m-dimensionale in Hn, ottenuta dalla distanza d∞. Analogamente,

Sm denota la misura di Hausdorff sferica.

Proposizione 0.2. Se Hn = W ·V come nella Definizione 0.1, allora se k, 1 ≤ k ≤ n, è

la dimensione lineare di v, allora la dimensione metrica dif V è k mentre la dimensione

metrica di W 2n + 2− k.

Definizione 0.2. Assumiamo che Hn sia il prodotto semidiretto dei sottogruppi B e N.

Diciamo che S ⊂ Hn è un grafico (sinistro) su B lungo N se, per ogni ξ ∈ B, S ∩ LN(ξ)
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contiene al più un punto. Equivalentemente, se esiste una funzione ϕ : E ⊂ B → N tale

che

S = {ξ · ϕ(ξ) : ξ ∈ E}
e diciamo che S è il grafico di ϕ, S = graph(ϕ).

Una proprietà elementare ma cruciale dei grafici cos̀ı definiti è la loro invarianza rispetto

a traslazioni sinistre e dilatazioni. Cioè, se S è un grafico da B a N allora anche δλS e τpS

sono grafici da B a N, ovviamente di funzioni diverse.

Proposizione 0.3. Sia S = {ξ ·ϕ(ξ)} con ϕ : E ⊂ B→ N. Allora l’insieme dilatato δλS

è il grafico di ϕλ : δλE ⊂ B→ N, precisamente

δλS = graph(ϕλ) con ϕλ := δλ ◦ ϕ ◦ δ1/λ : δλE → N.

Per descrivere l’effetto delle traslazioni sul grafico, è meglio distinguere quale fattore

di Hn è un sottogruppo normale. Assumiamo che Hn sia il prodotto semidiretto dei

sottogruppi W e V e che W sia un sottogruppo normale.

Proposizione 0.4. Sia S ⊂ Hn un grafico (sinistro). Allora, per ogni q = qW · qV ∈ Hn,

l’insieme traslato τqS è ancora un grafico. Precisamente

(i): Se S = {w · ϕ(w) : w ∈ E ⊂W} è un grafico su W, con ϕ : E ⊂W→ V, allora

τqS = {η ·ϕq(η) : η ∈ E ′ := q ·E · (qV)−1 ⊂W}, dove ϕq : E ′ → V è definito come

ϕq(η) = qV · ϕ(q−1
V · q−1

W · η · qV).

(ii): Se S = {v · ϕ(v) : v ∈ F ⊂ V} è un grafico su V, con ϕ : F ⊂ V → W, allora

τqS = {η · ϕq(η) : η ∈ F ′ := qV · F ⊂ V}, dove ϕq : F ′ →W è definito da

ϕq(η) = η−1 · qW · η · ϕ(q−1
V · η).

Definiamo ora che cosa intentiamo per cono (chiuso) intrinseco.

Definizione 0.3. Se Hn = B · N è il prodotto semidiretto di due sottogruppi B e N, per

q ∈ Hn and α > 0 definiamo il cono CB,N(q, α) con asse N, base B e vertice q come

CB,N(q, α) := q · CB,N(e, α)
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dove

CB,N(e, α) := {p : ‖pB‖ ≤ α ‖pN‖} .

Se G è un sottogruppo dif Hn, non necessariamente fattore di una decomposizione semidi-

retta di Hn, per q ∈ Hn e σ ∈ (0, 1], definiamo il cono X(G, q, σ) con asse G e vertice q,

come

X(G, q, σ) := q ·X(G, e, σ)

dove

X(G, e, σ) := {p : dist(p,G) ≤ σ ‖p‖} .

Se N è un sottogruppo 1-dimensionale, cioè N = {p = exp(tV ) : t ∈ R} per qualche

fissato V ∈ h, definiamo anche

C+
B,N(e, α) := {p ∈ CB,N(e, α) : pN = exp(tV ) with t > 0}

C−
B,N(e, α) := {p ∈ CB,N(e, α) : pN = exp(tV ) with t < 0}.

Se q ∈ Hn, allora C+
B,N(q, α) e C−

B,N(q, α) sono definiti coerentemente.

Chiaramente, CB,N(e, 0) = N. Inoltre

∪α>0CB,N(e, α) = (Hn \ B) ∪ {e}.

I coni intrinseci sono invarianti rispetto alle dilatazioni del gruppo. Infatti si ha:

Proposizione 0.5. Siano B e N come nella Definizione 0.3, e sia α, t > 0. Allora

δt

(
CB,N(e, α)

)
= CB,N(e, α) e δt

(
X(N, e, σ)

)
= X(N, e, σ).

Proposizione 0.6. Assumiamo che Hn sia il prodotto semidiretto dei sottogruppi V e W,

con V orizzontale e W normale. Allora

(1) Per ogni σ ∈ (0, 1] esiste α = α(σ,B,N) > 0 tale che

(5) CB,N(q, α) ⊂ X(N, q, σ), ∀q ∈ Hn.

(2) Per ogni α > 0 esiste σ = σ(α,B,N) ∈ (0, 1] tale che

(6) X(N, q, σ) ⊂ CB,N(q, α), ∀q ∈ Hn.
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Definizione 0.4. Assumiamo che Hn = B·N sia il prodotto semidiretto di B e N. Diciamo

che una funzione f : A ⊂ B → N soddisfa la condizione di Lipschitz intrinseca in A se

esiste L > 0 tale che ∀q = x · f(x) ∈ graph (f)

(7) CB,N(q, 1/L) ∩ graph (f) = {q}.

Se f soddisfa ua condizione di Lipschitz intrinseca in A, la costante di Lipschitz intrinseca

di f in A è l’estremo superiore degli L tali che (7) vale.

Proposizione 0.7. Se Hn = B · N è il prodotto semidiretto di due sottogruppi omogenei

B e N, allora f : A ⊂ B → N soddisfa una condizione di Lipschitz intrinseca in A se e

solo se esiste L > 0 tale che

(8) ‖fq−1(x)‖ ≤ L ‖x‖ , ∀q = x · f(x) ∈ graph (f).

In particolare, ricordando la Proposizione 0.4,

(i) se B è un sottogruppo normale e N è un sottogruppo orizzontale, allora f : A ⊂
B→ N è Lipschitz intrinseca, se e solo se ∃L > 0 tale che

∥∥f(x)−1 · f(x′)
∥∥ ≤ L

∥∥f(x)−1 · x−1 · x′ · f(x)
∥∥ , ∀x, x′ ∈ A;

(ii) se B è un sottogruppo orizzontale e N è un sottogruppo normale, allora f : A ⊂
B→ N è Lipschitz intrinseca se e solo se ∃L > 0 tale che

∥∥x′−1 · x · f(x)−1 · x−1 · x′ · f(x′)
∥∥ ≤ L

∥∥x−1 · x′
∥∥ , ∀x, x′ ∈ A.

Proposizione 0.8. Le superficie H-regolari (nel senso di [5]) di ogni dimensione sono

localmente grafici di funzioni Lipschitz intrinseche.

Il seguente esempio mostra che, quando si considerino funzioni W → V, la condizione

di Lipschitzianità usuale non è invariante rispetto a traslazioni del grafico; ne segue che

né H-Lipschitz implica Lipschitz, né il contrario.

Controesempio 0.1. Consideriamo i sottogruppi V e W di H1 ≡ R3 definiti come

V = {x = (x1, 0, 0)}, W = {x = (0, x2, x3)}.
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Allora W è un sottogruppo normale e H1 = W · V come in Definizione 0.1 e, ∀w ∈ W e

∀v ∈ V, ‖w‖ = max{|w2|, |w3|1/2} e ‖v‖ = |v1|.
Sia ϕ : W→ V definito come ϕ(0, w2, w3) =

(
1 + |w3|1/2, 0, 0

)
. Allora è facile verificare

che la usuale Lipschitzianità vale con L = 1. Al contrario, ϕ non è H-Lipschitz. Infatti,

sia p := (1, 0, 0) ∈ graph(ϕ), dalla Proposizione 0.4 abbiamo ϕp−1(w) =
(|w2 + w3|1/2, 0, 0

)

cos̀ı che (8) è falsa.

Al contrario, la funzione ψ(w) :=
(
1 + |w3 − w2|1/2, 0, 0

)
è Lipschitz intrinseca, ma non

Lipschitz in senso usuale.

Controesempio 0.2. Per finire, osserviamo che, anche se f : W→ V è molto regolare,

la parametrizzazione ‘naturale’ del grafico (f) data da

Φ : W→ graph(f) ⊂ Hn, Φ(w) = w · f(w)

non è una mappa Lipschitz tra spazi metrici. Infatti, consideriamo ancora i sottogruppi

V e W di H1 ≡ R3 definiti da

V = {x = (x1, 0, 0)}, W = {x = (0, x2, x3)}

e sia f : W→ V la mappa costante f(w) = (1, 0, 0) ∈ V. Allora il grafico di f è un piano

verticale in R3 parallelo a W. La parametrizzazione Φ agisce come

Φ(w) = (1, w2, w3 +
1

2
w2).

Quindi Φ(e) = (1, 0, 0) e, se w̄ = (0, ε, 0) ∈ W, Φ(w̄) = (1, ε, ε
2
). È facile verificare che

‖Φ(e)−1 · Φ(w̄)‖ iè confrontabile a ε1/2 mentre ‖w̄‖ è confrontabile con ε.

La situazione è tuttavia completamente diversa per mappe V→W.

Un’altra caratterizzazione delle funzioni Hn-Lipschitz può essere data in termini della

limitatezza dei loro rapporti incrementali. Cominciamo con una definizione di rapporto

incrementale.

Definizione 0.5. Siat Hn = W · V. Se f : W→ V, w ∈W, p := w · f(w) ∈ graph(f), il

Hn-rapporto incrementale di f , inw lungo la direzione Y ∈ w, è

∆Y f(w; t) = ∆Y fp−1(e; t) = δ1/t (fp−1(exp tY )) .
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Simmetricamente, se g : V→W e V ∈ v, q := v · g(v) il Hn-rapporto incrementale è

∆V g(v; t) = ∆V gq−1(e; t) = δ1/t (gq−1(exp tV )) .

Più esplicitamente, per la Proposizione 0.4 otteniamo che, per f : W→ V,

(9) ∆Y f(w; t) = δ1/t

(
f(w)−1 · f(w · f(w) · exp tY · f(w)−1)

)
,

e per g : V→W

(10) ∆V g(v; t) = δ1/t

(
exp tV −1 · g(v)−1 · exp tV · g(v · exp tV )

)
.

Definizione 0.6. Sia Hn = W · V. La derivata direzionale DY f(x) è definita come

(11) DY f(x) := lim
t→0

∆Y f(x; t).

Notiamo che f(x) = e implica ∆Y f(x; t) := δ1/t (f(x · exp tY )) . Osserviamo che, se

DY f(x) esiste, allora ∀λ > 0,

DλY f(x) = lim
t→0

δ1/t∆λY f(x; t)

= δλ lim
t→0

δ1/λt∆Y f(x; λt) = δλDY f(x).

Chiaramente, le derivate direzionali sono invarianti per traslazioni, cioè, se p = x · f(x),

(12) DY f(x) = DY fp−1(e).

Il nostro prossimo teorema fornisce una caratterizzazione delle funzioni H-Lipschitz in

termini della limitatezza dei loro rapporti incrementali lungo direzioni orizzontali. Sotto-

lineamo che, nonostante la somiglianza di questo risultato con la caratterizzazione delle

funzioni Lipschitz Hn → R in termini della lipschitzianità lungo le direzioni orizzontali di

Hn, il presente risultato è essenzialmente diverso. Infatti, in generale, W non è un gruppo

di Carnot in quanto la sua algebra di Lie non è generata dallo strato orizzontale.

Proposizione 0.9. Sia Hn = W · V.

(i): Se f : W→ V è Hn-Lipschitz costante di L then,

‖∆Y f(x; t)‖ ≤ L ‖exp Y ‖ , ∀Y ∈ w.

La stessa affermazione vale se f : V→W, con Y ∈ v.
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(ii): Se f : V→W e

‖∆V f(x; t)‖ ≤ L ‖exp V ‖ , ∀Y ∈ v,

allora f è Hn-Lipschitz con costante di Lipschitz L.

(iii): Se f : W→ V e

‖∆Y f(x; t)‖ ≤ L ‖exp Y ‖ , ∀Y ∈ h1 ∩w,

allora f è Hn-Lipschitz con costante di Lipschitz C = C(L,V,W).

Teorema 0.1. Assumiamo che Hn = W·V come nella Definizione 0.1, e sia k, 1 ≤ k ≤ n,

la dimensione di V. Se f : W→ V è una funzione Hn-Lipschitz con costante di Lipschitz

L, allora graph(f) ha dimensione metrica 2n + 2 − k ed esiste una costante geometrica

c = c(V,W) > 0 tale che

(13) H2n+2−k (graph(f) ∩B(p,R)) ≤ c(1 + L)2n+2−kR2n+2−k.

Simmetricamente, se f : V→W allora graph(f) ha dimensione metrica k e

(14) Hk (graph(f) ∩B(p,R)) ≤ c(1 + L)kRk.

Teorema 0.2. Assumiamo che Hn = W · V con V 1 dimensionale. Se f : W → Vè Hn

Lipschitz, allora il sottografico di f è un insieme di perimetro localmente finito.

Questa proprietà cruciale dei grafici Lipschitz può essere provata come conseguenza

diretta del Teorema 0.1 grazie al Teorema 0.3 sotto..

Teorema 0.3. Sia Ω, ω ⊂ Hn un aperto tale che ∂Ω ha localmente misura di Hausdorff

(Q− 1)-dimensionale intrinseca finita in ω. Allora Ω ha perimetro localmente finito in ω.

Definizione 0.7. Diciamo che

(i): L : V→W è una mappa Hn-lineare quando, ∀v, v′ ∈ V e ∀λ > 0,

L(δλv) = δλ(Lv)

L(v · v′) = (v′)−1 · Lv · v′ · Lv′.
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(ii): L : W→ V è una mappa Hn-lineare quando ∀w, w′ ∈W and ∀λ > 0,

L(δλw) = δλ(Lw)

L(w · w′) = L(w) · L(w′).

Notiamo che le mappe Hn-lineari W→ V sono precisamente mappe H-lineari W→ V.

Al contrario, le due nozioni sono differenti per mappe V→W.

Proposizione 0.10. Assumiamo che Hn = W · V come nella Definizione 0.1.

(i): Se L : V→W è una mappa Hn-lineare, allora graph(L) è un sottogruppo omogeneo

di Hn e la mappa ΦL definita da ΦL(v) := v · L(v) è un omeomorfismo omogeneo (cioè

una mappa H-lineare) V→ graph(L).

(ii): Se L : W → V è Hn-lineare, allora graph(L) è un sottogruppo omogeneo di Hn e

la mappa ΦL : W→ graph(L) definita da ΦL(w) := w · L(w) soddisfa

ΦL(δλw) = δλ(ΦL(w))

ΦL(w · w′) = ΦL(w) · ΦL((Lw)−1 · w′ · Lw).

Definizione 0.8. Assumiamo Hn = W · V come nella Definizione 0.1.

(i): sia f : W → V; diciamo che f è H-differenziabile in w ∈ W se esiste una mappa

H-lineare dfw : W→ V tale che

∥∥dfw(ξ)−1 · f(w)−1 · f(w · f(w) · ξ · f(w)−1)
∥∥ = o(‖ξ‖)(15)

quando ‖ξ‖ → 0.

(ii): sia f : V → W; diciamo che f è H-differenziabile in v ∈ V se esiste una mappa

H-lineare dfv : V→W tale che

∥∥dfv(η)−1 · η−1 · f(v)−1 · η · f(v · η)
∥∥ = o(‖η‖)(16)

as ‖η‖ → 0.

Ci limitiamo a enunciare un paio di proprietà elementari dei H-differenziali.

Definizione 0.9. Assumiamo che S := {x · f(x) : x ∈ A}, dove A è un intorno aperto

di e in W. Diciamo che un sottogruppo T di Hn è il gruppo regolare tangente diS in e se
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esiste un altro sottogruppo N, tale che T∩N = {e} e Hn = T ·N, e se, per tutti gli α > 0,

esiste λ > 0 tale che

CT,N(e, α) ∩ δλS ∩B(e, 1) = {e}.

Più in generale, diciamo che T è il gruppo regolare tangentedi S in p ∈ S se T è il piano

regolare tangente di τp−1S ine.

Proposizione 0.11. Se f : W→ V è Hn-differenziabile in x con differenziale dfx, allora

T := graph(dfx) è il gruppo regolare tangente di S in p = x · f(x).

Proposizione 0.12. Let f : W→ V. Assume that f is Hn-differentiable and Y ∈ w∩h1,

then the directional derivative DY f(x) exists and

(17) DY f(x) = dfx(exp Y ).

Supponiamo Hn = W · V come nella Definizione 0.1, dove V = {exp(tV ), t ∈ R},
per qualche fissato V ∈ h. Necessariamente V ∈ h1; senza perdere generalità, possiamo

suppore ‖V ‖ = 1 e poniamo v := exp(V ).

Definizione 0.10. Per ogni ν ∈ h1, poniamo

S+
H (ν) := exp ({Z : 〈Z, ν〉 ≥ 0}) , S−H (ν) := exp ({Z : 〈Z, ν〉 ≤ 0}) ,

T g
H(ν) := exp

({Z : 〈Z, ν〉 = 0}).

Più in generale, se p ∈ Hn e ν ∈ HHp, allora poniamo

S+
H (ν) := S+

H (dτp−1ν), S−H (ν) := S−H (dτp−1ν), T g
H(ν) := T g

H(dτp−1ν).

Ricordiamo inoltre che h1 e h2 sono normali, e quindi {Z ∈ h : 〈Z, ν〉 = 0} è un

ideale omogeneo di h. In particolare, T g
H(ν)è un sottogruppo normale omogeneo di Hn e

Hn = T g
H(ν) ·Nν, dove Nν := exp(span (ν)).

Per [3], Theorem 6 (o [4], Theorem 3.1), per |∂E(f)|H–q.o. p ∈ graph (f) esiste ν =

ν(p) ∈ h1 (la normale unitaria intrinseca interna a E(f) in p) tale che

(18) ‖ν(p)‖ = 1;
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e

(19) lim
r→0

1E(f)r,p
= 1S+

H (ν(p)) in L1
loc(Hn),

dove

E(f)r,p = {q : p · δr(q) ∈ E(f)} = δ 1
r
(τp−1(E(f))).

Proposizione 0.13. Sia U ⊂ W un aperto (relativo), e sia f : U → V una mappa Hn-

Lipschitz. Se p0 = w0 · f(w0) ∈ graph (f), con w0 ∈ U , è tale che (18) e (19) vale, allora

f è Hn-differenziabile in w0.

In particolare, f è Hn-differenziabile in ogni punto w ∈ U tale che w · f(w) ∈ ∂∗E(f).

Usando il teorema di slicing Theorem 3.7 di [7], per quanto precedentemente provato

abbiamo:

Teorema 0.4 (Teorema di Rademacher). Supponiamo Hn = W·V come nella Definizione

0.1, dove V = {exp(tV ), t ∈ R}, per qualche fissato V ∈ h1 con ‖V ‖ = 1. Sia ora U ⊂W
un aperto relativo, e sia f : U → V una mappa Hn-Lipschitz. Allora f è Hn-differenziabile

(L2n W)–q.o. in U .
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