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Abstract

Let L be an ultra-parabolic operator of Kolmogorov type with continuous and bounded

coefficients. We prove that the obstacle problem for L with Cauchy (or Cauchy-Dirichlet)

boundary conditions has a unique strong solution u. Moreover we show that u solves an

optimal stopping problem and admits a Feynman-Kač representation formula.
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1. Introduzione

Presentiamo alcuni risultati ottenuti in [9], in collaborazione con Di Francesco e Polidoro,

e in [34].

Dato un operatore differenziale del second’ordine su un dominio e assegnate delle con-

dizioni al bordo, il problema dell’ostacolo consiste nel determinare la più piccola sopra-

soluzione maggiore di una data funzione, detta ostacolo. Questo problema interviene in

alcune applicazioni in fisica e biologia; inoltre in finanza appare nello studio dei cosiddetti

“contratti derivati di tipo Americano”.

I nostri principali risultati riguardano l’esistenza e unicità della soluzione forte del

problema di Cauchy o Cauchy-Dirichlet relativo alla disequazione differenziale

(1) max{Lu + au− f, ϕ− u} = 0.

In (1) L indica un operatore ultra-parabolico di tipo Kolmogorov a coefficienti continui

e limitati (in Cb), a, f ∈ Cb e la funzione “ostacolo” ϕ è Lipschitziana e convessa (in un

senso debole che specificheremo in seguito). Inoltre proviamo che la soluzione u ammette

la seguente rappresentazione1 in termini di soluzione del problema di arresto ottimo:

(2) u(t,Xt) = sup
τ≥t

E [ϕ(Xτ )] ,

dove X indica il processo di diffusione associato all’operatore L e τ varia nell’insieme dei

tempi di arresto maggiori o uguali a t.

È noto che, anche nel caso classico uniformemente parabolico, l’equazione (1) non

ammette in generale soluzioni regolari (di classe C2) ed è quindi necessario considerare una

formulazione debole del corrispondente problema di Cauchy-Dirichlet. In letteratura sono

note tecniche per provare l’esistenza di soluzioni in senso variazionale (cf., per esempio,

Bensoussan e Lions [4], Kinderlehrer e Stampacchia [24]), in senso forte (cf., per esempio,

Friedman [14], [15]) e, più recentemente, in senso viscoso (cf., per esempio, Fleming e

Soner [11], Barles [1]).

1Qui consideriamo per semplicità solo il caso a = f = 0.
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Qui intendiamo utilizzare un classico metodo di penalizzazione che permette di provare

l’esistenza di una soluzione forte come limite di soluzioni di un’opportuna classe di proble-

mi non-lineari. Questa tecnica risulta vantaggiosa in quanto fornisce risultati di esistenza

e regolarità della soluzione del problema in forma non variazionale (cos̀ı come appare in

molte applicazioni) che risultano appropriati per lo studio del problema di arresto ottimo

(2).

Per quanto riguarda le applicazioni in finanza, supponiamo che Xt indichi il prezzo, al

tempo t, di un titolo rischioso descritto da un opportuno processo di diffusione: la (2)

definisce il valore di un contratto finanziario (per esempio, un’opzione) che, esercitato al

tempo t, frutta al possessore un “premio” pari a ϕ(Xt). Precisamente la (2) definisce il va-

lore dell’opzione in termini di media dei premi che si ottengono esercitando nel momento

ottimale. Una teoria rigorosa della valutazione di questo tipo di opzioni, comunemente

denominate di tipo Americano, è relativamente recente ed è stata sviluppata a partire dai

lavori di Bensoussan [3] e Karatzas [22] che hanno determinato formule di valutazione con

metodi probabilistici basati sugli inviluppi di Snell e da Jaillet, Lamberton e Lapeyre [20]

con metodi variazionali.

Tuttavia esistono diversi tipi di opzioni Americane, normalmente trattati sui mercati

finanziari, per cui il processo X è associato ad un operatore di tipo Kolmogorov che non è

uniformemente parabolico: si tratta generalmente di modelli con memoria, che incorpora-

no una dipendenza dal passato attraverso una o più variabili di stato (tipicamente, medie

di prezzi su un certo periodo). Due esempi notevoli, sono le opzioni Asiatiche e alcuni

modelli di volatilità stocastica (cf. per esempio, Hobson e Rogers [17], Di Francesco e Pa-

scucci [7], Foschi e Pascucci [13]). In letteratura esistono numerosi lavori sulla valutazione

di opzioni Asiatiche Americane: Barraquand e Pudet [2], Barles [1], Hansen e Jorgensen

[16], Meyer [30], Wu, You e Kwok [41], Jiang e Dai[21], Peskir e Shiryaev [35], Marcozzi

[29], Dai e Kwok [6], Huang e Thulasiram [19]. Tuttavia la maggior parte di questi arti-

coli sono dedicati a questioni numeriche (approssimazione del prezzo e del tempo ottimale

d’esercizio, corrispondente alla soluzione numerica di un problema a frontiera libera): al

momento una teoria dell’esistenza, unicità e regolarità delle soluzioni è disponibile solo

nel caso uniformemente parabolico ed è basata sui risultati classici di Bensoussan e Lions
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[4], Friedman [15] e van Moerbeke [39], [40]. Alcuni risultati più generali di esistenza e di

approssimazione numerica sono stati ottenuti da Barles [1], Jiang e Dai [21] nell’ambito

della teoria delle soluzioni viscose: tuttavia questi non forniscono stime adeguate degli

errori e della velocità di convergenza. In effetti, in vista dell’utilizzo di metodi numerici

standard come per esempio schemi alle differenze finite, lo studio dell’esistenza di soluzioni

in senso forte sembra la scelta più naturale.

2. Ipotesi e risultati preliminari

Consideriamo un operatore di Kolmogorov in RN+1 della forma

Lu(z) :=
m∑

i,j=1

aij(z)∂xixj
u(z) +

m∑
i=1

bi(z)∂xi
u(z) +

N∑
i,j=1

bijxi∂xj
u(z)− ∂tu(z)

dove z = (x, t) ∈ RN+1, 1 ≤ m ≤ N , e bij ∈ R, per ogni i, j = 1, . . . , N . Assumiamo

inoltre:

H1: i coefficienti aij = aji e bi sono funzioni continue e limitate per ogni i, j =

1, . . . , m ed esiste una costante positiva Λ tale che

Λ−1|ζ|2 ≤
m∑

i,j=1

aij(z)ζiζj ≤ Λ|ζ|2, ζ ∈ Rm, z ∈ RN+1;

H2: l’operatore a coefficienti costanti

(1) Ku :=
m∑

i=1

∂xixi
u +

N∑
i,j=1

bijxi∂xj
u− ∂tu

è ipoellittico.

Ricordiamo (cf. [25]) che H2 è equivalente alla condizione di Hörmander [18]

rank Lie (∂x1 , . . . , ∂xm , Y )(z) = N + 1, ∀ z ∈ RN+1

dove

Y :=
N∑

i,j=1

bijxi∂xj
− ∂t.
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Inoltre nell’ipotesi H2 esiste una base di RN rispetto alla quale B assume la forma

(2)




∗ B1 0 . . . 0

∗ ∗ B2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

∗ ∗ ∗ . . . Br

∗ ∗ ∗ . . . ∗




dove Bj è una matrice mj−1 ×mj di rango mj, con

m =: m0 ≥ m1 ≥ . . . ≥ mr ≥ 1, m0 + m1 + . . . + mr = N,

e ∗ sono blocchi arbitrari (e costanti).

Sin dai lavori di Folland [12], Rothschild e Stein [37], Nagel, Stein e Wainger [32] è noto

che l’ambito naturale per lo studio delle proprietà di regolarità di operatori di Hörmander

è l’analisi sui gruppi di Lie. Lanconelli e Polidoro in [25] hanno determinato la struttura

di gruppo associata ad operatori di Kolmogorov e hanno provato che K in (1) è invariante

per traslazioni rispetto alla legge

(ξ, τ) ◦ (x, t) = (x + E(t)ξ, t + τ),

dove E(t) = e−tBT
e BT indica la trasposta di B. Inoltre, nel caso in cui i blocchi ∗ in

(2) siano nulli, l’operatore in (1) è anche omogeneo di grado due rispetto alla famiglia di

dilatazioni in RN+1

D(λ) = diag(λIm0 , λ
3Im1 , . . . , λ

2r+1Imr , λ
2)

dove Imj
indica la matrice identità mj ×mj. Indichiamo con

Q + 2 = m0 + 3m1 + . . . + (2r + 1)mr + 2

la dimensione omogenea di RN+1 e con ‖ · ‖ una norma omogenea rispetto a D(λ).

Dati un dominio limitato Ω di RN+1 e p ≥ 1, poniamo

Sp(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∂xi
u, ∂xixj

u, Y u ∈ Lp(Ω), i, j = 1, . . . ,m}
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e

‖u‖Sp(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
m∑

i=1

‖∂xi
u‖Lp(Ω) +

m∑
i,j=1

‖∂xixj
u‖Lp(Ω) + ‖Y u‖Lp(Ω).

Inoltre indichiamo rispettivamente con Cα
B(Ω), C1,α

B (Ω) e C2,α
B (Ω) gli spazi di funzioni

Hölderiane definiti dalle seguenti norme:

‖f‖Cα
B(Ω) = sup

Ω
|f |+ sup

z,ζ,∈Ω

z 6=ζ

|f(z)− f(ζ)|
‖z−1 ◦ z‖α

,

‖f‖C1,α
B (Ω) = ‖f‖Cα

B(Ω) +
m∑

i=1

‖∂xi
f‖Cα

B(Ω),

‖f‖C2,α
B (Ω) = ‖f‖C1,α

B (Ω) +
m∑

i,j=1

‖∂xixj
f‖Cα

B(Ω) + ‖Y f‖Cα
B(Ω).

Nello studio del problema con ostacolo, i teoremi di immersione e le stime interne seguenti

giocano un ruolo cruciale. Questi risultati sono stati provati in diversi lavori: nel caso

omogeneo, da Bramanti, Cerutti e Manfredini [5], Manfredini e Polidoro [28], Manfredini

[27]; sono estesi al caso non-omogeneo in [9]. Le stime interne di Schauder sono state

provate da Di Francesco e Polidoro [10]. Nelle seguenti disuguaglianze, O indica un

dominio contenuto con la sua chiusura in Ω e c una costante che dipende solo da L, Ω, O

e p > 1; solo nella (5) la costante c dipende anche da ‖aij‖Ca
B(Ω) e ‖bi‖Ca

B(Ω).

• Stime interne in Sp:

(3) ‖u‖Sp(O) ≤ c
(‖Lu‖Lp(Ω) + ‖u‖Lp(Ω)

)
.

• Teorema di immersione:

(4) ‖u‖C1,α
B (O) ≤ c‖u‖Sp(Ω), α = 1− Q + 2

p
, p ≥ Q + 2.

• Stime interne di tipo Schauder:

(5) ‖u‖C2,a
B (O) ≤ c

(
sup

Ω
|u|+ ‖f‖Cα

B(Ω)

)
.
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3. Problema con ostacolo

Consideriamo il problema

(1)





max{Lu + au− f, ϕ− u} = 0, in H(T ) := H× ]0, T [,

u|∂P H(T ) = g,

dove H è un dominio limitato di RN e

∂P H(T ) := ∂H(T ) \ (H × {T})

è il bordo parabolico di H(T ). Diciamo che u ∈ S1
loc(H(T )) ∩ C(H(T )) è una soluzione

forte di (1) se la disequazione differenziale è soddisfatta q.o. in H(T ) e il dato al bordo è

assunto puntualmente.

Nel seguito supponiamo che H(T ) sia regolare nel senso che in ogni punto del bordo

parabolico esiste una funzione barriera:

H3: per ogni ζ ∈ ∂P H(T ) esiste un intorno V di ζ e una funzione C2

w : V ∩H(T ) → R,

tale che

i) Lw ≤ −1 in V ∩H(T );

ii) w(z) > 0 in V ∩H(T ) \ {ζ} e w(ζ) = 0.

Ora enunciamo l’ipotesi sulla funzione ostacolo ϕ.

H4: ϕ è Lipschitziana su H(T ) ed esiste una costante C ∈ R tale che

(2)
m∑

i,j=1

ζiζj∂xixj
ϕ ≥ C|ζ|2, in H(T ), ζ ∈ Rm,

in senso distribuzionale, ossia

m∑
i,j=1

ζiζj

∫

H(T )

∂xixj
ψ(z)ϕ(z)dz ≥ C|ζ|2

∫

H(T )

ψ(z)dz,

per ogni ψ ∈ C∞
0 (H(T )), ψ ≥ 0 e ζ ∈ Rm.

Notiamo esplicitamente che le funzioni C2 soddisfano l’ipotesi H4, cos̀ı come le funzioni

Lipschitziane che sono convesse rispetto alle prime m variabili.
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Teorema 3.1. Siano g ∈ C(∂P H(T )), g ≥ ϕ|∂P H(T ), e f, a ∈ C ∩ L∞(H(T )). Allora

esiste una soluzione forte u del problema (1). Inoltre, per ogni p > 1 e O, sottoinsieme

compatto di H(T ), esiste una costante positiva c, che dipende solo da L,O, H(T ), p e dalle

norme L∞ di f, g, ϕ e a, tale che

‖u‖Sp(O) ≤ c.

Proviamo il Teorema 3.1 utilizzando un metodo classico di penalizzazione. Consideri-

amo una famiglia (βε)ε∈ ]0,1[ di funzioni regolari: ogni βε è una funzione crescente e limitata

insieme con la sua derivata del prim’ordine; inoltre βε(0) = 0,

βε(s) ≤ ε, s > 0, e lim
ε→0

βε(s) = −∞, s < 0.

Per δ ∈ ]0, 1[, indichiamo con Lδ l’operatore con i coefficienti regolarizzati. Inoltre ϕδ

(rispettivamente, aδ, f δ) indica la regolarizzata di ϕ (risp. a, f). Poiché g ≥ ϕ in ∂P H(T )

abbiamo

gδ := g + λδ ≥ ϕδ, in ∂P H(T ),

dove λ è la costante di Lipschitz di ϕ. Il teorema seguente garantisce l’esistenza di una

soluzione classica del problema penalizzato




Lδu + aδu = f δ + βε(u− ϕδ), in H(T ),

u|∂P H(T ) = gδ.

Ricordiamo che un problema quasi-lineare per operatori di Kolmogorov omogenei è stato

provato da Lascialfari e Morbidelli [26].

Teorema 3.2. Siano g ∈ C (∂P H(T )) e h = h(z, u) una funzione Lipschitziana su H(T )×
R. Esiste una soluzione u ∈ C2,α

B (H(T )) ∩ C(H(T )) del problema

(3)





Lδu = h(·, u), in H(T ),

u|∂P H(T ) = g.

Inoltre

sup
H(T )

|u| ≤ ecT (1 + ‖g‖L∞).

con c che dipende solo da L, h e H(T ).
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Dimostrazione. Proviamo la tesi con un metodo di iterazione monotona: per una presen-

tazione generale di questa tecnica si veda, per esempio, Wu, Yin e Wang [42]. L’idea è

che se u0 è una sopra-soluzione del problema, allora è possibile determinare una costante

opportuna λ tale che la successione (uj), definita ricorsivamente mediante

(4)





Lδuj − λuj = h(·, uj−1)− λuj−1, in H(T ),

uj|∂P H(T ) = g,

per il principio del massimo, verifichi la relazione

(5) −u0 ≤ uj+1 ≤ uj ≤ u0, j ∈ N.

Ricordiamo che una soluzione uj ∈ Cα
B(H(T )) ∩ C(H(T )), α ∈]0, 1], del problema di

Cauchy-Dirichlet (4) esiste per il Teorema 4.1 in [10].

Ora una sopra-soluzione di (3) è data da

(6) u0(x, t) = ect (1 + ‖g‖∞) ,

dove c è una costante che dipende solo da h. Indichiamo con u il limite puntuale della

successione (uj) definita a partire da u0 in (6). Per la (5) la successione (uj) è uniforme-

mente limitata in senso puntuale: dunque è anche uniformemente limitata in Sp
loc per la

(3), in C1,α
B,loc per la (4), in C2,α

B,loc per la (5). Pertanto, a meno di sotto-successioni, (uj)

converge localmente in norma C2,α
B e passando al limite in (4) per j →∞, si ottiene

Lδu = h(·, u), in H(T ).

Per quanto riguarda l’assunzione del dato al bordo, si utilizza un argomento standard

basato sull’esistenza delle funzioni barriera. ¤

Dimostrazione del Teorema 3.1. Applicando il Teorema 3.2 con la scelta

h(·, u) = f δ + βε(u− ϕδ)− aδu,

abbiamo che il problema penalizzato




Lδu + aδu = f δ + βε(u− ϕδ), in H(T ),

u|∂P H(T ) = gδ.
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ammette una soluzione classica uε,δ ∈ C2,α
B (H(T )) ∩ C(H(T )).

Il punto cruciale della dimostrazione consiste nel provare la limitatezza uniforme del

termine di penalizzazione:

(7) |βε(uε,δ − ϕδ)| ≤ c̃

con c̃ indipendente da ε e δ. Poiché βε ≤ ε è sufficiente provare la stima dal basso.

La funzione βε(uε,δ − ϕδ) è continua su H(T ) e quindi ammette un punto di minimo ζ:

possiamo supporre m := βε(uε,δ − ϕδ)(ζ) ≤ 0 altrimenti non c’è nulla da provare.

Se ζ ∈ ∂P H(T ) allora

m = βε(g
δ(ζ)− ϕδ(ζ)) ≥ βε(0) = 0.

Invece se ζ ∈ H(T ), allora essendo βε una funzione crescente, anche uε,δ − ϕδ ha minimo

(negativo) in ζ e quindi2

(8) Lδuε,δ(ζ)− Lδϕδ(ζ) ≥ 0 ≥ −a(ζ)
(
uε,δ(ζ)− ϕδ(ζ)

)
.

Ora, per l’ipotesi di convessità debole H4, Lδϕδ(ζ) è limitata dal basso da una costante

indipendente da δ. Quindi per (8) si ha

βε(uε,δ(ζ)− ϕδ(ζ)) = Lδuε,δ(ζ) + aδ(ζ)uε,δ(ζ)− f δ(ζ)

≥ Lδϕδ(ζ) + aδ(ζ)ϕδ(ζ)− f δ(ζ) ≥ c̃,

con c̃ indipendente a ε, δ e questo prova la (7).

Ora è possibile applicare nuovamente le stime interne (3), (4) e (5) e l’argomento delle

funzioni barriera, per provare che uε,δ converge, localmente in Sp e puntualmente sulla

chiusura di H(T ), ad una soluzione forte del problema (1). ¤

Per avere un confronto con i risultati noti in letteratura sulle soluzioni viscose, in [9]

proviamo anche il seguente

Teorema 3.3. Ogni soluzione forte del problema con ostacolo (1) è soluzione in senso

viscoso.

2Non è restrittivo assumere a ≤ 0.
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Proviamo ora un semplice risultato di confronto.

Proposizione 3.1. Sia u una soluzione forte di (1) e v ∈ S1
loc(H(T ))∩C(H(T )) tale che





max{Lv + av − f, ϕ− v} ≤ 0, a.e. in H(T ),

v|∂P H(T ) ≥ g.

Allora u ≤ v in H(T ).

Dimostrazione. Supponiamo che l’aperto

D := {z ∈ H(T ) : u(z) > v(z)}

sia non-vuoto. Allora, poiché u > v ≥ ϕ in D, abbiamo

Lu + au = f, Lv + au ≤ f in D,

e u ≡ v su ∂D. Allora per il principio del massimo si ha u ≥ v in D e ciò è assurdo. ¤

Consideriamo ora il problema con ostacolo su una striscia di RN+1:

(9)





max{Lu + au− f, ϕ− u} = 0, in ST := RN× ]0, T [,

u(·, 0) = g, in RN .

Diciamo che ū è una sopra-soluzione forte del problema (9) se ū ∈ S1
loc(ST )∩C(RN×[0, T [)

e 



max{Lū + aū− f, ϕ− ū} ≤ 0, a.e. in ST ,

ū(·, 0) ≥ g, in RN .

Assumiamo

H5: ϕ è una funzione localmente Lipschitziana in ST tale che, per ogni sottoinsieme

convesso e compatto M di ST , valga la condizione di convessità debole (2) con una

costante C dipendente da M .

Enunciamo un risultato di esistenza e unicità.

Teorema 3.4. Assumiamo le ipotesi H1, H2, H5 e siano a, f ∈ C(ST ) con a ≤ a0,

a0 ∈ R, e g ∈ C(RN) tale che g ≥ ϕ(·, 0). Se esiste una sopra-soluzione forte ū del

problema (9) allora esiste anche una soluzione forte u di (9) tale che u ≤ ū in ST .
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L’esistenza di una sopra-soluzione forte è assicurata, per esempio, se g, ϕ sono funzioni

limitate e f ≥ 0: in tal caso

ū(x, t) := ea0t max{‖g‖∞, ‖ϕ‖∞}.

Nella dimostrazione del Teorema 3.4, una soluzione di (9) è ottenuta come limite di

soluzioni forti di problemi di Cauchy-Dirichlet rispettivamente definiti su una successione

di cilindri limitati e regolari che ricoprono la striscia di RN+1.

4. Problema di arresto ottimo e applicazioni in finanza

Consideriamo l’equazione differenziale stocastica (nel seguito, EDS) in RN

(1) dXt = (BXt + b(t,Xt)) dt + σ(t,Xt)dWt

dove W indica un moto Browniano m-dimensionale con m ≤ N . I coefficienti B, b =

(b1, . . . , bN) e aij := (σσT )ij verificano le ipotesi H1, H2 e3

0 = bm+1 = · · · = bN .

In questa sezione assumiamo:

H6: i coefficienti aij, bi sono B-Hölderiani, aij, bi ∈ Cα
B(RN+1) per un certo α ∈ ]0, 1[.

Ricordiamo che, combinando i risultati di Stroock e Varadhan [38] con quelli di Di

Francesco e Pascucci [8], queste ipotesi garantiscono l’esistenza e unicità in legge di una

soluzione debole (Ω,F , P, (Ft), W,X) della EDS (1).

Le ipotesi assunte sono sufficientemente generali da permettere l’applicazione dei risul-

tati seguenti a numerosi problemi di finanza matematica. In particolare le ipotesi sono

verificate nel caso significativo di un’opzione Asiatica, in cui m = 1 e X è un processo

bidimensionale le cui componenti sono il prezzo del titolo sottostante (in scala logaritmica)

e la corrispondente media.

Da un punto teorico, le PDE di Kolmogorov intervengono in modo estremamente na-

turale nello studio dei processi di diffusione. Alcuni classici modelli cinetici, come per

esempio il modello di Langevin (cf. Nelson [33]), sono basati su EDS lineari in cui la

3I risultati si estendono facilmente al caso in cui bm+1, · · · , bN siano funzioni della sola variabile t.
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dimensione del processo, nello spazio delle fasi, è strettamente maggiore della dimensione

del termine di diffusione (moto Browniano), ossia N > m.

Ricordiamo brevemente alcuni fatti noti sulle EDS lineari che, come nel caso deter-

ministico, rappresentano la classe più importante di equazioni: per maggiori dettagli

rimandiamo, per esempio, a Karatzas e Shreve [23]. Tali proprietà sono anche alla base

dei risultati di regolarità dell’equazione di Kolmogorov (cf. [25]). Indichiamo con Im la

matrice identità in Rm e consideriamo la matrice costante N ×m definita, per blocchi, da

(2) σ0 =


Im

0


 .

Allora, fissato (y, s) ∈ RN+1, la soluzione della EDS lineare a coefficienti costanti

(3) dXs,y
t = BXs,y

t dt + σ0dWt, Xs,y
s = y,

è un processo Gaussiano con media

E [Xs,y
t ] = e(t−s)By,

e matrice di co-varianza C0(t− s) dove

C0(t) :=

∫ t

0

e(t−%)Bσ0σ
T
0 e(t−%)BT

d%, t > 0.

Poiché σ0 ha dimensione N × m, la matrice C0(t) è in generale soltanto semi-definita

positiva: in altri termini Xs,y
t ha distribuzione multi-normale degenere. D’altra parte non

è difficile mostrare che C0(t) > 0 per ogni t > 0 se e solo se vale la condizione di Kalman

(4) rank
[
σ0, Bσ0, B2σ0, . . . , BN−1σ0

]
= N.

La (4) è una condizione agevole da verificare in pratica ed è equivalente alla condizione

H2. Infatti sotto questa ipotesi, Xs,y
t ha densità Gaussiana

G0(s, y, t, x) =
1√

(2π)N det C0(t− s)
exp

(
−1

2
〈C−1

0 (t− s)(x− e(t−s)By), x− e(t−s)By

)
;

ossia G0 è la densità di transizione del processo X, corrispondente alla soluzione fonda-

mentale dell’operatore di Kolmogorov associato alla EDS (3):

(5)
1

2
4Rm + 〈Bx,∇〉+ ∂t.
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Tornando al caso generale dei coefficienti variabili, l’operatore di Kolmogorov associato

alla EDS (1) è

(6) L =
1

2

m∑
i,j=1

(σσT )ij∂xixj
+

m∑
i=1

bi∂xi
+ 〈Bx,∇〉+ ∂t,

e, nelle ipotesi H1, H2 e H6, possiede una soluzione fondamentale G che è la densità di

transizione della soluzione di (1). Ricordiamo anche (cf. [8], [31], [36]) che vale la seguente

stima Gaussiana

(7) G(s, y, t, x) ≤ k G̃0(s, y, t, x), s < t, x, y ∈ RN ,

dove k è una costante che dipende da L e t−s; inoltre G̃0 indica la soluzione fondamentale

di un operatore a coefficienti costanti della forma (5).

In [34] proviamo il seguente

Teorema 4.1. Siano L in (6) e u una soluzione forte del problema con ostacolo con dato

finale 



max{Lu + au− f, ϕ− u} = 0, in ST = RN× ]0, T [,

u(T, ·) = ϕ(T, ·), in RN .

Se

(8) |u(t, x)| ≤ Ceα|x|2 , (t, x) ∈ ST ,

con C,α costanti positive, α sufficientemente piccola4, allora vale la seguente formula di

rappresentazione

(9) u(t, x) = sup
τ∈Tt,T

E

[
ϕ(τ, X t,x

τ )e
R τ

t a(s,Xt,x
s )ds −

∫ τ

t

f(s, X t,x
s )e

R s
t a(%,Xt,x

% )d%ds

]
,

dove Tt,T indica la famiglia di tutti i tempi d’arresto relativi alla filtrazione (Ft) tali che

t ≤ τ ≤ T quasi sicuramente. In particolare tale soluzione è unica.

La dimostrazione è basata sulla formula di Itô: un punto fondamentale è il fatto che la

soluzione u non è sufficientemente regolare (C2) per applicare tale formula direttamente

ed è quindi necessario utilizzare una tecnica di regolarizzazione. Nel passaggio al limite

4Con dipendenza esplicita da T e L.
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dal problema regolarizzato a quello originale gioca un ruolo cruciale la stima Gaussiana (7)

della densità di transizione. Inoltre l’ipotesi di crescita (8) viene utilizzata in combinazione

con la seguente stima massimale del processo X,

(10) E

[
exp

(
α sup

t≤s≤T

∣∣X t,x
s

∣∣2
)]

< ∞,

per avere opportune stime globali di u(t,Xt).

Sorvolando sulle difficoltà tecniche, diamo una traccia della dimostrazione: conside-

riamo per semplicità il caso a = f = 0. Applicando la Formula di Itô, abbiamo:

(11) u(τ,X t,x
τ ) = u(t, x) +

∫ τ

t

Lu(s,X t,x
s )ds +

∫ τ

t

∇u(s,X t,x
s )σ(s,X t,x

s )dWs ≤

(poiché Lu ≤ 0)

≤ u(t, x) +

∫ τ

t

∇u(s,X t,x
s )σ(s,X t,x

s )dWs.

Utilizzando la (10) è possibile verificare che l’integrale stocastico ha media nulla. Pertanto,

poiché u è maggiore dell’ostacolo, in valore atteso si ha

u(t, x) ≥ E
[
u(τ,X t,x

τ )
] ≥ E

[
ϕ(τ, X t,x

τ )
]
,

e dunque

u(t, x) ≥ sup
τ∈Tt,T

E
[
ϕ(τ,X t,x

τ )
]
.

Per provare la disuguaglianza in senso opposto, consideriamo il seguente tempo di arresto

(12) τ0 = inf{s ∈ [t, T ] | u(s, X t,x
s ) = ϕ(s, X t,x

s )},

ossia il primo istante in cui la soluzione tocca l’ostacolo: osserviamo esplicitamente che la

definizione è ben posta poiché l’insieme in (12) non è vuoto in base alla condizione finale

u(T, ·) = ϕ(T, ·). Poiché Lu(t,X t,x
s ) = 0 per s < τ0, la (11) diventa

u(τ0, X
t,x
τ0

) = u(t, x) +

∫ τ0

t

∇u(s,X t,x
s )σ(s,X t,x

s )dWs,

e, in valore atteso,

u(t, x) = E
[
u(τ0, X

t,x
τ0

)
]

= E
[
ϕ(τ0, X

t,x
τ0

)
]
.

Questo conclude la prova.
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