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ABSTRACT

We study regularity properties of intrinsic vanishing viscosity minimal surfaces in the
first Heisenberg group. In the case of minimal intrinsic graphs, the minimality condition
is expressed as a second order equation, represented as a sum of squares of nonlinear
vector fields. Here we establish intrinsic smoothness of the solution, which means that it
is smooth along the Legendrian foliation, but it is not necessarily smooth in the euclidean

sense.
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1. INTRODUZIONE

L’algebra di Heisenberg & costuita da R?, e da una scelta di due campi vettoriali in
ogni punto. Se denotiamo (x1,xs,23) le coordinate dello spazio, una base orizzontale

dell’algebra di Heisenberg si rappresenta nella forma
(1) X = 81 + l’gag, Z = 83.
Si riconosce immediatamente che

[Z, X] = 62,

pertanto, i campi considerati verificano la condizione di Hormander di generare tutto lo
spazio tangente in ogni punto. La nozione di superficie regolare & stata studiata in [14],
[9], e si pud definire localmente come luogo degli zeri di una funzione di classe C', con

gradiente orizzontale non singolare:

{(z1,29,23) : f(x1,20,23) =0: (X[, Zf) #0}.
Questa superficie si puo rappresentare localmente come grafico di una funzione u : 2 C
R? — R,
{(z1,m9,23) : 3 = u(x1,22)}.
Poiché siamo interessati allo studio di grafici, indicheremo x = (x1, z2) il generico punto
di R?. Sul dominio di u risultano definiti i campi che si ottengono come proiezione dei
campi X e Z. Poiché Z ha proiezione nulla sul dominio di u, allora risulta definito il solo

campo

Inoltre il campo Xy = 0s & definito come proiezione del commutatore. La distanza naturale

associata a questi campi sara definita come segue:

Definizione 1.1. Per ogni x,% € R? se
T = el'p(elXu + eng) (7),

definiamo

dy(z,T) = (|61|4 + |62|2)1/4.
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Se la funzione f che definisce la superficie ¢ differenziabile, la funzione u sara differen-

ziabile, ovvero:

(si vedano [9] e [1]). Quindi il teorema delle funzioni implicite si enuncia in modo del
tutto standard in questo setting, con la sola differenza che il campo X, € non lineare,
poiché dipende esplicitamente da u. Se poi f & di classe C?, allora u & derivabile anche

rispetto a 0.

La nozione di curvatura media ¢ stata recentemente determinata come variazione prima
dell’area in [11], [17], [19], [24]. Se la superficie ¢ espressa come insieme di livello di una

funzione f, allora la sua curvatura si esprime

Xuf Zf
M s A W o )

Se la superficie e espressa come grafico, si rappresentera nella forma

Xuu
Y em)
1+ | X,ul?
(si vedano [2] e [12]). Si puo parlare di superfici minime, o come minimi del funzionale
dell’area, o, come faremo in questo seminario, come soluzioni dell’equazione di curvatura

nulla. Sviluppando formalmente 1’equazione precedente, la condizione di curvatura si

esprime
(3) X2u=0.

L’esistenza di superfici minime ¢ stata provata da [16] con tecniche variazionali e in
[5] con tecnoche di viscosita. Le proprieta delle superfici minime sono state diffusamente
studiate in [21], [6], [23], teoremi di tipo Berstein sono stati ottenuti in [15], [2] e [20],
superfici con curvatua costante sono stati studiati in [17],

In particolare si sa che le superfici di classe C? sono foliate in geodetiche [6]. Infatti
se la superficie e regolare per ogni punto non caratteristico, passa una ed una sola curva

orizzontale, che giace sulla superficie e che ammette una parametrizzazione

Y =X+kZ
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La curvatura sul piano di contatto & di questa curva in un punto ¢ coincide con la
curvatura della superficie nel punto 7(¢). In particolare se la superficie & minima, allora &
rigata in geodetiche. Corrispondentemente, se la superficie € un grafico, possiamo pensare
che il dominio della funzione u sia rigato dalle curve integrali v del campo X, e la curva
7, tridimensionale si esprime come (v, u(7)).

Esempi di superfici minime non regolari sono state forntite da Pauls [22] e da Serra
Cassano, quindi rimane aperto il problema della regolarita delle soluzioni viscose, e della
loro foliazione.

Formalmente la situazione e molto simile a quella che si presenta studiando I’equazione
di Levi. Anche questa equazione & un’equazione rappresentabile come somma di quadrati

di campi vettoriali non lineari nella forma

(4) (1+ (0u)*)(Xy + V) =k

per opportuni campi nonlineari X,, e Y,. In [7], [10] ¢ stata introdotta una tecnica che
permette di dimostrare che, se u € soluzione viscosa, allora il suo dominio e foliato in
dischi analitici. La struttura dell’equazione ¢ molto simile. Possiamo quindi pensare di
utilizzare una tecnica simile a quella utilizzata in [7].

L’operatore X2 & un operatore quasilineare del secondo ordine, la cui forma caratteris-
tica € non negativa e ha minimo autovalore identicamente nullo in ogni punto. Tuttavia

per ogni € > 0 e possibile studiare la sua regolarizzazione ellittica:
(5) L. := L +%0u.
Daremo poi la seguente definizione:

Definizione 1.2. Si dice che la funzione u € Lip(Q2) é una soluzione vanishing viscosity
dell’equazione (3) se esiste una successione di numeri positivi €; tali che ¢; — 0 dove

J — 00, e una successione di soluzioni (u;) in C*(Q) tali che

(6) Lejuy = X3 uj +e305u; =0 in Q VjeN.

J

Inoltre (u;) e limitata in Lip(Q2) e convergente puntualmente quasi ovunque a w in €.
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Qui dimostriamo il risultato seguente, negli spazi di Sobolev classici: Wéﬁc(ﬂ).

Proposizione 1.1. Se u ¢ una soluzione di viscosita vanishing, allora per ognip > 1, e
per ogni k esiste
Xhu e Wit ().

Jloc

In particolare X*u ¢ Holderiana e X2u = 0, quasi ovunque.

Poiché u € una soluzione di viscosita, questo risultato viene provato con stime a priori
per ogni elemento della soluzione approssimante, e poi passando al limite per € — 0.

Conseguentemente deduciamo

Teorema 1.1. Il dominio di u, € foliato polinomi del secondo ordine. Per ogni fissato
punto x esiste un unico polinomio vy che passa per il punto stesso. La funzione u é

differenziabile nel senso di Lie lungo v e l’equazione riduce a

S (0) =0

2. STIME A PRIORI PER L’OPERATORE LINEARIZZATO

In questo capitolo assumiamo che u sia una funzione fissata di classe C'"* su un aperto

Q di R?. Facciamo poi lipotesi che

(7) M = HuHLoo(Q) + HVEUHLOO(Q) < Q.

Fissata una funzione u, le derivazioni X,, Y possono essere appicate ad ogni funzione
sufficientemente regolare. Per semplicita’ indicheremo X = X,, Y = cdy, e v = Oyu e
chiameremo gradiente:

Vef = (X[, Y[)
(dove il campo X dipende da u, e Y dipende da ). Introduciamo spazi di Sobolev

W»(Q) naturali e definiti come segue:

few? (Q) se V.fell

e,loc loc?

feWn?(Q) se V.f € Wi P(Q).

g,loc e,loc
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Diciamo operatore linearizzato L. 'operatore

Lf=Xf + Y],
e proviamo ora una stima a priori per soluzioni z dell’equazione linearizzata
(8) Lz=f

negli spazi di Sobolev.

La tecnica che utilizziamo ¢ modellata sul metodo iterativo di Moser. Mentre questo e
basato sulla disuguaglianza di Sobolev e la diseguaglianza di Cacciopoli, qui si sostituisce
la diseguaglianza di Sobolev con una diseguaglianza di interpolazione. Non e’ infatti

chiaro se valgono disuguaglianze di Sobolev uniformi in € per i campi considerati.

2.1. Proprieta delle soluzioni e delle loro derivate. Notiamo che, se z & soluzione
regolare di (8) allora le sue derivate intrinseche Xz, Yz sono ancora soluzioni della stessa

equazione con un diverso secondo membro.

Proposizione 2.1. Le derivate lungo le direziont X ed Y di ogni soluzione regolare

dell’equazione (8), risolvono la PDE
(9) Lez = fo+ 1iXz+ f2Yz,
per una scelta opportuna di funzioni f;, 1 =0,1,2.

Dim Se z ¢ una soluzione regolare di (8) allora differenziando rispetto a X si vede che

la funzione s; = Xz e soluzione dell’equazione

(10) Lesy = X f+ 0uY?z + Y (0uY 2).

Derivando rispetto a Y si vede invece che la funzione sy = Yz € soluzione dell’equazione
(11) Lesy = Y f + (0qu)?sy + OguX sy + X (Oquss).

In particolare, poiché u ¢ soluzione di (8), allora dal lemma precedente si deduce

Lemma 2.1. La funzione v = Oou € soluzione dell’equazione

(12) Lov =0+ 3vXv + 0y f.
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2.2. Una diseguaglianza di interpolazione.

Proposizione 2.2. Per ogni p > 3, esiste una costante C, che dipende da p, e dalla
costante M in (7) tale che per ogni funzione z € C*(2), per ogni ¢ € CF(Y), e ogni
>0

Jixepar < S [mer s [19.xse0mpe,

Una relazione analoga ¢ soddisfatta se X ¢é sostituito da Y .

Dim E’ una variante della Prop. 4.2 in [8]. Si ha

/|Xz|p¢2p = /Xz|Xz|plsegn(Xz)¢2p =

(integrando per parti e usando il fatto che X* = —X — dyu)

- / Oyuz| X"~ segn(X2)¢™ — (p — 1) / X2 X 2|26

(13) —(2p)/z\Xz\plsegn(Xz)¢2pquS.
Il risultato segue subito, con una disuguaglianza di Holder.

2.3. Disuguaglianza di tipo Cacciopoli. Proviamo ora una disuguaglianza di Cac-
ciopoli per derivate in direzione X, Y delle soluzione dell’equazione (8). Per la Propo-

sizione 2.1 queste derivate sono soluzione di (9), quindi ci concentriamo su questa PDE.

Lemma 2.2. Supponiamo che fo € LL (), e che

loc
(14) L.z = f};.

Per ogni p > 3 esiste una costante Cy che dipende solo da p, dalla costante M in (7) e

independente da € e z tale che per ogni ¢ € C§°(2), si abbia

[V pe <00 [lapi e+ Vo) - [ Rlelraet

Come conseguenza dei risultati precedenti ottieniamo una stima a priori del gradiente

della soluzione
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Teorema 2.1. Sia p > 3 un numero fissato e sia u una funzione regolare. Siano
fos f1, fa € C®(Q), e sia z una soluzione dell’equazione (9). Per ogni 6 > 0 esiste
una costante C' > 0 che dipende da 6,p e dalla costante M in (7) ma indipendente da e

e z tale che per ogni funzione non negativa ¢ € C3°(2), si ha

/|V€Z’p¢2p+/|V£<|V5Z|(p—1)/2)‘2¢2p <

< c[ / 2t / (6 +V.0]2)"
+0 [ (l¥ +1f + |f2|2p)¢ﬂ 5 [ r@pe

Dim Poiché z ¢ soluzione dell’equazione (9) allora per la Proposizione 2.1, s; = Xz e

s9 = Yz soddisfano la medesima equazione, con un secondo membro che dipendera dalle

derivate di u:

Lesi = =Y (0ou)Yz +2Y (00uY 2) + X (fo + f1 Xz + f2Y2).

Quindi s; e s verificano una disuguaglianza di Cacciopoli:

(15) /|Ve(|81|(p‘”/2)|2¢2”+/|Vs(|82|(”‘”/2)|2¢2” <

C{ / (7 + 55) 0 + / (IV6P] + %) 6P + / (ol ¥ + 1A+ 112)0 |

A questo punto si usa la diseguaglianza di interpolazione, in luogo della classica dis-

eguaglianza di Sobolev,

/ (Isal? + |sal?) 6 <
%/ 2]%g% + o / Ve (]3] #-0/2) 22 4 / V.(lsaf002) ) <
C
<5 [1almam 5 [(V.of + )62+
+‘5/ (|s1]? + |sa[?) % + & / (1fol® + |11 + | fo] ).

Pertanto se ¢ e’ sufficientemente piccolo, si ha la tesi.

Iterando il precedente risultato si trova
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Teorema 2.2. Sia p > 3 e sia m un intero positivo. Supponiamo che f € C*(Q), e che
z sia soluzione dell’equazione (8) in Q. Se Q1 CC Qo CC Q allora ci sono costanti C
€ 5, che dipendono da p, Q; e da M in (7), ma sono indipendenti da € o z tali che la

soluzione soddisfa la stima sequente

||Z||€V:L+1’p(ﬂl) + Z |||VIZ|(p_1)/2||]2/V§a2(QI) S
[I|=m+1

2p/3 2 4
< O 2 g+ 10l + [l )

3. STIME DELLE SOLUZIONI VISCOSE

In questo capitolo diamo la prova della regolarita per soluzioni viscose di (3).
Sia u una soluzione viscosa di (3) in Q C R?, e (u;) indichi la successione approssimante,

come definito in Definition 1.2. Per ogni indice j e ogni funzione u; poniamo
Xj = (%; + Ujag, and Y; = 5j82.

Inoltre il gradiente associato sara denotato V., e ij’p(Q) saranno gli spazi di Sobolev
associati. Definiamo X = 0, + ud,, o0 Vo = X la derivazione associata ad u, mentre Vg

e WEP(Q) sono gli usuali gradienti e spazi di Sobolev.

Dalle stime per I'’equazione lineare si ottiene subito

Proposizione 3.1. Sia M la costante che compare in (7). Per ogni soluzione u; per ogni
palla B(R) C 2, di raggio R, per ogni k € N, 0 < 1, e per ogni p > 1 ¢’¢ una costante

Chrporr > 0, independente da j tale che

IV Evi || osory) + IV Eusl Lo (sery) < Crpron

per ogni multiindice I con |I]| < k.

Da questa stima a priori si ottiene un risultato di convergenza per le derivate intrinseche

di ogni ordine delle funzioni u,.
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Proposizione 3.2. Per ogni k € N per ogni p > 1 e per ogni multiindice I di lunghezza

k, la successione (Vijuj) ¢ limitata in W22 (Q). Inoltre
Véjuj — Vlu as j — +o0, debolmente in WP(Q).

Dim Usando la Proposizione 3.1, il fatto che v = 0Oyu, e scambiando 'ordine di

derivazione, deduciamo che per ogni palla B(R) CC (2 esiste C tale che
||82V£juj||LP(B(R)) <C,

100V 2wl oo sy < N1XGV 5wl oo sy + w0V | siry < C,

pertanto (ng u;) € limitato in Wé’lﬂc(Q) per ogni p > 1, e per ogni multi indice /. Proviamo
che il limite debole ¢ Viu. Se |I| = 1 l'affermazione ¢ vera . Se I ¢ un multiindice tale che
|I| = k, possiamo supporre che I = (1,1’), dove |I'| = k — 1. Possiamo anche supporre
per ipotesi induttiva che
Ohuj — Ou as j — oo weakly in LP(§2)
u

j—u as j— oo in Li ()

I’ I’ . . p
Veuj — Vou as j— oo in L, ().

Allora integrando per parti
ll‘ijOO / nguj¢ = —lZm]HOO/ngJXJQb — /@UJVguqu =
=— / Viuxe— / DuVEug,
e questo assicura la convergenza debole di (V. u;) a Viu.

Possiamo provare la regolarita della funzione limite wu:

Proposizione 3.3. Per ogni k, per ogni p > 1 e per ogni multiindice I, tale che |I| =k,

la funzione z = Viu appartiene a WP () ed e’ soluzione di
(16) X?2=0 in Q.
In particulare

(17) Viue o .(Q)
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per ogni o < 1.

Dim Poiché u ¢ soluzione di X?u = 0 in Q, allora tutte le sue derivate sono soluzone

della stessa equazione. Dalla Proposizione 3.2 si ottiene immediatamente che V{u appar-

P

. 1
tiene a Wy .

(Q) per ogni I, e per ogni p > 1, per cui (17) & soddisfatta per il teorema

classico di immersione di Sobolev.

4. DALLE DERIVATE DEBOLI ALLE DERIVATE DI LIE

In questa sezione proviamo che la soluzione ¢ effettivamente derivabile nel senso di Lie,

e non soltanto in senso debole.

Definizione 4.1. Sia x¢ € Q) e sia vy soluzione del problema ' = X (7).
Si dice che una funzione f € C2 (), con a €]0,1[, é derivabile nel senso di Lie nella
direzione del campo vettoriale X in &, se esiste

d
%(f ¥)h=0,

e la denoteremo X f(xo).

Utilizzeremo una disuguaglianza tipo Morrey, per dedurre stime puntuali di f dalle

stime integrali. Per ottenere sviluppi di Taylor in cui compaia soltanto la derivata rispetto

a X.

Operiamo un lifting in uno spazio di dimensione 3, introducendo una variabile aggiun-
tiva s. Le nuove variabili saranno indicate £ = (z,s) € Qx| — 1,1[C R*. Se zq ¢ fissato

in €, indichiamo &, = (z0,0) la variabile liftata e introduciamo dei campi
Xey, = 0y + (u(g) + 5)02, S = 0.

Questi sono campi vettoriali a coefficienti C*°, in R? che generano un’algebra libera di step
2. Pertanto si tratta di un’algebra di Heisenberg ed e possibile introdurre un cambio di
variabile canonico: ¢g, che cambia X¢, e S in due campi vettoriali Xz and Yy, generatori

dell’algebra di Heisenberg e indipendenti da &y. Se denotiamo dg la distanza di controllo
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associata a questi ultimi campi, e dg, la distanza associata a X¢, and S, vale la relazione

seguente:
dg, = dp © dgy-

Non ¢ difficile vedere che la restrizione della distanza dg, al piano s = 0 ¢ localmente
equivalente alla distanza associata al campo X, nel senso che esiste una costante positiva

M tale che per ogni x, 9 € R? posto & = (z0,0),& = (x,0) si ha

(18) M_1d§0(€a§0) S du(wiO) S Mdfo(§7€0)~

Ricordiamo anche che I'operatore di Kohn X% + Y7 ha una soluzione fondamentale 'z,
determinata esplicitamente in [13]. La soluzione fondamentale dell’operatore Xgo + 52
e’ della forma T'¢,(&,() = (e, (§), ¢, (). Come conseguenza soddisfa la relazione

seguente:

F§0 (57 C) = FH((bﬁo (5)7 ¢£0 (C)) <

< CdgV (¢, (€), ¢, (€)) < CdNT2(£,¢) VE ¢

per una constante C' .
Vedremo che dalle stime di tipo Morrey per l'operatore Kohn Laplacian, si deducono

stime di tipo Morrey per i campi X, S.
Lemma 4.1. Se 2z : Q C R?* — R verifica

X2 € CF 1), 0oz € L (Q) con g>N =4

loc

allora per ogni palla B fissata esiste una costante C che dipende da | X2]|ce (B), [|022]|La(B)

tale che
|2(z) — 2(w0) — X2(z0)(z — 21| < Cdi" (w, 70),

per ogni x,xy in B, dove o/ = min(a,1— N/q).

Proof Poniamo &, = (x,0), e prolunghiamo la funzione z su Qx] — 1, 1], ponendola

costante in s. Poniamo inoltre

z1(§) = 2(§) — 2(&) — (€ — &)1 X 2(%)
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Fissato £, e & poniamo 7 = dg,(§, &), ed indichiamo 2, p(,r) la media su By, (&, R) della
funzione z. Utilizzando la rappresentazione in termini della soluzione fondamentale e il

fatto che z1(&o) = 0, si ottiene
|21(§)] < [21(8) — zeo,Be,r)| + 121(&0) — 260,B(e,R)| <

< / a5 (€, Ol X 21 ()] <
B&O (6,27‘)

<C de, N E QX 2(C) — X2(&)+
Bg, (€,2r)

+5 /Bgo(g,zr) da)NH(f? ¢) <|U(O —u(&o)| + s) 1022(C).

(poiché Xz € C*, e u & lip),

<C dz V€, Q)2 (6.0) + C de, (€, C)dgy (&0, )1022()] <

Be, (§,2r) Be, (,2r)

(pOiChé d§0 (§07 C) < dfo (E? C) + dﬁo (57 50) < dfo (Ea C) +r< 7”,)

<G e+ O [ d 0100 <

B§0 (EvZT) B{Q (5727‘)
< O 21002 | oy co.mp) < Cl™ (€.60),
dove o = min(a,1 — N/q).

Le due nozioni di derivata coincidono:

Proposizione 4.1. Se f € C.() per qualche a €]0,1], X f € C2.(Q), e o f € LT (Q)

loc

con p > N, allora per ogni & € Q le derivate di Lie X f (&) esistono e coincidono con quelle

deboli.

Dimostrazione. Scegliamo o/ come nella proposizione precedente

f((s)) = (&) O(dg™ (7(5), &)

(19) = X[ (&) + =

S
= X f(&) + O(s" 1),

con > 1/(1+ «). Mandando s — 0 si ottiene la tesi. O
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Possiamo ora dimostrare il risultato relativo alla foliazione
Dimostrazione del Teorema 2.1 L’equazione 7/ = X () ha un’unica soluzione della

forma
Y(z) = (z,y(z)),

dove y/(z) = u(7). Per definizione di derivata di Lie si ottiene allora che

y'(x) = Xu(z, y(z)).

Per il medesimo motivo otteniamo subito che y"”(z) = 0. Questo implica che y(z) e un
polinomio di ordine 2. Quindi il dominio della soluzione e foliato in polinomi del secondo

ordine.

Osservazione 4.1. La soluzione € di classe C™ in senso intrinseco. Questo non significa

che la soluzione sia regolare. Infatti la funzione
u(zy, 9) = x1| 23]
e deriwabile infinite volte rispetto a X,,, ma non é regolare in senso usuale.
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