Esercitazione di Matematica 4/12/2014 Dott. F. Greco

1. Si considerino le seguenti matrici a coefficienti complessi:

2t 1 -4 2 1 -1 -1
A=10 1-3i i—1|B=|1¢ —i —i
0 0 3t +1 -1 1 142

(a) Si calcoli il determinante di A e di B

(b) Servendosi del Teorema di Binet si calcoli il determinante delle
matrici A3, AB e A?B3

1
A A-—1
parametro A € R affinche’ si abbia A2 = I, dove I, denota la matrice

2. Data la matrice A =

] si stabilisca se esistono valori del

identita’ di ordine due.

3. Discutere il rango delle seguenti matrici, al variare del parametro k € R:

1 —4 2
1—k2 & b= 2 0 k+1 -1
A= Ap=10 k+1 —1|As=
E+1 k+2 0O 0 t-—3
0 0 t—3
0 0 k
103 k 1 k
Ar=12 1 2 k4+1|A5=|1+Ek> k+1
E 0k 0 1 k

1 A+ 2 0
8. Siconsideri la matrice a coefficienti reali: Ay = [\2 —1 0 4— )\

1 22 -3 0
dove \ ¢’ un parametro reale.

(a) Si determinino gli eventuali valori di A per i quali la matrice A,

risulta invertibile.



(b) Servendosi eventualmente del punto (a) si determinino gli even-

tuali valori di A per i quali il rango di A, risulta massimo.

6. Si consideri la seguente matrice A a coefficienti reali:

VE 1 0
A= k-1 1 —1|(keR"
0 1 1

(a) Calcolare gli eventuali valori del parametro k affinché A sia non

singolare.

(b) Servendosi eventualmente di (a) trovare i valori di k affinche’
il sistema lineare Az = b ammetta precisamente una soluzione,

essendo
b= (1-k,0, k)t.

7. Servendosi del Teorema di Rouche’ Capelli risolvere i seguenti sistemi

lineari a coefficienti reali:

In R?
’
T1 — T2 = 1
T —2ZE‘2 =0
21’1 — T9 = 0
(@) § 3a1+ 22 =1 (0)
—5$1 +3;U2 =—1
201 4+ 3zo =1
\—333'1 +2£IZ’2 =-—1
In R3
T —|—$2—|—2$3 =0
(c) 201 — w9+ 23 =0
—$2+ZL‘2+$3 =0
In R*

.T1—|—2J}2+$C3+374:0
(d> T1— X+ 23 —2x4 =0

.1'1+.T3:O



p
.’L’1—$2+$3+l’4:2

—$1+$2+$3+$4:0
$2—$3—|—l’4:1

k113'2—|-[L'3—|—3$4:1

(
—LL’1—|—JI2—.T3+I4:1

(£)9 21 + 23 = =2

\x1+2x2+x3+x4:()

’
21‘1 + T —2ZE4 =-1

(8)4 229 — x5+ 24 =0

\I1—3$2—I4:—1

8. Dato il sistema lineare Az = b dove

1 1 10 2

1 2 11 0
A: 7b:

1 -1 01 1

2 =3 01 4

si verifichi, con il metodo di Gauss che esistono infinite soluzioni.

9. Servendosi del Teorema di Rouche’ Capelli discutere i seguenti sistemi lineari

parametrici (k € R):

In R?
1 — (k+ 1Dz =k X1 —To =k —2
(a) { 2xy — 229 = 2k () kxy + (k—4)2 =0
(k+2)z1+ (k—2)xze =0 221 + (2 — 2k)xg =2k — 4
In R3
T1+xo=1

(c) ki +z94+23=1—-k
I'Q—f—(l—k?).l’g:l

3



In R*
(
kry —xz4=1

$2+21’3:O
(k—Dzy+(k—1as=k—1

| kxy + kg = 2k

l’1+kl’2+$3+l’421
(e) $1+$2+2$3—|—$4:1
k‘$1+kl‘4:1

10. Si considerino i vettori di R3
wn = (1,2, k), us = (—1,5,—3),us = (1, k + 1,0)

(a) Discutere al variare di k € R la dimensione del sottospazio Span(uy, us, us)

(b) Servendosi eventualmente del punto (a) stabilire per quali k£ € R

i vettori u, ug, us formano una base di R?
(c) Esistono valori di k& € R in modo che il vettore (1, —50,150) sia
una combinazione lineare di w1, ug, us.
11. Si considerino i vettori di R?
vy =(h—1,1,1),v5 = (h* = 1,h +1,1)
(a) Esistono valori di A € R in modo che u; e uy siano linearmente
indipendenti? Se si’ trovarli.

(b) Servendosi eventualmente del punto (a) stabilire se esistono valori

di h € R in modo che dim Span(uy,us) = 2. Se si’ trovarli.

(c) Stabilire per quali h € R i vettori uy, ug, e3 formano una base di
€ R3 essendo e3 = (0,0, 1)

12. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori:

Uy = (2,0, ]., —].),UQ = (]_, 1,270),1,63 = (47 —2, —]_, —3)



(a) Determinare dim U e una base di U
(b) Stabilire per quali A € R il vettore (1 + A, 1,3, —1) appartiene a
U.
13. Si considerino i vettori di R*

Uy = (1,0, 1, —1)7U2 = (0, ]_7 1,0),U3 = (0,0, 2, —]_>

(a) Verificare che uy, ug, usz sono linearmente indipendenti.

(b) E’ possibile scrivere il vettore uz come una combinazione lineare

dei vettori uy e us?

(c) Si stabilisca se il vettore w = (0, —1,—3,1) appartiene al sotto-
spazio Span(uy,ug, us) €, in caso affermativo, si scriva w come una

combinazione lineare dei vettori wuq, ug, us

(d) La combinazione lineare trovata in (c) é unica?
14. Si considerino i vettori di R3
w = (k,1,1),us = (1,k,1),us = (1,1, k)
dove k denota un parametro reale.

(a) Verificare che wuy, us,u3 sono linearmente indipendenti per Vk €
R—{-2,1}

(b) Posto k = 0 scrivere, se possibile, il vettore (1,0, —1) come una

combinazione lineare dei vettori uq, ug, us.

(c) La combinazione lineare trovata in (b) é unica?
15. Si considerino i vettori di R*
Uy = (O, —1, 2, 1), Uy = (0, —2, 2, —2), U3(1, —3, 4, —1)

(a) Si dica se i tre vettori sono linearmente indipendenti

(b) Si stabilisca qual ¢ la dimensione di U, sottospazio vettoriale di

R* generato da u, us, us



(c) Si determini una base di U

(d) il vettore u; + 3us — 100ug appartiene a U?

16. Si considerino i vettori di R*
wn = (1,-1,0,1),u = (2,0, —1,1),u3 = (0,1,1, -3).

(a) Si dica se i tre vettori sono linearmente indipendenti

(b) Si stabilisca qual e’ la dimensione di U, sottospazio vettoriale di

R* generato da uy, us, us
(c) Si determini una base B di U

(d) Si completi B ad una base di R*.

17. Si considerino i vettori di R*
v = (1,-1,1,0),v9 = (0,1,0,1),v3(1,0,1,1),v4 = (0,0,0,0)
e sia W = Span(vy,vs,v3,vy) il sottospazio di € R?* generato dai vettori
V1, V2, U3, Vg

a) Si dica qual é la dimensione di W

(
(b
(c

(d) il vettore (—3,1, —3, —2) appartiene a W?

Si dia una base B di W

Si completi B ad una base di R*

)
)
)
)
18. Si considerino i vettori di R*

vy =(1,1,1,1),v0 = (1,-1,0,1),v3 = (—=2,0,0,1),v4 = (2,0,1,2)

e sia W = Span(vy,vs,v3,vy) il sottospazio di € R?* generato dai vettori

V1, V2, V3, Uy

(a) Provare che vy, vy, v3 sono linearmente indipendenti

(b) Si trovi un vettore w € R? tale che R* = Span(vy, ve, v3, w)



(c) La scelta di w al punto (b) é unica? Si motivi la risposta.

(d) Dire se vy appartiene a Span(vy,ve,vs) e in tal caso si determinino
dei coefficienti A\;, A\, A3 € R in modo tale che sia vy = A\jv; +
Ao¥s 4+ Agvs3. T coefficienti A1, Aa, A3 sono unici?

(e) Sitroviun vettore u € R*, se esiste, che appartenga a Span(vy, va, v3)

e non appartenga a Span(vs)

19. Si considerino i vettori di R?
vy = (1,2,-3),v2 = (0,1,0),v3(—1,0,—-3)
e sia V' = Span(vy,vq, v3) il sottospazio di R? generato dai vettori vy, va, v3

(a) Si dica qual é la dimensione di V' e se ne dia una base

(b) Dire se il vettore e; + ey — e3 appartiene a V', essendo (e, es, €3)

la base canonica di R?.
(c) Dire se esistono valori di h € R tali che il vettore (h+ 1,1 — h, 1)
appartenga ad S.

20. Sia S il sottospazio vettoriale di R? delle soluzioni del sistema lineare omo-

geneo:

(
$1—2ZE2+2I3:0
$1+I2—ZE3:0

—T1 —45(72 +4$3 =0

\I‘Q — T3 = 0
(a) Si dica qual ¢ la dimensione di S e se ne dia una base B

(b) Dire se il vettore e; + e appartiene a S, essendo (eq, ez, e3) la base

canonica di € R3.

21. Sia S il sottospazio vettoriale di R* delle soluzioni del sistema lineare omo-

geneo:



p
$1-2£L‘2+23§'3:0
$1+l’2—l’3+$4:0

1 = T2

\3$1—£B2—l’3+1’4:0
(a) Si dica qual & la dimensione di S e se ne dia una base B
(b) Dire se il vettore e; + e appartiene a S, essendo (eq, ez, e3) la base

canonica di € R3.

22. Sia S il sottospazio vettoriale di R* delle soluzioni del sistema lineare omo-

geneo:

T1— 229+ 223 =0

r1+2x3=0

T1—Tog+ x4 =0
(a) Si dica qual é la dimensione di S e se ne dia una base B
(b) Si completi B ad una base di *

(c) Stabilire quali dei seguenti vettori appartiene a S
wy = (2,2,-2,0),wy = (0,0,0,0), w3 = (1,2, —1,1)

(d) Esistono valori di ¢ € R affinche il vettore (3,4 +1¢,—3,2) € S?

(e) Detto S’ il sottospazio vettoriale di R* delle soluzioni del sistema

lineare omogeneo:

Ig—l’gio
x1—$2+2$€320

si trovi una base per il sottospazio S NS’



23. Sia S il sottospazio vettoriale di R* delle soluzioni del sistema lineare omo-

geneo:

1 —To+x4=0
r1—23=0
zs =10
(a) Sidica qual ¢ la dimensione di S e se ne dia una base B

(b) Stabilire quali dei seguenti vettori appartiene a S
wy; = (1,1,0,0),wy = (0,0,0,0), w3 = (1,0, —1,0)

(c) Stabilire se esistono valori di h € R affinche il vettore u, =

(h,1,1,h® — 1) appartenga ad S, e in tal caso determinarli.



