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Anelli di Cohen-Macaulay e il teorema di Cayley-Bacharach

LSequenze regolari e profondita

Sia M un A-modulo. Una sequenza xi, ..., x, di elementi di A si
dice una sequenza regolare per M (in breve una M-sequenza)
se:
e x; non & un divisore di zero per M/(xy,...,xj—1)M, per ogni
i=1...,m
o (x1,...,x))M G M.

A

E importante |'ordine!
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LSequenze regolari e profondita

Teorema (Rees, 1956)

Siano / un ideale di A e M un A-modulo finito tali che IM ; M.
Se N & un A-modulo finito tale che v// = v/ann N, allora ogni
M-sequenza massimale in / ha lunghezza uguale a

min{i > 0 | Ext/y(N, M) # 0}.

Se | & un ideale tale che IM ; M, la lunghezza di una qualsiasi
M-sequenza massimale nell’ideale / si dice profondita di M su /:
depth(/, M).

Se IM = M, depth(/, M) = .
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LSequenze regolari e profondita

B Se M & un A-modulo finito e | & un ideale di A, allora

depth(/, M) = inf {depth(pA,, M,) | p € V(I)}

M Se x=xy,...,x, C I &una M-sequenza, allora

depth(/, M/xM) = depth(/, M) — n.
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LSequenze regolari e profondita

Teorema (profondita negli anelli locali)

Se (A,m) & un anello locale, allora

depth(m, A) < min dimA/p < max dimA/p = dim A.
pEAss A EAss

Teorema (profondita e altezza)

Se | & un ideale proprio di A, allora

depth(/, A) < height /.
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L Anelli di Cohen-Macaulay

Un anello locale (A, m) si dice di Cohen-Macaulay se
depth(m, A) = dim A.

Se (A,m) e un anello locale di Cohen-Macaulay, allora:

B perogni p € Ass A, depth(m, A) =dim A/p = dim A;

B se / & un ideale proprio di A, allora depth(/, A) = height/ e
height | +dim A/l = dim A;

B se xi,...,x, €m, allora sono equivalenti:

(i) x1,...,x sono una A-sequenza;

(ii) height(xy,...,x;) =iperi=1,....r;

(iii) height(xi,...,x) =r;

(iv) {x1,...,x } & sottoinsieme di un insieme di parametri per A.
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L Anelli di Cohen-Macaulay

Un anello A si dice di Cohen-Macaulay se, per ogni
m € Specm A, An € un anello di Cohen-Macaulay locale.

Teorema
Sono equivalenti:
(i) A e di Cohen-Macaulay;

(i) per ogni r > 1, se | & un ideale proprio di A, generato da r
elementi e con height / = r, allora | & unmixed.

(i) depth(/, A) = height/, per ogni ideale proprio /;
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L Anelli di Cohen-Macaulay

Se A & un anello di Cohen-Macaulay, allora:

A non ha primi associati immersi;

se S & un insieme moltiplicativo di A, allora S™1A & un anello
di Cohen-Macaulay;

A[x] & un anello di Cohen-Macaulay;
A & universalmente catenario;

se x & una A-sequenza, allora A/(x) & un anello di
Cohen-Macaulay.
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L Anelli di Gorenstein

Un anello locale (A, m, k) si dice di Gorenstein se injdim A < oo.

Teorema

Se (A,m, k) & un anello locale con dim A = n, allora sono
equivalenti:

(i) A e di Gorenstein;
(i
(iii) Exth(k,A) ~ k e Extly(k, A) = 0 per i # n;
(iv) ExtA(k,A) ~ k e A & di Cohen-Macaulay.

injdim A = n;
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L Anelli di Gorenstein

Un anello A si dice di Gorenstein se A, € un anello di Gorenstein
locale per ogni m € Specm A.

Se A & un anello di Gorenstein, allora:

A & un anello di Cohen-Macaulay;

per ogni S C A insieme moltiplicativo, S™1A & un anello di
Gorenstein;

Alx] & un anello di Gorenstein;

se x & una A-sequenza, allora A/(x) € un anello di Gorenstein.
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L Anelli locali artiniani di Gorenstein

Sia (A, m, k) un anello locale artiniano di Gorenstein. Allora:
B Homa(k, A) = Ext4(k, A) ~ k;

B Homa(k,A) ~annm;

B seretalechem’ #0em ™! =0, alloraannm =m",

annm si chiama socle di A e si indica con Soc A.
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L Anelli locali artiniani di Gorenstein

Proposizione

Sia (A, m, k) un anello artiniano locale di Gorenstein. Se k C A e
¢: A — Soc A & una qualunque mappa k—lineare che estende
I'identita di Soc A, allora la composizione

(-,-):AXA—'>Ai>SocA:k

e una forma k—bilineare non degenere del k—spazio vettoriale A.

Dimostrazione: Sia r tale che m" = Soc A. Sia a € A\ {0}, allora
esiste / tale che am’ # 0 e am'T! = 0.

Prendiamo b € m/ tale che ab # 0. Poiché abm C am/t1 =0,

ab € Soc A, quindi (a, b) # 0. O
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L Schemi proiettivi

Sia S = k[xo,...,%n]. Sia M un S—modulo graduato finitamente
generato. La funzione di Hilbert di M & la funzione hy;: N — N
definita da

h/w(j) = dimy Mj per j € N.
La serie di Hilbert di M & la serie formale
Pu(t) = (dime M)t € Z[[t]].
i=0

J

Teorema (Hilbert-Serre)

e Esiste f(t) € Z[t] tale che Py(t) = f(t)/(1 — t)"+1.
e Esiste Hy(t) € Q[t] tale che Hu(j) = hm(j) per j > 0.
e dimV_(ann M) = deg Hyy = pole.ord,_; Py(t) — 1.

Hp € Q[t] & detto il polinomio di Hilbert di M.



Anelli di Cohen-Macaulay e il teorema di Cayley-Bacharach

L Schemi proiettivi

Proposizione (Intersezioni complete)

Siano Fq, ..., F, polinomi omogenei in k[xo, ..., x| di gradi
ch,...,d, > 0. Sia

A= k[xo, .-, xn]/(F1,...,F);

Allora sono equivalenti:
(i) Fi,...,F, & una successione regolare;
(i) Pa(t) = TT_y(1 — £9)/(1 - )",
(iii) dimProjA=n—r.
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L Schemi proiettivi

Corollario

Sia Fo, ..., F, una sequenza regolare di polinomi omogenei di
k[xo, ..., xn] di gradi do,...,d, > 0. Sia

A= k[xo,..-,xn]/(Fos---,Fn)

esias=y i odi—n—1. Allora

e A e un anello artiniano locale di Gorenstein;
Pa(t) = [T o(l 4+t + t2 + - + t4~2);
dimy A=dy---dy;

Soc A = As.
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L Schemi proiettivi

Teorema (Lasker)

Sia F1, ..., F, una sequenza regolare di polinomi omogenei di
k[xo,...,xn] € sia X = Projk[xg,...,xn]/(F1,...,F) CP}.
Allora I(X) = (F1,...,F,).
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L Schemi proiettivi

Se X C PP} & un sottoschema chiuso con dim X = 0, il fallimento
di imporre condizioni indipendenti sulle ipersuperfici di grado r
e il numero

px(r) = deg X — hx(r)
= degX — (dimk Sr — dimk I(X)r)
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L1l teorema di Cayley-Bacharach

Teorema (Cayley-Bacharach)

Sia Fy,..., F, una sequenza regolare di polinomi omogenei di gradi
di,...,d, >0 esia

X = Proj k[xo, ..., xn]/(F1,...,Fn) CP}.
Sia X’ un sottoschema chiuso di X e sia X" il “sottoschema
residuo” di X’ in X.

Sam=Y).,d—n—1
Se 0 < r < m, allora

dimy (X)), — dimy I(X), = px#(m —r)
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L1l teorema di Cayley-Bacharach

X & uno schema affine, di Gorenstein e con dimensione zero. Per
Lasker, I(X) = (F1,..., Fp).

Sia X’ C X un sottoschema chiuso. Allora, prendendo in ogni
anello locale Ox  I'ortogonale all'ideale corrispondente al
sottoschema X', costruiamo un sottoschema chiuso X" che si dice
sottoschema residuo di X’ in X.

E chiaro che deg X = deg X’ + deg X"
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L1l teorema di Cayley-Bacharach

Sia L un iperpiano che non interseca X. Poniamo

R = k[xo,...,xa]/1(X) R
R = k[xo, ..., xa]/1(X") R

Dall'esattezza di 0 — R[—1] S5 R—R- 0, segue che
hgr(i) = hg(i) + hr(i — 1) e quindi hgr(i) = ZJI':O hz(j)-

In modo analogo, hg/(i) = Zji':o hg(Jj).

Dall'esattezza di 0 — I’ — R — R’ — 0, segue che
hg(j) — hee(4) = dimy 175,

Quindi

hR —hR/ Zdlmk I/
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L1l teorema di Cayley-Bacharach

Per ogni i, le/(i) = degX” — th(I)

Quindi
pX//(i) — pX//(i —+ 1) = hR/(i + 1) - hR’(I)
= her(i + 1).
Allora
pX//(i) g pX//(i —|— 1) —|— hﬁ(l —|— ].)
Percio

pxr(i) = 3 heli).

j=i+1
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L1l teorema di Cayley-Bacharach

R & un anello artiniano locale di Gorenstein con Soc R = R, dove
s=1+>7,d)—n—-1=>",d —n.

1" e 1" sono uno I'ortogonale dell’altro rispetto alla forma bilineare
(v RXxR—=R— Rs~k.

Allora, per 0 < j <'s, I'ortogonale di Fj e

quindi
dimk F - dimk ﬁsfj — dimk stj-
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L1l teorema di Cayley-Bacharach

(1) hr(i) = hre(i) = Si_g dimy I7);

(2) pxr(t) = 2272 11 hgr(h);

(3) s=>1 di—n

4) dimy I’; = dimg R” er0 < <s.
(4) i —j P J

Se 0 <r<s, allora

dim (1(X")/1(X))r = hr(r) = hr:(r)
= Zdimkﬁj
Jj=0

s
= Z dimkﬁj

Jj=s—r

= i dimk Wj

j=s—r

= pXII(S —r—+ 1).
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L1l teorema di Cayley-Bacharach

Teorema (Cayley-Bacharach, versione classica)
Siano Xi,..., X, delle ipersuperfici in P} di gradi di,...,d, >0
che si intersecano trasversalmente in X.

Supponiamo che X sia I'unione disgiunta di X’ e X”.

Sia S = k[xo,...,xp) esiam=3 " di—n—1.

Se 0 < r < m, allora

dimg [(X"), = dimy 1(X), = #X" — dimg Sm—r + dimg (X" ) m—r.

v
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L1l teorema di Cayley-Bacharach

Teorema (Bacharach, 1886)

Siano C;, G due curve in Pi di gradi d; e d tali che si
intersecano in did> punti distinti.

Sia X = C; N G e supponiamo che X sia I'unione disgiunta dei
sottoinsiemi X’ e X”.

Siam=d; +dr— 3.

Se 0 < r<m, allora

m—r+42
2

dimg [(X"), — dimy 1(X), = #X" — ( ) +dimy [(X")m—r
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LTre risultati classici

Teorema (Chasles, 1885)

Siano Ci, G, C P? due cubiche che si intersecano in nove punti
distinti p1,...,pg. Se C C P? & una cubica che passa per
pi,---,Pg, allora C passa anche per pg.

Dimostrazione: applichiamo il teorema di Bacharach. di = d» = 3,

X=GNnG={p1,...,po}, X' ={p1,...,ps}, X" = {po},
m = 3. Per r = 3, abbiamo

— 2
dimk /(X/)3 — dimk /(X)3 = #X” - <3 2+ ) + dimk /(X”)o
=1-1+40
=0.

Quindi ogni polinomio di grado 3 che si annulla su X’ si annulla su
tutto X. =
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LTre risultati classici

Teorema (Pascal, 1640)

Se un esagono & iscritto in una conica in P2, allora i lati opposti
dell'esagono si incontrano in tre punti allineati.

p2

p1 P3

a1 q3
q2
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LTre risultati classici

Teorema (Pappo, IV sec. d.C.)

Siano L e L’ due rette in P2, Siano p1, po, p3 punti distinti su L e
siano g1, g2, g3 punti distinti su L', tutti distinti dal punto LN L',

Allora i tre punti p1g2 N p2q1, P1G3 N P3qG1, P2G3 N P3G2 Sono
allineati.

P3
p1 P2

L/
q1

az
[°k]
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