ALMA MATER STUDIORUM — UNIVERSITA' DI BOLOGNA
DIPARTIMENTO DI MATEMATICA
PROGETTO LAUREE SCIENTIFICHE
A.A. 2015-2016
GRAFI ED APPLICAZIONI

08/04/2016

DOCENTE: Prof.ssa Laura Faggioli
TUTOR: Dott.ssa Loredana Melcarne

V LEZIONE (Teoria) : Alberi

Ricordiamo alcune definizioni fornite durante lanpa lezione:

dato un grafo, si diceammino o catenada un nodo A in un nodo B, un insieme di nodi, tozio in A e
termine in B, tale che per ogni coppia di nodi @msivi dell'insieme esista un arco del grafo cleelleghi.
Un grafo non orientato si diamnnessae esiste un cammino per ogni coppia di nodi debgr

Un albero e un grafo connesso senza cicli.

Un ciclo € un cammino fatto su lati adiacenti tutti disttre. loro, che finisce dove € iniziato.

Un vertice di grado uno di un albero e détglia.

radice padre

figlio

C{ [ foglie

Ogni albero é un grafo piano ma, un grafo piana albero se e solo se in ogni sua realizzazionpianb si
ha che R=1.

Per questo motivo, nel caso degli alberi la canattea di Eulero N - A + R = 2 diventa:



N-A+1=2=N=A+1

Il principio di induzione

La successione dei numeri naturali 1, 2, 3, 4, .n. lmotermine poiché, dopo qualunque intesd puo
scrivere l'intero successiverl. Questa proprieta dell’insieme dei numeri ndigiasprime dicendo che vi
sono infiniti numeri naturali.

L’induzione € il procedimento che consiste nel passare dawadfgoni di carattere particolare ad
affermazioni di carattere generale. Il procedimenterso, dal generale al particolare, € invecarohio
deduzione

Un esempio di affermazione di carattere generafett i numeri che terminano con 5 sono dividilpier

5", mentre un’affermazione di carattere particokard45 termina con 5”. Dalla prima affermazione
possiamo allora dedurre che 145 é multiplo di Sespaici sembra logicamente impeccabile e anchdébana
Assai piu fragile, dal punto di vista logico, e &oe il procedimento dell'induzione. Dal fatto chtb®
multiplo di 5 posso concludere, per induzione, he i numeri che terminano per 5 sono multipladi
(vero!), ma potrei anche concludere che tutti i adrdi tre cifre sono multipli di 5 (falso!) o clietti i

numeri che iniziano con 1 sono multipli di 5 (fdjs?tNon &€ sempre cosi ovvio quale sia la stradatgiper
passare dal particolare al generale e, soprathdtoc’é nessun motivo per cui una proprieta che ivaun
caso o anche in diversi casi debba necessariavalste per tutti i casi. Si tratta di saper coglikr giusta
generalizzazione.

Consideriamo questo problema:

guanto vale la somma dei primi n numeri naturali?

Si dice che per punizione al matematico Gauss fetsge assegnato a scuola il compito di calcokare |
somma dei primi 100 numeri naturali. Gauss trovanaao semplice per fare il suo compito:

Penso di scrivere i numeri da 1 a 100 uno di se@litaltro su una retta, e nella riga sotto glissti numeri
in ordine decrescente:

1 2 3 98 99| 100
100 | 99 98 3 2 1

Noto cosi che la somma dei numeri su ogni colonsengpre uguale all’'ultimo numero, 100, piu 1. Il
numero delle colonne e invece pari ai numeri chwdgiiono sommare, 100. Sommando quindi tutti i Bdm
della tabella otterremo 100 volte la quantita 1AXuesto modo perd, poiché ogni numero e statticcdue
volte, ottengo il doppio della quantita cercataindula somma dei primi 100 numeri naturali sara:

100 = 101
5100 = T = 5050

1 = B 4 & B

Questo ragionamento si puo ripetere per qualunguneero naturalen prevedendo cosi che la somma dei
primi n numeri naturali sara:



n*m+1)
2

Ma siamo sicuri che sia giusto generalizzare questaula partendo da uno o piu casi particolari?

Sp =

Esiste una differenza fondamentale tra il metodadhgine della matematica e quello delle scienze
empiriche. Il metodo induttivo dell'indagine scidiag, infatti, consiste nel procedere da una palére
serie di osservazioni di un certo fenomeno allmfdazione di una legge generale che governa ifivarsi
di quel fenomeno. Il grado di certezza con cuelzgk e in tal modo stabilita dipende dal numertedel
singole osservazioni e delle conferme: ogni legtgnea scientifica € quindi vera “fino a prova trania”,
fino a quando, cioé, qualche osservazione o quasperimento non la contraddica. Questo modo di
procedere non appartiene alla matematica: ogniettng, seppur verificata in moltissimi casi, non
rappresenta altro che un’ipotesi (magari moltonalitsile) e diventa un teorema soltanto quandota sta
dimostrata, cioé quando si puo far vedere cheé@ssaseguenza logica necessaria delle ipotesiiche s
accettano come valide. Dunque alcune proprietdgmossverificarle per molti numeri, magari per mita
ma questo non puo garantirci la loro validita urdede.

Ci proponiamo di trovare uno strumento matematicgrado di garantirci la validita di affermazionienute
per induzione.

Consideriamo la successione dei numeri natutiaingaginiamo che ogni numero generi il successiazoE
che allora abbiamo un capostipite, il numero fjuéle genera il numero 2, che genera il 3, ecc.

Diremo che una proprieta dei numeri naturar@ditaria se si trasmette di padre in figlio, cioé da un
numero al successivo. Dire che una proprieta deienunaturali € ereditaria significa affermare ehe
trasmette da un numero al successivo e cioé chvals@er un numeno, allora vale anche per+ 1.

Il cosiddetto principio di induzione matematicaeaffia che se una proprieta vale per il numero 1 ed e
ereditaria, trasmettendosi di padre in figlio, edlwale per tutti i numeri.

Per dimostrare la validita di un’affermazione pefuzione € necessario dunque verificare:
1. che la proposizione valga per il numero 1;

2. che se la proposizione vale per ogni numerdldtaavale anche per il successivo k + 1, (cioe &€he
ereditaria).

Bisogna cioé:
1. Verificare direttamente la proposizione per h, detta base dell'induzione.

2. Supporre valida la proposizione per un ipotetigmero naturale che indichiamo con k (ipotesi itiaa)
e provare mediante un ragionamento logico o passagpgo algebrico validi per ogni possibile vadodi k,
che da essa consegue necessariamente la valilit@gosizione per il numero successivo, cioekpet
(passo dell'induzione).

Questo modo di procedere ci fornisce uno schemagiinamento che ci permette di dimostrare laditali
di una certa proposizione per tutti i numeri. Rifgfi@mo ora il problema lasciato precedentemente in
sospeso e andiamo a dimostrare, applicando lackeona descritta, che effettivamente la congetthea
avevamo fatto e corretta.

Proposizione
La somma dei primm numeri naturali & data dalla formula

nn+1)

P():0+1+2++n=——

per ogni numero naturafe



Dimostrazione per induzione

1. Verifichiamo la base dell'induzione:
1(1+1)
2

allora la proposizione P(1) é vera.

2. A partire dalla seguente ipotesi induttiva: suppam che sia vera la proposizion&)R{er un certo
numero natural&; cioé

k(k + 1)
0+ 1424tk =———

dobbiamo dimostrare che dall'ipotesi induttiva @gse necessariamente la validita di #1) ,
cioe la formula che otteniamo dallanPassumenda =k +1 (passo dell'induziong:

k+ 1Dk +2)

O+1+2+-+k+k+1)= >
Considerando il primo membro dell’uguaglianza, a@pido I'ipotesi induttiva abbiamo:

0 1+24+kt(k+1)= k(k2+1)+(k+1)= k(k+1)-;2(k+1)=(k+1)2(k+2)

Mediante passaggi algebrici che sono validi palgjasi numero naturale abbiamo cosi svolto il passo
dell'induzione. La nostra dimostrazione é cosi teata. Quella che, verificata solo per alcuni casi era
altro che una semplice congettura, ha acquistaesada validita universale di un teorema.



