Capacita d'insiemi: diadica e non

Nicola Arcozzi

Universita di Bologna

15/09,/2011

Nicola Arcozzi UMI2011: Capacita d'insiemi: diadica e non



N.A., R. Rochberg, E. Sawyer, B. Wick

Potential Theory on Trees, Graphs
and Ahlfors regular metric spaces, J

http://arxiv.org/abs/1010.4788

Nicola Arcozzi UMI2011: Capacita d'insiemi: diadica e non



Dati: R", 1< p<oo, 0<s<1.
(Solo 1/p' <'s <1 ¢ interessante, s = 1/p’ lo & particolarmente).

Nucleo di Riesz-Bessel

Riesz: K(x,y) = |x — y|~", Bessel: decadimento esponenziale a
0.

p > 0: misura su R".

Energia

E) = foun (fan K(x, y)d(y))” dx.

E C R” chiuso.

Capacita

Cap(E) = imcsupp(,u)gE %
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Capacita in spazi metrici (Ahlfors-regolari)

Dati: (X,p), 1< p<o0,0<s<1 m=H? misura di
Hausdorff @-dim.

Ahlfors regolarita
m(B(x,r)) ~ rQ.

Suppongo anche (i) diam(X) = 1; (ii) (X, p) completo.

° K(x, y) = p(x, y)‘SQ-
o Ex(i) = [x (Jx K( )) dx.
o C (E) = inf “(E)

apx infsupp(u)cE E(u)P1T-

@ L'ipotesi (i) s'aggira imponendo decadimento a oo al nucleo
K.

@ L'ipotesi (ii) € comoda, probabilmente non necessaria.
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Esempio: bordo di un albero

@ T albero con radice o

@ OT: bordodi T

o p7(¢, &) =2-94CN: (AT, pt) & uno spazio metrico.
e (OT,pr) & Q-regolare se e solo se

H{y e T: d(x,y) =k} ~ QWK

numeno g0
verticl
e Ak

o7
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Discretizzabilita

A (X, p) Ahlfors Q-regolare posso associare T e A: 0T — X
Lipschitz:

e (OT,pt) & Ahlfors Q-regolare
o Capx(A(F)) =~ Capyr(F) se F & chiuso in T
o Capx(E) ~ Capyr(A~Y(E)) se E & chiuso in X

e X =R, p=2, s=1/2: Benjamini e Peres (1992)

e X=R, 1< p<oo, s=1/p': implicito in Verbitsky e
Wheeden (1998)
e X =R", n>2: nuovo
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o Figlidixin T: xy,...,Xk
° TXJ.: sottoalbero di T avente radice x;

Formula ricorsiva

Capr, (F) =

%, Capr, (FNOT))

p'—1 p—1
l+m(8Tx)lfsp/ (ZJ CapTXj (FﬂaTj)) :|
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Costruzionedi T e G

o M. Christ: X = 1J;Quu con Quu ~ B(X%N,zf"')

° T:{aJ’-V: N>0,1<j<ky}elalbero
(ordine=inclusione)

o Grafo: ¥ ~g ol se (i) alf ~7 a)f ose (i) N=N'e
p(Qa;V’ Qa;\/l) é 5N

@ X = 0G in una maniera “ovvia".

GO e, (40 B
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Costruzione di A

A:OT 3¢ ={a) : NZO}HHNZOQQ%EX,5:1/2

B AT
/\_! i covnethe ro Xécol muntze X

-1

M4 og
= oq

Problema: A non e iniettiva su insiemi di capacita non nulla.
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| ingrediente: spostare misure attraverso A

@ Se A e Borel in T, allora A(A) & Borel in X.

@ Ogni A di Borel in OT pud essere scomposto A = LIA; dove
(i) ciascun A; & di Borel e (i) A& 1—1su A;.

v

Corollario

12 misura su X. E ben definita la misura A*y su 0T

A (0 4)
A= | T e
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Strategia generale

o Ea7(N* ) = Ex(p) se p & di Borel in 0T

o Ey7(v) = Ex(A.v) se v & di Borel in X

o ||| = ||N*ul| se & di Borel in 0T

o |lv|| = ||A«v] se v & di Borel in X

@ | supporti delle misure variano come si deve attraverso A* e

A

Il Teorema segue dalla definizione di capacita. | primi due punti
richiedono uno strumento ulteriore.
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Il ingrediente: disuguaglianza di Muckenhoupt-Wheeden e
Wolff

Teorema di Muckenhoupt-Wheeden (1974) e Wolff (1983)

/

p !
w(Qa)
[l 2 e ]
< w(Qa) )p d
~ /)‘(aeslggp(x) (m(QOt)s *
A che serve?

a€Pg(x)

o Il termine a sinistra & confrontabile con Ex ().

@ |l termine intermedio & |'energia per un nucleo K’, ed & facile
vedere che |'energia del corrispondente nucleo su 0T & ad essa
equivalente.

@ Seguono quindi le equivalenze di energia desiderate:

EaT(/\*M) ~ Ex(,u) [S] gaT(V) =~ 5)((/\*1/).

N
T
(]
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