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Introduzione

Era il 1892 quando Poincaré nel suo articolo “Analysis Situs” [46] gettava le
basi per uno studio sistematico delle varieta tridimensionali. In questo arti-
colo egli introduce i concetti di varieta, omeomorfismo, omologia, dualita di
Poincaré e gruppo fondamentale. Le 3-varieta compaiono come esempi, sia
per illustrare questi concetti generali, sia per testare la forza degli invarian-
ti topologici definiti (il gruppo fondamentale ed i numeri di Betti). Questi
esempi sono ottenuti attraverso l'identificazione a coppie delle facce di un
poliedro tridimensionale (nella fattispecie un cubo o un ottaedro). Quello
introdotto da Poincaré e il primo dei tanti metodi utilizzati per descrivere e
rappresentare le varieta tridimensionali. Pochi anni dopo, nel 1898, Heegaard
introduce una tecnica di rappresentazione per le 3-varieta che fa uso di par-
ticolari diagrammi, chiamati appunto diagrammi di Heegaard (vedi [21]).
Attraverso 'utilizzo di tali diagrammi lo studio delle varieta tridimensionali
si riduce ad un problema 2-dimensionale. Ed e per analogia con quanto ac-
cade in dimensione due, dove ogni varieta chiusa ed orientabile ¢ omeomorfa
ad una superficie di Riemann, ossia un rivestimento di S? ramificato su un
insieme finito di punti, che nasce l'idea di studiare le 3-varieta attraverso i
rivestimenti di S? ramificati sui nodi o, pill in generale, sui link. Alexander
in [1] dimostra che la situazione in dimensione due si ripete anche nelle altre
dimensioni e cioe che ogni n-varieta chiusa ed orientabile ¢ un rivestimento
ramificato della n-sfera. Tale risultato e la tecnica introdotta da Dehn in
[12], attraverso la quale & possibile costruire 3-varieta tramite l'incollamento
di un toro solido al complementare dell’intorno regolare di un nodo in S3,
danno alla teoria dei nodi un ruolo di primo piano all’interno dello studio
delle 3-varieta. Questo determina lo svilupppo e la rilettura in chiave topo-
logica dello studio dei nodi che fino a quel momento aveva rivestito un ruolo
decisamente marginale, prettamente combinatorio e piu legato alla rappre-
sentazione di fenomeni di carattere fisico od astronomico che ad un interesse
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matematico vero e proprio.

Ovviamente uno dei problemi fin da subito centrali e tuttora irrisolto era
quello di trovare una classificazione delle varieta tridimensionali!, ma le tecni-
che di rappresentazione delle 3-varieta introdotte da Poincaré, Heegaard ed
Alexander, non diedero grandi risultati in questo senso. Con le seguenti pa-
role, nel 1934, Seifert e Threlfall illustravano i risultati fino a quel momento

ottenuti (vedi [50, p. 228]):

The construction of 3-dimensional manifolds has been reduced
to a 2-dimensional problem by means of the Heegaard diagram.
This problem is the enumeration of all the Heegaard diagrams.
Even if the diagrams could all be enumerated, the homeomor-
phism problem in 3 dimensions would not be solved because a
criterion is still lacking for deciding when two different Heegaard
diagrams generate the same manifold. The enumeration has been
carried out successfully in the simplest case, that of Heegaard di-
agrams of genus 1, but the problem of coincidence of manifolds,
that is, the homeomorphism problem for lens spaces, has not been
solved even here.

Another way to attempt the enumeration of all 3-dimensional
manifolds would be to construct all polyhedra having pairwise
association of faces. This also is a 2-dimensional problem and it
has met with as little success at solution as the problem of enu-
merating the Heegaard diagrams.

It is known from the theory of functions of complex variables
that one can obtain any closed orientable surface as a branched
covering surface of the 2-sphere, where the branching occurs at
finitely many points. Corresponding to this result , it is possi-
ble to describe each closed orientable 3-dimensional manifold as
a branched covering of the 3-sphere. In this case the branching
occurs along closed curves (knots) which lie in the 3-sphere. Here
also the enumeration and distinguishing of individual covering
spaces leads to unanswered questions. On occasion the same
manifold can be derived as branched covering of the 3-sphere with

ITale problema ¢ al contrario ampiamente risolto nelle altre dimensioni, in senso po-
sitivo per le dimensioni uno e due ed in senso negativo per le dimensioni maggiori di
tre.
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quite distinct knots as branch set; as an example, three different
branch set are known for the spherical dodecahedron space.

Si tenta allora di approfondire la conoscenza delle varieta tridimensionali

attraverso lo studio delle possibili strutture geometriche su tali varieta. In tal
senso, si trova un risultato del tutto analogo a quello ottenuto in dimensione
due e cioe che le geometria “predominante” in dimensione tre ¢ quella iper-
bolica. Da qui l'interesse per lo studio delle varieta a struttura iperbolica, le
uniche tra ’altro di cui ancora non si conosce una classificazione. In questa
direzione il contributo maggiore si deve a Thurston e alla sua Congettura di
Geometrizzazione (vedi [52]).
Anche in questo ambito lo studio dei nodi acquista un’importanza notevole
grazie al lavoro dello stesso Thurston che dimostra che, ad eccezione dei nodi
torici e dei nodi satellite, il complementare di ogni nodo primo in S ha una
struttura iperbolica.

Come mostra questo breve excursus storico, le tecniche ed i metodi uti-
lizzati per studiare e rappresentare le 3-varieta sono stati e sono numerosi,
ma nel corso degli anni e diventato sempre piu chiaro il fatto che i nodi e
gli invarianti ed essi legati sono gli oggetti che probabilmente caratterizzano
maggiormente la topologia geometrica in dimensione tre.

Lo studio di una particolare classe di nodi, detti (1, 1)-nodi, & ’argomento
di questa tesi. I motivi di interesse per tali nodi sono di diverso tipo, ad
esempio sono coinvolti in diverse congetture riguardanti la chirurgia di Dehn
(vedi [19, 55]), ma, in questo lavoro, si indaga sui legami esistenti tra tali
nodi ed i gruppi ciclicamente presentati? ottenuti come gruppo fondamentale
di particolari rivestimenti ciclici finiti ramificati degli (1, 1)-nodi.
Gia altri autori hanno recentemente messo in evidenza le connessioni tra i
nodi e i gruppi ciclicamente presentati (vedi [3, 10, 15, 20, 22, 27, 28, 29, 34,
53]). Alcuni esempi interessanti in questo senso sono:

(1) il gruppo di Fibonacci F(2n) = Go, (212925 ") = Gn(x7 2225 25) che

2Una presentazione ciclica di un gruppo G & una presentazione
G =Gp(w) = (x1,..., 20 | 0,0, (w),...,00  (w)),

dove w & una parola nel gruppo libero F,, generato da z1,...,2, e 8, : F, — F, &
Pautomorfismo definito da 6, (z;) = ;41 (indici mod n) per i =1,...,n.
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S )

Figura 1: a) Nodo a otto. b) Nodo trifoglio. ¢) Nodo a due ponti di
genere uno con coefficienti di Conway [2{, —2k].

¢ il gruppo fondamentale del rivestimento ciclico ad n-fogli di S* rami-
ficato sul nodo a otto illustrato in Figura 1 a), per ogni n > 1 (vedi
[22]);

(2) il gruppo di Sieradski S(n) = G, (z12375 ") che ¢ il gruppo fondamentale
del rivestimento ciclico ad n-fogli di S? ramificato sul nodo trifoglio
illustrato in Figura 1 b), per ogni n > 1 (vedi [10]);

(3) il gruppo di Fibonacci frazionario Z:;lk(n) = Go((z7'2b)Fay (x5 2h)F)

che ¢ il gruppo fondamentale del rivestimento ciclico ad n-fogli di S3
ramificato sul nodo a due ponti di genere uno con coefficienti di Conway
[21, —2k] illustrato in Figura 1 c), per ogni n > 1 (vedi [53]).

In [15] Dunwoody introduce una classe di diagrammi di Heegaard dipendenti
da sei parametri interi, con una simmetria ciclica che induce una presen-
tazione ciclica per i corrispondenti gruppi fondamentali. Di nuovo tali pre-
sentazioni cicliche risultano legate ai nodi. Infatti in [20, Th. 6] si dimostra
che le 3-varieta rappresentate da tali diagrammi, chiamate varieta di Dun-
woody, sono in realta rivestimenti fortemente ciclici® ramificati di (1, 1)-nodi.
Questo risultato e il punto di partenza per il lavoro di ricerca contenuto in
questa tesi, anche se, come ricordato in precedenza, I'importanza dello studio
delle proprieta degli (1, 1)-nodi va al di 1a delle loro connessioni con i gruppi
ciclicamente presentati.

La parte originale della tesi ¢ contenuta nei Capitoli 2, 3 e 4, mentre il
Capitolo 1 e interamente dedicato alla descrizione dei concetti e delle tecniche

3Un rivestimento ciclico finito & detto fortemente ciclico se la controimmagine di ogni
punto di ramificazione contiene un solo punto.
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utilizzate nel lavoro: le decomposizioni ed i diagrammi di Heegaard, alcuni
concetti ed esempi essenziali della teoria dei nodi con particolare attenzione
ai nodi torici ed ai nodi a due ponti in S3, i rivestimenti ramificati ed i map-
ping class group.

Nel secondo capitolo viene sviluppata una rappresentazione algebrica degli
(1,1)-nodi attraverso gli elementi di PMCG4(T), il mapping class group puro
2-puntato del toro* (i.e. S' x S'). In termini di tale rappresentazione ven-
gono calcolati alcuni invarianti degli (1,1)-nodi come ad esempio il gruppo
fondamentale. Viene inoltre discussa la non unicita di tale rappresentazione.
In tal senso, si dimostra che in effetti ogni (1, 1)-nodo puo essere rappresen-
tato (in maniera comunque non unica) da un elemento di PMCGy(T) che &
la composizione di un elemento appartenente ad un particolare sottogruppo
libero di rango due ed un elemento che dipende solo dallo spazio ambiente in
cui e contenuto il nodo. Questa rappresentazione viene chiamata “standard”.
Come rilevante applicazione viene trovata esplicitamente la rappresentazione
standard delle due pilt importanti classi di (1, 1)-nodi in S3: i nodi torici ed
i nodi a due ponti.

Nel terzo capitolo si definisce la nozione di rivestimento fortemente ciclico
ramificato di un (1,1)-nodo e se ne studiano le proprieta. In particolare,
se ne danno condizioni di esistenza ed unicita e, dato che tali rivestimenti
ammettono una presentazione ciclica per il gruppo fondamentale (vedi [42]),
si ottiene un algoritmo che, partendo da un elemento di PMCGy(T) che rap-
presenta un (1,1)-nodo K, permette di trovare la parola che determina la
presentazione ciclica del gruppo fondamentale del rivestimento fortemente
ciclico ramificato di K. Inoltre, si dimostra che il polinomio di Alexander di
un (1,1)-nodo K C S* (un importante invariante definito per i nodi in S?)
coincide con un determinato polinomio associato alla presentazione ciclica
del rivestimento fortemente ciclico ad n-fogli ramificato di K, per n sufficien-
temente grande.

Nel quarto capitolo si prendono in considerazione le varieta di Dunwoody.
Si dimostra che ogni rivestimento fortemente ciclico ramificato di un (1, 1)-
nodo ¢ una varieta di Dunwoody. Questo teorema insieme al risultato di [20],
da cui ha preso avvio tutto il lavoro, dimostra che la classe dei rivestimenti
fortemente ciclici ramificati degli (1, 1)-nodi coincide con quella delle varieta

411 mapping class group puro 2-puntato del toro & il gruppo costituito dalle classi di
isotopia degli automorfismi ¢ : T — T che conservano 'orientazione e tali che ¥(P) = Py
e Y(Py) = Pa, con Pp, P, due punti fissati in T.
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di Dunwoody. Inoltre viene descritto un algoritmo che, partendo dall’ele-
mento di PMCGy(T) che rappresenta in maniera standard un nodo torico
K, permette di trovare i parametri che determinano la varieta di Dunwoody
che ne ¢ rivestimento fortemente ciclico ad n-fogli, per ogni n > 1.



Capitolo 1

Nozioni preliminari

In questo primo capitolo sono raccolti i concetti e le tecniche che saranno
utilizzati in seguito. Innanzitutto fissiamo alcune notazioni e convenzioni
che saranno assunte per tutto il resto della tesi.

Con il termine 3-varieta indicheremo uno spazio topologico di Hausdorff
localmente omeomorfo a R? e assumeremo sempre, tranne ove esplicitamente
precisato, che tale varieta sia chiusa (cioé compatta e senza bordo), connes-
sa e orientabile. Inoltre, dato che in dimensione minore o uguale a tre la
categoria delle varieta topologiche e quella delle varieta PL (i. e. lineari
a tratti) sono equivalenti, assumeremo sempre che sia fissata una triango-
lazione sulla 3-varieta. Dato un intero n > 1, indicheremo con D" una palla
n-dimensionale in R", cio¢ D" = {z € R"|||z|| < 1}, mentre S"~! denotera
la (n — 1)-sfera, cioe S"™' = {z € R"|||z|| = 1}. Chiameremo disco e sfera,
rispettivamente, una 2-palla D? e una 2-sfera S2.

Dato uno sottospazio topologico X di uno spazio topologico Y, i simboli
cl X, int X e 0X denoteranno rispettivamente la chiusura, la parte interna e
il bordo di X in Y. Si ha 9D" = S"~!. Infine dato un insieme S, il simbolo
|S| denotera la cardinalita di S.

1.1 Decomposizione di Heegaard

In questo paragrafo ci occuperemo di uno dei tanti metodi esistenti per rap-
presentare le 3-varieta: la decomposizione di Heegaard. Per referenze sulle
differenti rappresentazioni delle 3-varieta (incollamenti di tetraedri, chirurgia

13
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Dy

Dy
Figura 1.1: Corpo di manici di genere g.

sui nodi e sui link, spine, gems, ecc...) si veda [23, 26, 33, 35, 47].

Un corpo di manici di genere g ¢ una 3-varieta con bordo Hy, connessa,
compatta e orientabile tale che esistono g dischi Dy, ..., Dy tra loro disgiunti
e propriamente immersi' in H, tali che, se N(Dy),...N(D,) sono intorni
regolari tra loro disgiunti di, rispettivamente, Dy,...D, in Hg, si ha che la
chiusura di H, — (U2_; N(D;)) & omeomorfa a D? (vedi Figura 1.1).

E facile verificare che tutti i corpi di manici di genere g sono fra loro
omeomorfi ed hanno il bordo omeomorfo ad una superficie orientabile di
genere g. I dischi D; C H, sono detti dischi meridiani mentre le curve 0D;
sono dette curve meridiane, per i =1,...,g.

Siano ora Hy e H’g due corpi di manici orientati di genere g e sia
Q: OH; — OHy un omeomorfismo. Sia, inoltre, M = Hy U, H; lo spazio topo-
logico ottenuto dall’'unione disgiunta di H, e H; mediante I'identificazione di
ogni punto P € 0H con il punto (P) € dH,. Si puo verificare che M ¢ in
effetti una 3-varieta orientabile.

Viceversa, data una 3-varieta M, una decomposizione di Heegaard di
genere g di M ¢ una presentazione di M come Hy U, H’g dove Hy C M e
H, = cl(M — Hy) sono corpi di manici di genere g, e ¢ : OH, — OH, &
'identita. La superficie OH, = 8H'g e detta superficie di Heegaard.

1Siano N e M due varietd con bordo, allora N & detta propriamente immersa in M se
N & una sottovarieta di M e si ha NNOM = JN.
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Teorema 1.1.1. [47, Th. 8.3] Ogni 3-varieta ammette una decomposizione
di Heegaard.

Sia M una 3-varieta, il genere di Heegaard di M & il minimo intero non
negativo g per cui M ammette una decomposizione di Heegaard di genere g.

Osservazione 1.1.1. [35] L’unica 3-varieta di genere zero & S*, mentre le
3-varieta di genere uno sono S' x S? e gli spazi lenticolari L(p, ¢) di cui si ha la
seguente classificazione: gli spazi lenticolari L(p, ¢) ed L(p', ¢’), con p,p',q, ¢
interi tali che p,p’ # 0,1 e ged(p, q) = ged(p,¢') = 1, sono omeomorfi se e
solo se |p| = [p/| e ¢ = £¢** mod [p|.

Per rappresentare graficamente una decomposizione di Heegaard di una
3-varieta si ricorre ad un diagramma detto diagramma di Heegaard, definito
come segue. Sia M = H, U, H’g una decomposizione di Heegaard di genere
g di una 3-varieta M e siano s, ..., u, e uj, ..., uy sistemi di curve meridia-
ne, rispettivamente, per Hy e H;. Sia T, una fissata superficie di genere g
orientata e immersa in modo standard in R? (come illustrato in Figura 1.1)
e sia ¢t : OH, — T, un omeomorfismo. Un diagramma di Heegaard di genere
g della 3-varieta M & costituito dai sistemi di curve {tp(u})} e {c(u;)} su
Ty, con ¢ = 1,...,g9. Per comodita, solitamente, uno dei due sistemi di
curve di un diagramma di Heegaard di genere g viene scelto in maniera stan-
dard, ossia viene identificato con le curve meridiane 0Dy, ..., 0D, illustrate
in Figura 1.1 del corpo di manici di cui la superficie Ty ¢ bordo. In Figura
1.2 sono riportati i diagrammi di Heegaard di di RPP? e della sfera di omologia
di Poincaré.

Diamo ora una caratterizzazione dei diagrammi di Heegaard.

Proposizione 1.1.1. [47, §10.3] Due sistemi di curve chiuse cy,...,c, ed
e1,...,e, su T, costituiscono un diagramma di Heegaard di genere g (i.e.
esiste una 3J-varieta M che ha ci,...,cq ed e1,..., e, come diagramma di

Heegaard di genere g) se sono verificate entrambe le sequenti condizioni:
(1) le curve cy, ..., c4 sono disgiunte a due a due e Ty—(U7_,¢;) € connesso;
. . g A
(2) le curvees, ..., e, sono disgiunte a due a due e T;—(U7_e;) € connesso.

Dato il diagramma di Heegaard su T, costituito dai sistemi di curve {¢;}
ed {e;}, coni=1,...,¢g, sia A la superficie ottenuta tagliando T, lungo le
curve di {¢;}. Denotiamo con C! e C! la coppia di componenti di bordo su
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Figura 1.2: Diagrammi di Heegaard di: a) RP3 b) sfera di omologia di
Poincaré.

A ottenute dal taglio lungo ¢;, per « = 1,...,¢g. Chiaramente A & una sfera
privata della parte interna di 2¢ dischi a due a due disgiunti e le curve C/ e
C? sono le circonferenze che bordano tali dischi. Si puo definire in modo na-
turale una mappa suriettiva tra A e T, la cui restrizione a A —UJ_, (C/UCY)
¢ un omeomorfismo su Ty — UY_, ¢; e tale che la controimmagine di una curva
e;, che sara denotata con FEj;, € una curva chiusa se e; non interseca nessuna
delle curve ¢; o un sistema di archi aventi estremi sulle circonferenze C}, CY/
altrimenti, con i,j = 1,...,g. Incollando lungo ogni C! ed ogni C! un di-
sco, per i = 1,...,g, otteniamo un diagramma su S? costituito da C!, CY
ed F;, detto diagramma di Heegaard aperto. Chiameremo circonferenze ca-
noniche le circonferenze C! e C! e dischi canonici i 2g dischi bordati in S?
dalle circonferenze canoniche che non contengono al loro interno nessun ar-
co del diagramma. Ovviamente, dato un diagramma di Heegaard aperto di
genere g ed una “regola di incollamento” fra coppie di circonferenze canoni-
che, si passa al corrispondente diagramma di Heegaard “chiuso”, rimuovendo
la parte interna dei dischi canonici ed incollando le circonferenze canoniche
a due a due secondo la regola data. In Figura 1.3 e riportato il diagramma
di Heegaard aperto dello spazio lenticolare L(p, ¢) (dove supponiamo p > 0 e
consideriamo la numerazione dei vertici mod p). La regola di incollamento
consiste nell’identificare i vertici su C’ e C” che hanno la stessa numerazione.

Non si € raggiunta una forma normale per il diagramma di Heegaard di
una fissata 3-varieta, tuttavia si conosce un’insieme di trasformazioni elemen-
tari, detti movimenti di Singer, tali che due qualsiasi diagrammi di Heegaard
della stessa varieta sono collegati da una successione finita di esse (vedi [51]).
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Figura 1.3: Diagramma di Heegaard aperto di L(p, q).

1.2 Cenni di teoria dei nodi

Benché si possa dare una definizione di nodo in una varieta topologica qual-
siasi, la teoria dei nodi si ¢ sviluppata principalmente e storicamente in R? o,
equivalentemente, in S* (visto come la compattificazione uno-punto di R?).
Per questo, anche se definiremo il concetto di nodo ed equivalenza di nodi
in una 3-varieta qualsiasi, molti degli invarianti classici e degli esempi che
descriveremo in questo paragrafo riguardano i nodi in R3.

Sia M una 3-varieta. Un nodo in M & una 1-sottovarieta connessa di M.
Un nodo ¢ banale se borda un disco in M.

Due nodi K e K’ si dicono equivalenti se esiste un omeomorfismo
h: M — M tale che h(K) = K'. Se inoltre h conserva l'orientazione di
M, i due nodi sono detti fortemente equivalenti. Se i nodi sono orientati, si
definisce un analogo concetto di equivalenza, richiedendo che 'orientazione
indotta su K’, tramite h, dall’orientazione di K coincida con quella fissata
su K’'. Se K ¢ un nodo orientato, allora con il simbolo —K viene indica-
to lo stesso nodo, ma con l'orientazione opposta. Quando K e fortemente
equivalente a — K, il nodo K viene detto tnvertibile.

Sia g : M — M un omeomorfismo che rovescia l'orientazione, e sia K un
nodo. L’immagine speculare (“mirror image”) di K & il nodo g(K) = K* (si
noti che la classe di equivalenza forte di K* non dipende da ¢). Un nodo K
e detto anferico se e fortemente equivalente a K*.

Osservazione 1.2.1. Due nodi K e K’ sono equivalenti se e solo se K’ ¢
fortemente equivalente a K o a K*.
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Sia N(K) un intorno regolare del nodo K in M, allora esiste un omeo-
morfismo f : (S* x D?,S! x 0) — (N(K), K). Fissato un punto P € S!,
gli insiemi f(P x D?) e f(P x dD?%) sono chiamati rispettivamente, disco
meridiano e meridiano di K.

Nella classe dei nodi orientati in S* (o in R®) & possibile definire
un’operazione interna, detta somma connessa, nel modo seguente. Dati
due nodi orientati K;, Ky C S3, siano P, e P, due punti su, rispettiva-
mente, K} e K, e siano (D3,D}) e (D3, D1) intorni regolari di P, e P, in
(S3, K1) e (S? Ky), disgiunti tra loro. La somma connessa dei nodi K
e K5 ¢ il nodo orientato K;fK, ottenuto dall’'unione disgiunta delle coppie
(S3—int D3, K; —int D}), i = 1,2, incollando i bordi attraverso un omeomor-
fismo ¢ : (0D?%,0D}) — (9D3, D)) che rovescia l'orientazione. Ovviamente
I’elemento neutro della somma connessa tra nodi e il nodo banale. Tale ope-
razione da alla classe dei nodi orientati in S® (o in R?) la struttura di monoide
commutativo. Un nodo in S* (o in R3) & detto primo se & non banale e non
puo essere ottenuto come somma connessa di due nodi entrambi non banali.
I nodi primi rivestono un ruolo fondamentale per la classificazione dei nodi
in S%. Si ha infatti il seguente teorema.

Teorema 1.2.1. [7, Th. 7.12] Ogni nodo non banale K C S* si decompone
nella somma connessa di un numero finito di nodi primi e tali fattori sono
unicamente determinati. Piu precisamente:

(1) K =Kif---tK,, dove K; € un nodo primo, peri =1,...n;

(2) se K = K ff---tK,, = K{§--- K], sono due decomposizioni in fattori
primi di K allora n = m ed esiste o € X, tale che K; = Kff(z'); per
1=1,...,n.

1.2.1 Invarianti

In questa sezione illustreremo alcuni invarianti dei nodi che verranno utiliz-
zati nei prossimi capitoli.

NUMERO DI PONTI. Sia K un nodo in R? che incontra trasversalmente
un piano F C R? in 2b punti tali che i b archi di K contenuti in ogni semi-
spazio possiedono proiezioni ortogonali su £ che sono semplici e disgiunte;
allora diremo che (K, F) ¢ una presentazione a b ponti di K. 11 numero di
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ponti di K ¢ il minimo intero positivo b per cui K ammette una presen-
tazione a b ponti. L’unico nodo che ha numero di ponti uguale a uno e il
nodo banale. Esiste, come vedremo piu avanti, una classificazione dovuta a
H. Schubert [49] dei nodi a due ponti, mentre non ¢ ancora stata trovata una
classificazione dei nodi con numero di ponti maggiore o uguale a tre.

In S* = R3 U {0}, la nozione di numero di ponti puo essere riletta nella
maniera seguente.

Introduciamo innanzitutto il seguente concetto: un insieme di archi
{t1,...,tp} tra loro disgiunti e propriamente immersi in una 3-varieta M
con bordo e detto banale se esistono b dischi By, ... B, C M disgiunti tra
loro tali che t; NdB; =t;, t; N B; =0 ¢ 0B; —t; C OM per ogni i,j =1,...D
con i # j.

Dato un nodo K in S3, una presentazione a b ponti di K sara la coppia
(S, K) dove S C S? & una superficie omeomorfa a S? che decompone S? in
due spazi D; e Dy omeomorfi a D? tali che D; N K e Dy N K sono entrambi
I'unione di b archi banali disgiunti e propriamente immersi. Si noti che la
superficie S puo essere vista come la compattificazione uno-punto del piano
E precedentemente considerato in R3.

Analogamente a quando fatto sopra, il numero di ponti di un nodo K in
S? sara definito come il minimo intero positivo b per cui K ammette una
presentazione a b ponti.

NUMERO DI PONTI GENERALIZZATO. Sia H, U, H/g una decom-
posizione di Heegaard di genere g di M e poniamo F' = JH, = 8H'g. Un
nodo K C M e detto in posizione a b ponti rispetto a F' se:

(i) K interseca trasversalmente F;

(ii) K NHy e K N H, sono entrambi I'unione di b archi banali tra loro
disgiunti e propriamente immersi.

La decomposizione & detta una (g,b)-decomposizione di K. Dato che una
(0, b)-decomposizione di K non & altro che una sua presentazione a b ponti,
la nozione di (g, b)-decomposizione per i nodi nelle 3-varieta generalizza il
concetto di presentazione a b-ponti per i nodi in R? (o in S3).

11 numero di ponti di genere g di K (definito da H. Doll in [14]) ¢ il minimo
intero positivo b per cui K ammette una (g, b)-decomposizione. Ovviamente
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Figura 1.4: Una (3,1)-decomposizione di un (2, 2)-nodo.

il numero di ponti di genere zero ¢ il classico numero di ponti in R? (o in S?).
Un nodo ¢ detto un (g, b)-nodo se ammette una (g, b)-decomposizione.

Osservazione 1.2.2. E facile verificare che la classe dei (g, b)-nodi & contenu-
ta nella classe dei (g+1,b—1)-nodi. Infattisia K un (g, b)-nodo e sia HyU,H
una (g, b)-decomposizione. Sia H, N K = {t;,...,t,} e consideriamo un in-
torno N(#}) dell’arco ¢ in Hj, tale che f : (N(t),t}) = ([-1,1]xD? [-1,1]x0)
e N#)) Nt = 0, per i = 2,---,b. Poniamo C] = f~ (-1 x D?),
Ch = (1 xD?), ¢" = f71([-1,1] x dD?) e chiamiamo P/ l'estremo di
t) appartenente a C!, per ¢ = 1,2. Sia ¢ un omeomorfismo che identifica C
con un’opportuno intorno di ¢(P/) in 0H, in modo tale che @¢(F) = p(F}),
per i = 1,2. Allora H' = cl(H] — N(#})) e H = H, U N(#}) sono corpi di
manici di genere g + 1 e HUy H', dove ¢’ : 9H — OH estende in modo
naturale ¢ € una (g + 1,b — 1)-decomposizione per K (vedi Figura 1.4).

NUMERO DI TUNNEL. Sia K un nodo in S?. Un arco t C S? con
estremi Py e Py ¢ detto tunnel per K se vale KNt = {Fy, P }. 1l numero di
tunnel t(K) di K ¢ il minimo numero di tunnel {t;};c; tra loro disgiunti tali
che il complementare di un intorno aperto e regolare di K U;¢;t; ¢ un corpo di
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manici. La famiglia di archi soddisfacenti tale condizione e detta unknotting
system di K. In particolare, se il sistema contiene un unico arco esso sara
detto unknotting tunnel per K. Ovviamente il nodo banale e I'unico nodo
con numero di tunnel zero.

Osservazione 1.2.3. Se un nodo K ammette una (g, b)-decomposizione,
allora t(K) < g+ b—1 (vedi [39]). In particolare, se K ammette una (1,1)-
decomposizione allora ha numero di tunnel minore o uguale ad uno. Tuttavia
il viceversa non vale (vedi [38, 39, 56]).

GRUPPO FONDAMENTALE. Sia K C M un nodo. Il gruppo fonda-
mentale di K (o piu semplicemente il gruppo di K) che verra denotato con
m (M — K), & il gruppo fondamentale m1(E(K), %) dove * € E(K) & un pun-
to base ed E(K) = cl(M — N(K)), con N(K) intorno regolare di K in M.
Mentre due nodi equivalenti hanno gruppi fondamentali isomorfi, in generale
non vale il viceversa. Tuttavia si ha il seguente risultato.

Proposizione 1.2.1. [26, Th. 6.1.12] Siano K, e Ky due nodi primi in S>.
Allora K, ¢ equivalente a Ky se e solo se m1(S® — K;) 2 m(S® — K») .

Sempre per i nodi in S® wvale il seguente enunciato riguardante
I’abelianizzato del gruppo fondamentale.

Proposizione 1.2.2. [7, Th. 3.1] Sia K C S* un nodo. Si ha:
Hi(S’—K) = Hi(E(K),Z) = m(S*—K)/[m(S*~K), m(S*—K)] = (u) & Z,
dove u rappresenta la classe di omologia di un meridiano del nodo.

Esiste un metodo classico, introdotto da Wirtinger, per ottenere una pre-
sentazione per il gruppo fondamentale di un nodo in S3, detta appunto pre-
sentazione di Wirtinger (vedi [7, Th. 3.4]).

POLINOMIO DI ALEXANDER. Sia K un nodo in S® e sia
E(K) = cl(S* — N(K)), con N(K) intorno regolare di K in S3. Tl rive-
stimento p: C,, — E(K) corrispondente al sottogruppo dei commutatori
[11(S? — K),m(S* — K)] di m(S® — K) ¢ detto rivestimento universale
abeliano di E(K). L’azione di H;(S* — K) su C, come gruppo delle
trasformazioni del rivestimento, induce su H;(Cy) una struttura di modulo
sull’anello ZH,(S? — K) associato al gruppo H;(S® — K). Si noti che, per
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la Proposizione 1.2.2; il gruppo H;(S® — K) ¢ il gruppo ciclico infinito ge-
nerato dalla classe u di un meridiano di K, quindi ZH,(S* — K) & lanello
Zlu,u~'] dei polinomi di Laurent nella variabile u. Il modulo di Alexander
di K, denotato con A(K), ¢ lo Z[u,u ']-modulo H(CL,), che risulta essere
finitamente presentato.

Richiamiamo ora alcune nozioni sui moduli finitamente presentati.

Sia M un R-modulo finitamente presentato, dove R ¢ un anello com-

mutativo con unita, e sia G = F 2 M — 0 una sua presentazione finita,
dove G ed F sono R-moduli liberi. Se « ¢ rappresentata dalla matrice A
rispetto alle basi g1, ..., gm ed fi,... f, di, rispettivamente, G ed F' (dove la
notazione ¢ tale che a(g;) = >_; A;; f;) allora la matrice A, con m righe ed n
colonne, e una matrice di presentazione per M. Le matrici di presentazione
di uno stesso modulo non sono ovviamente uniche, ma date due diverse ma-
trici di presentazione si puo passare dall'una all’altra tramite una successione
di operazioni elementari (vedi [26, Lemma 7.2.1]). Se A ¢ una matrice di pre-
sentazione m X n per I’R-modulo M, per ogni intero r, definiamo 1’ r-esimo
ideale elementare &, di M come:

Ose r<Ooppuren—r+1>m
E =< Rsen—r+1<0
I'ideale generato dai minori di ordine n —r + 1 di A altrimenti.

Gli ideali elementari di un modulo sono indipendenti dalla matrice di pre-
sentazione scelta per calcolarli, inoltre si ha &,_; C &,, per ogni r € Z.

Dato un nodo K, per ogni intero r, definiamo 1'r-esimo ideale di Alexan-
der di K come I'r-esimo ideale elementare del modulo di Alexander A(K). 1l
massimo comun divisore A (u) degli elementi dell’r-esimo ideale di Alexan-
der di K e chiamato r-esimo polinomio di Alexander di K. Il primo poli-
nomio di Alexander A} (u) di K viene semplicemente chiamato polinomio di
Alexander di K e denotato con Ag(u).

Si osservi che, essendo Z[u,u '] un dominio a fattorizzazione unica, A (u)
esiste ed ¢ determinato a meno di unita di Z[u, v, cioe di fattori del tipo
+u", con h € Z. Sia

. - - ‘
Al (u) = au' + ajpu'™ 4+ -+ aj T+ ald,
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con 1, j interi e a;, a; # 0, I'r-esimo polinomio di Alexander di K. Definiamo
il grado di A’ (u) come l'intero non negativo j — i.

Il seguente teorema da una caratterizzazione dei polinomi di Alexander
di un nodo.

Teorema 1.2.2. [7, Prop. 8.12] [41, §6.3] I polinomi di Alexander A% (u)
del nodo K sono polinomi di grado pari, a coefficienti interi e soggetti alle
sequenti condizioni:

(1) A (u) divide At (u);
(2) Afelu) = A (u™);
(3) A%(1l) = =£1.
In particolare per il polinomio di Alexander vale:
(4) Ax = A_g;
(5) Ax = Ag.

Inoltre per ogni polinomio p(u) € Z[u,u™'] che soddisfa (2) e (3) esiste un
nodo K C S* che ha p(u) come polinomio di Alexander.

Descriviamo ora brevemente due classi di nodi in S® che verranno utiliz-
zate nei prossimi capitoli: i nodi a due ponti ed i nodi torici.

1.2.2 Nodi a due ponti

Esistono due forme normali per i nodi a due ponti in R?: la forma normale
di Schubert e la forma normale di Conway.

Forma normale di Schubert. Per un nodo a due ponti K C R?, esiste la
seguente presentazione, detta di Schubert, dipendente da due interi dispari [
e t primi tra loro e tali che [ > 1, t € Zy,.

Fissiamo su R? un riferimento cartesiano tale che (K, F) sia una presen-
tazione a due ponti per K, dove F ¢ il piano z = 0; possiamo assumere che
i due archi del semispazio superiore (i due ponti) si proiettino su E secon-
do due segmenti rettilinei w; = A;B; e wy = Ay B, mentre i due archi del
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Al w 1 2 e 1 B -1

Figura 1.5: Numerazione dei sottopassi.

semispazio inferiore si proiettano in due curve semplici disgiunte v; e vy che
connettono Aq, By, Ay, Bo. La proiezione ammette esattamente [ — 1 punti
doppi (sottopassi) per ogni ponte, che numeriamo ai due lati del ponte come
in Figura 1.5.

L’arco v; uscente da A; ed in tal senso orientato, incontra successivamente
[ — 1 punti doppi, alternativamente su w, e w;, contraddistinti dalle coppie
di numerazione (—t,t), (—2t,2t), ..., (=(l —1)t, (I — 1)t) che indicano con il
loro ordinamento il senso di percorrenza?, ed infine si connette con By. La
stessa descrizione si ha simmetricamente per I’andamento dell’arco vy uscen-
te da As. Il nodo K si indica con b(l,t). In Figura 1.6 & illustrata la forma
normale di Schubert del nodo figura otto b(5,3). E facile vedere che b(l, )
e banale se e solo se [ =1 (e quindi t = 1).

5 V4 V3 V2 V1 }o
0] 1y 2\ 3\ 4\ 5

Figura 1.6: Forma normale di Schubert del nodo a otto b(5, 3).

2T numeri tra parentesi sono sempre da considerarsi mod 21.
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Si ha la seguente classificazione dei nodi a due ponti.
Teorema 1.2.3. [26, Th. 2.1.3]

(1) I nodi a due ponti non banali b(l,t) e b(l',;t') sono fortemente equi-
valenti se e solo se | = ' et = t modl oppure tt' = 1
mod .

(2) I nodi a due ponti non banali b(l,t) e b(l',t") sono equivalenti se e solo
sel'! =1et=xt' modl oppure tt' = £1 mod I.

Proposizione 1.2.3. [26, Es. 2.1.2 e 2.1.4] Valgono le sequenti proprieta:

(1) Uimmagine speculare di b(l,t) é b(l,—t), quindi il nodo a due ponti
b(l,t) & anferico se e solo se t* = —1 mod [;

(2) i nodi a due ponti sono tutti invertibili.

Utilizzando la forma normale di Schubert, ¢ molto semplice calcolare una
presentazione di Wirtinger per un nodo a due ponti: i generatori sono i
cappi corrispondenti ai due ponti e la relazione si ottiene seguendo ’arco vy
(oppure v,) ed eseguendo i relativi coniugi dovuti alle relazioni di Wirtinger
in corrispondenza dei sottopassi (vedi [7, Th. 3.4]). Si ottiene quindi il
seguente risultato.

Proposizione 1.2.4. Il gruppo del nodo a due ponti b(l,t) ammette la
sequente presentazione

n(t) .n(2t), n(3t) ,.n(4t) ., m((21-1)t) .n(2it)
(2, y [y "=y y =),

dove n : Loy — {+1,—1} ¢ la funzione n(j) = {+1 e 1‘§ J S g

—1 altrimenti.
Forma normale di Conway. Questa forma deriva da una presentazione a
trecce del nodo a due ponti.

Dato il nodo a due ponti b(l,t), supponiamo 1 < ¢ < [ in quanto gli altri
casi sono le immagini speculari di questi (vedi Proposizione 1.2.3). Con-
sideriamo la sequenza di equazioni dell’algoritmo euclideo (con rqg = [ e
r = t)
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¢ . } X ")

(- y: y .o am
mdispari
(&'a; 'M/\fz.y; e .. }'a:n;’\ﬁ/\.af“.y_a
m pari

Figura 1.7: Forma normale di Conway di b(l,t) = [a1, a2, ..., Gm—1, Q).

ro = airy + 7o,

Ty asre + 13,
"m—2 Am—1Tm—1 + T'm,
T"m—1 AmTm,

talechery >ro >--->r,_1>r, =1.

L’algoritmo € univocamente determinato dalla coppia ([, t) e fornisce una
sequenza di quozienti, detti simboli di Conway, |aq,as,...,a0n_1,0y] che
definisce la presentazione a trecce di b(l,t) illustrata in Figura 1.7.

Al nodo b(l,—t) viene associata la sequenza di quozien-
ti [—ay, —ag, ..., —am-1, —a,| dove il segno negativo indica che gli incroci
avvengono in senso opposto a quello riportato in Figura 1.7. Il legame tra i
parametri [ e ¢ ed i simboli di Conway ad essi associati e dato dalla seguente

frazione continua:

l 1
p =0+ —F
a/ —_—
2 a3+---+i

Osservazione 1.2.4. [26, Es. 2.1.7 ¢ 2.1.9]

(1) I nodi a due ponti con simboli di Conway [aj,as...,a,] e
la1,as ... a4, +¢€,¢], dove € € {1, —1}, sono fortemente equivalenti.
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(2) I nodi a due ponti con simboli di Conway [an,...,a2,a1] e
(=)™ tay, (—1)™ay. .., (—1)™'a,,] sono fortemente equivalenti.

Dalla precedente osservazione e dal Teorema 1.2.3, seguono le condizioni
necessarie e sufficienti per I’equivalenza dei nodi a due ponti in forma normale
di Conway.

Proposizione 1.2.5. [26, Th. 2.1.11] Siano {a1,as...,an,} e {b1,ba,...,b,}
insiemt di intert tali che a;a; > 0 e bb; > 0 per ognii,j =1,...,n e nessuno
tra |aq], |b1], |am| € |bn| sia uguale a uno. Allora i nodi a due ponti con simboli
di Conway, rispettivamente, [a1,as ..., an| € [b1,ba, ..., by] sono fortemente
equivalentt se e solo se:

(1) m=n;

(2) a; = b, per ogni i = 1,...m oppure a; = (=1)" b, 1_;, per ogni
1=1,...m.

1.2.3 Nodi torici

Un nodo torico € un qualunque nodo che puo essere immerso nel toro stan-
dard T in S3. Siano m e [ le curve disegnate in Figura 1.8. Chiameremo
tali curve, rispettivamente, meridiano standard e parallelo standard di T.
Sia km + hl la classe di omologia intera del nodo torico orientato K in T,
allora K ¢ detto di tipo (k,h) ed ¢ denotato con t(k,h). Si noti che vale
ged(k, h) = 1.

Il nodo torico t(k,h) € banale se e solo se k = £1 o h = £1 (vedi [26,

Th. 2.2.2)).
Si ha la seguente classificazione dei nodi torici.

T

_>

Figura 1.8: Meridiano e parallelo standard del toro T.
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>

Figura 1.9: Nodo trifoglio t(3, —2).

Teorema 1.2.4. [26, Th. 2.2.2]

(1) I nodi torici non banali t(k,h) e t(k', h') sono fortemente equivalenti se
e solo se (K',h') é uguale a (¢k,eh) oppure a (eh,ek), con e € {1,—1}.

(2) I nodi torici non banali t(k,h) e t(k',h') sono equivalenti se e solo se
(k' 1) & uguale a (£k,£h) o a (£h, Lk).
Proposizione 1.2.6. [26, Prop. 2.2.1] Valgono le sequenti proprieta:

(1) Uimmagine speculare di t(k,h) ét(k,—h), quindi i nodi torici non sono
anferici;

(2) Uinverso di t(k,h) é t(—k,—h), quindi i nodi torici sono invertibili.
Proposizione 1.2.7. [26, Prop. 6.1.16, Es. 7.4.4] [41, Th. 7.5.3]

(1) Il gruppo del nodo torico t(k,h) ammette la sequente presentazione:
(. | 2y,

(2) 1l polinomio di Alexander del nodo torico t(k,h) ¢é il sequente:

(u* — 1) (u — 1)
(uF — 1) (uh — 1)

Aty (u) =

(3) 1l numero di ponti del nodo torico non banale t(k,h) & il minimo tra

k| e |h].
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1.3 Rivestimenti ramificati

In questo paragrafo con il termine varieta indicheremo semplicemente uno
spazio topologico di Hausdorff, connesso e localmente euclideo.

Consideriamo il disco D? come il sottoinsieme di C definito da
D2 ={z € C||z|] <1} e, fissato un intero positivo m, sia p,, : D* — D?
la mappa definita da p,(z) = 2™. Ovviamente la restrizione di p,
a D? — 0 & una proiezione di rivestimento a m-fogli.  Sia inoltre

m - D2 x DF2 — D? x D¥2 ]a mappa definita da g,, = p, X Idpr—2. Anche
in tal caso la restrizione di ¢, a (D? x D*72) — (0 x D*~2) & una proiezione
di rivestimento a m-fogli.

Siano M e M due varieta k-dimensionali (con k > 2) esia f : M — M una
mappa suriettiva. Un punto Q in M & detto punto singolare per f, se f non
¢ un omeomorfismo locale su ). Denotiamo con Sy C M l'insieme dei punti
singolari di f. Inoltre, poniamo B; = f(S;) € M e By = f~'(By) C M;
ovviamente si ha Sy C Ef.

Una mappa suriettiva f : M — M & una proiezione di rivestimento
ramificato se ha le seguenti proprieta:

(1) la restrizione f|M M- éf — M — By di f ¢ una proiezione di

—B
f
rivestimento ordinaria;

(2) per ogni Qe Bf esiste un intorno N di Q in M un omeomorfismo
h:N — D?x DF2 un intorno N di f(Q) = Q in M, un omeomor-
fismo h: N — D? x D*2 ed un intero positivo m tali che il seguente
diagramma sia commutativo:

(N,NNB;) —— (D?x D20 x DF2)

f\ﬁl lqm

(N.NNBj) —— (D*x D"2,0x D),

La terna (M, f, M), o semplicemente lo spazio M, e detta riwvestimen-
to ramificato di M e T'intero m ¢ detto indice di ramificazione del punto
Q). L’indice di ramificazione ¢ costante su ogni componente connessa di
By. Si noti che i punti Q € Bf che hanno indice di ramificazione uno
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sono in realta regolari, cioe appartengono a Ef — 8f. Chiamiamo By, Sy
e Ef, rispettivamente, insieme di ramificazione, insieme singolare e insieme
pseudo-singolare di f; inoltre un punto di By o di Ef e detto, rispettivamente,
punto di ramificazione o punto pseudo-singolare di f. Infine il rivestimento
(M — By, f|M_éf, M — By), o semplicemente M — By, ¢ detto rivestimento
non ramificato associato a (M, f, M). Si noti che, per la condizione (2), gli
insiemi By e B ¢ sono sottovarieta (k — 2)-dimensionali, localmente piatte e
proprie di, rispettivamente, M e /N]\Z .

Due rivestimenti ramificati (M;, fi;, M;), con i = 1,2, si dicono equiva-

lenti se esistono un omeomorfismo k : M; — Ms ed un omeomorfismo
h: My — M, tali che h(By,) = By, e fok = hf;. Nel caso in cui My = Ma,
diremo che i due rivestimenti sono equivalenti se e verificata la condizione
sopra per h = Idy,.

Esiste una nozione piu generale di rivestimento ramificato, introdotta da
R.H. Fox, in cui l'insieme di ramificazione non e necessariamente una sot-
tovarieta propria e localmente piatta e in cui lo spazio base € uno spazio
topologico di Hausdorff localmente connesso (vedi [16]). Nello stesso arti-
colo Fox dimostra che un rivestimento ramificato & unicamente determinato
dall’insieme di ramificazione e dall’associato rivestimento non ramificato.

Un rivestimento ramificato si dice, quindi, ad n-fogli o regolare se
I’associato rivestimento non ramificato e rispettivamente, ad n-fogli o
regolare.

Osservazione 1.3.1. Dato un rivestimento ramificato ad n-fogli f : M —
M, indichiamo con i;(@Q), 'indice di ramificazione del punto ) € By. Per

ogni ) € By si ha:
> i@ =n.
Qef~1(Q)

Sia (]\NL, fi, M;) un rivestimento ramificato e sia P € M — By. Per ogni
punto P € f~1(P) ed ogni o € my (M — By, P), definiamo P, come il punto
finale del sollevamento di « con punto iniziale P. In tal modo, attraverso
la corrispondenza P € f~'(P) — P, € f~!(P), otteniamo una biezione
we(a) + f7HP) — f~Y(P). Inoltre la corrispondenza che associa ad « la
biezione wys(a), induce un omomorfismo wy da m (M — By, P) al gruppo

simmetrico sull’insieme f~!(P), detto rappresentazione di monodromia o pit
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semplicemente monodromia. Poiché mi(M — By, P) agisce transitivamente®
su f~1(P), la monodromia & una rappresentazione transitiva.
Si ha il seguente teorema per i rivestimenti ramificati finiti.

Teorema 1.3.1. [26, Th. B.5.3] Sia M wuna varieta k-dimensionale e sia
B una (k — 2)-sottovarieta propria e localmente piatta. Le classi di equi-
valenza di rivestimenti ramificati ad n-fogli, connessi su M con insieme di
ramificazione B corrispondono biunivocamente alle classi di coniugio delle
rappresentazioni transitive wy : m (M — B, P) — %,,, con P € M — B punto
base, che mandano ogni meridiano* di B in M in un elemento non banale di
Yin.

Quindi, in termini di monodromie, due rivestimenti ramificati ad n-fogli
fi : My — My e fo : My — M, con monodromie, rispettivamente, wy, e
wy,, si dicono equivalenti se e solo se esistono un’automorfismo A di X, ed
un omeomorfismo h : M; — M, tali che h(By,) = By, e Awy, = wy,hy, dove
hy : m(My — By,, P) — m(My — By,, h(P)) € 'omomorfismo indotto da h
sui gruppi fondamentali e P € M; — By, ¢ un punto base. Di nuovo, nel caso
in cui M; = M> la condizione deve essere verificata per h = Idyy, .

Chiameremo abeliano un rivestimento ramificato f : M — M se e
abeliano l’associato rivestimento non ramificato; in altre parole se esiste
un’azione di un gruppo abeliano G' su M — By tale che M —B; = (M —By)/G.
Questo equivale al fatto che I'immagine della rappresentazione di monodro-
mia w; & un sottogruppo del gruppo simmetrico sull’insieme f~!(P), con
P € M — By, isomorfo a G e quindi wy si fattorizza attraverso I’epimor-
fismo HI(MV — Ef) — G. In particolare, se G & un gruppo ciclico allora il
rivestimento ¢ detto ciclico. In questa tesi ci occuperemo principalmente di
rivestimenti ciclici ad n-fogli. In tal caso G sara Z,, cioe il gruppo ciclico di
ordine n.

Di grande interesse sono i rivestimenti ramificati di varieta tridimensionali

3Un gruppo G agisce transitivamente su un insieme X se esiste un’azione A : Gx X — X
e se per ogni x1,xs € X esiste g € G tale che A(g,x1) = xa.

4Fissiamo una triangolazione su M e indichiamo con St(v) la stella di un vertice v della
triangolazione. Fissato un punto P € M — B, un meridiano di B in M & un elemento
di (M — B, P) rappresentato da beb~!, dove b & un arco che connette P a St(v), con v
vertice di B, e ¢ & un generatore di m(St(v) — B, P) £ Z.
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in cui 'insieme di ramificazione ¢ un nodo. Tale interesse e soprattutto
dovuto al seguente teorema.

Teorema 1.3.2. [24, 37] Ogni 3-varieta chiusa, connessa e orientabile é un
rivestimento ramificato di S® a 3-fogli che ha per insieme di ramificazione un
nodo.

1.4 Mapping class group

In questo paragrafo descriveremo le principali proprieta e caratteristiche dei
mapping class group di una superficie chiusa ed orientabile.

Sia T, una superficie chiusa ed orientabile di genere g e sia
P ={P,...,P,} un insieme finito di punti distinti di T, che chiameremo
punture. Indichiamo con H(T,) il gruppo degli automorfismi di T, che con-
servano l'orientazione e con H(T,, P) il sottogruppo di H(T,) contenente gli
automorfismi h : T, — T, tali che h(P) = P. Il mapping class group puntato
di T, relativo a P & mo(H(T,, P),1d), cioe il gruppo delle classi di isotopia
degli elementi di H(T,, P). Per semplificare le notazioni, denoteremo con lo
stesso simbolo un omeomorfismo e la sua classe di isotopia.
A meno di isomorfismo, il mapping class group puntato di una fissata superfi-
cie T, dipende solo dalla cardinalita n di P. Quindi, possiamo semplicemente
parlare del mapping class group n-puntato di T, e denotarlo con MCG,,(T,).
Il mapping class group puro n-puntato di Ty ¢ il sottogruppo PMCG,,(T,) di
MCG,,(T,) formato dagli elementi che fissano punto per punto le punture.
Si ha la seguente successione esatta:

1 — PMCG,(T,) — MCG,(T,) — X, — 1,

dove 32, ¢ il gruppo simmetrico di ordine n.

Il mapping class group di Ty € il gruppo MCGo(T,) = PMCG(T,) che verra
denotato semplicemente con MCG(T,).

La relazione tra MCG,,(T,) e MCG(T,) e strettamente legata ai gruppi di
trecce di una superficie. Sia [[_, T, la varieta prodotto e sia F,(T,) il
seguente sottospazio topologico:

F,(T,) = {(z1,...,2,) € HTg|xi 4 x;sei#j}.
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Fissato un punto base x° = (29,...,2%) € F,(T,), I’ n-gruppo di trecce

puro di T, & m1(F,(T,),x"). Sia inoltre F(T,, P) il sottogruppo di H(T,, P)
contenente gli elementi che fissano punto per punto le punture. Si noti che

PMCG,(T,) = mo(F(T,,P),1d). Si hanno i seguenti teoremi.
Teorema 1.4.1. [6, Th. 4.1] La mappa e : H(T,;) — F,,(T,) definita da:

¢ una fibrazione con fibre omeomorfe a F(1T,,P), con P ={P,...,P,}.

Teorema 1.4.2. [6, Th. 4.2] Per ogni coppia di interi g,n > 0 sia
[ PMCG,(T,;) — MCG(T,)

lomomorfismo indotto dall’inclusione iy, : F(T4,P) — H(T,), con
P ={Py,...,P,}. Allora keri} , = m(F,(Ty),P°), con P* = (Py,..., P,),
seg>2 Seg=1edn > 2 oppure g = 0 ed n > 3 allora si ha
keri} = m(F(Ty), P°)/Z(m1(Fn(Ty), P?)), dove Z(mi (Fn(T,),P°)) denota
il centro di m (F,(T,),P°).

Ora vediamo quali sono i generatori di MCG(T,). Sia ¢ una curva sem-
plice chiusa su T,. Scegliamo un’immersione [ : [0,1] x S! — T, del cilindro
[0,1] x St in T, tale che ¢ = {I(1/2, 2) | z € S'}. Il Dehn twist (destro) lungo
¢ e Pautomorfismo ¢, € H(T,) definito sull'immagine di [ da

(teol)(s,2) = (s,e*™2) s€10,1], z €S,

ed esteso tramite l'identita a tutto T.

Chiaramente le classi di isotopia dei Dehn twists sono elementi di MCG(T,)
ed ¢ un risultato ben noto che essi sono in effetti un insieme di generatori per
MCG(T,) e PMCG,(T,) (vedi [13, 31, 32]). Vediamone alcune proprieta.

Proposizione 1.4.1. [6, Lemma 4.6.2 ¢ 4.6.7]

(1) Siano <1 ey due curve semplici chiuse su T, tali che [s1Ne| =1 allora
esiste una curva semplice e chiusa v su T, tale che t,(s1) = ¢.

(2) Siano 1 e ¢y due curve semplici chiuse su T, tali che esiste h € H(T,)
per cui h(s1) = ¢ allora
t, = htoh™h
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Esistono alcune relazioni classiche utilizzate nelle presentazioni di
MCG(Ty) e MCG,(T,) che illustreremo brevemente (vedi [17]).

Trecce: Siano a, 3 due curve chiusi semplici su T,. Allora:

anNpf=0 = tuitg=tsta,
|Oé N 6| =1 = tatgta = tﬁtatﬁ.

Lanterne: Siano oy, a9, as, (51,582,335, 81 le curve su T, illustrate in
Figura 1.10 a). Allora:

tﬁltﬂ2t53tﬂ4 =ty lasta, = lastarlas = taglastas -

Catene: Siano o, 31, 32,01,02 le curve su T, illustrate in Figura 1.10 b).
Allora:

(tﬁltoétﬁz)4 = t(51t52'

Stelle: Siano «, 31, B2, 05,01, 62, 03 le curve su T illustrate in Figura 1.10 c).
Allora:

(t/Bl s, tﬁs tOé)S = t5,t5,l5,-

In [54], Wajnryb da una presentazione di MCG(T),) utilizzando un numero
finito minimale di generatori, che sono i Dehn twists lungo le curve illustrate
in Figura 1.11 e con relazioni di tipo treccia, lanterna e catena.

In [18], Gervais da una presentazione finita di MCG(T,,), dove T, &
una superficie di genere g con n componenti di bordo (in tal caso si consi-
derano gli omeomorfismi che coincidono con l'identita sul bordo) utilizzando
come generatori i Dehn twists lungo le curve illustrate in Figura 1.12 e con
relazioni di tipo treccia e stella. Da tale presentazione si puo ottenere una
presentazione finita di PMCG,,(T,) aggiungendo le relazioni ¢, .., = 1, per
i=2g—1,...,294+n—2 dove 7,41 ¢ una curva parallela all’(i —2¢g+2)-esima
componente di bordo (vedi Figura 1.12).

Inoltre una presentazione di tutti i mapping class group puntati puo essere
trovata in [30] in termini di gruppi di Artin.
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Figura 1.10: Relazioni classiche nei mapping class group.
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(04} a» Ag1 Og
Bk ~ e o o o o ~ - Bg+1
B2 Bg

Figura 1.11: Generatori di Wajnryb.

Figura 1.12: Generatori di Gervais.



Capitolo 2

Rappresentazione degli
(1,1)-nodi

Sia Iy 1 la classe degli (1, 1)-nodi e sia T = T; un toro, cioe una superficie
chiusa e orientabile di genere 1. In questo capitolo descriveremo la rappre-
sentazione che e al centro di tutta la tesi e cioe un’applicazione suriettiva
© : MCGy(T) — Kiy;. Tale rappresentazione ci permettera di ottenere
diversi risultati sugli (1,1)-nodi e sui loro rivestimenti ciclici che verranno
illustrati nel resto della tesi.

I risultati descritti in questo capitolo sono contenuti anche in [9].

2.1 1l gruppo MCG,(T)

In base agli articoli citati nel Paragrafo 1.4, un insieme di generatori per
MCG2(T) & dato dalla rotazione p di = radianti attorno all’asse x — x e dai
tre Dehn twists ¢,, 13,1, rispettivamente lungo le curve a, 3, illustrate in
Figura 2.1. Poiché p commuta con gli altri generatori, si ha

MCGs(T) 2 PMCGa(T) & Zo.
Si ha la seguente presentazione per PMCGy(T) (vedi [45]):

(tats by | tatgte = tatats, tatyta = totaly, taty = totg, (tatst,) = 1).
(2.1)
Come ¢ ben noto, MCG(T) ¢ generato da t, e t3 (in questo gruppo ovvia-
mente si ha tg = t,) ed e isomorfo a SL(2,Z) attraverso I'applicazione che

37
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X

Figura 2.1: Generatori di MCGy(T).

associa a 1 € MCG(T) la matrice che rappresenta l'isomorfismo indotto da
1 sul primo gruppo di omologia H;(T) = Z @ Z, rispetto ad una fissata base
B. Scegliendo B = (8, ) e componendo i} , : PMCGy(T) — MCG(T) (vedi
Teorema 1.4.2) con tale isomorfismo otteniamo ’epimorfismo:

Q: PMCGy(T) — SL(2,7Z),

definito da Q(t,) = G (1)) Qts) = Qt,) = ((1] _11)
Il gruppo ker (2 avra un ruolo fondamentale nella rappresentazione che an-
dremo a definire. Per studiare la sua struttura consideriamo gli elementi
Tm = tgt; " e 7 = tyt. !, dove 7 & la curva disegnata in Figura 2.2.

Nella stessa figura ¢ illustrata localmente I'azione di 7, e 7; su un tratto
di curva nei pressi di una delle due punture (diciamo P,). Sostanzialmente
leffetto di 7,,, e 7, € di far scivolare P, rispettivamente lungo un meridia-
no standard e lungo un parallelo standard del toro. Si osservi che, poiché
n = 7,,}(a), dalla Proposizione 1.4.1 segue che ¢, = 7, t0Tin.

Proposizione 2.1.1. [l gruppo ker Q2 € generato liberamente da T, = tgt;l

eT = tyt,!

— 1
o s conty =1 1oTp.

Dimostrazione. Poniamo P = { Py, P»}. La fibrazione

e:H(T) — Fyo(T),
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— = -,
W

Figura 2.2: Azione di 7, e 7.

che ha fibre omeomorfe a F(T,P) (vedi Teorema 1.4.1), induce la seguente
successione esatta sui gruppi di omotopia:

tee 6—*> '/Tl(FQ(T)a (Pla PQ)) ﬂ WO(‘,F<T7’P>>Id) flk_f WO(H(T)7 Id) — L

Ricordando che 7o(F (T, P),1d) = PMCGy(T) e mo(H(T),Id) = MCG(T), si
ha:

ker Q & ker i}, = imd" = m(Fo(T), (P, P2))/ ker d*.

Inoltre da [5, Th. 5] si ha che m (Fo(T), (P, P2)) ammette la seguente
presentazione

<@1a@2761732 | 1= [@170_52] = [31762] = [0_5176]'] = [Blaaj]a j = 172>7

dove &y = (a1, a2), Bi = (61, B2), G2 = (P1, ), B2 = (P1, 32) dove o e f3;
sono i cappi disegnati in Figura 2.3 e P; denota il cappio costante basato sul
punto P;. Da [4, Cor. 1.3], ker d* & generato liberamente da &, e 3;. Quindi
ker Q) & il gruppo libero generato da d*(as) e d*(f3;), che sono rispettivamente
T € Ty O
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v,
VARY,

Figura 2.3: I cappi oy, as, B, e Ba.

2.2 (1,1)-nodi e MCG,(T)

Richiamiamo brevemente la definizione di (1,1)-nodo introdotta nella Sot-
tosezione 1.2.1.  Un (1,1)-nodo K ¢ un nodo contenuto in una 3-
varieta di genere minore od uguale ad uno, ossia in uno spazio lenticolare
L(p,q) (compresi S' x S* = L(0,1) ed S* = L(1,0)) che ammette una
(1, 1)-decomposizione:

(L(p,q), K) = (H, A) U, (H', A"),

dove A e A’ sono archi banali propriamente immersi in, rispettivamente, H
e H e p: (OH,0A") — (0H,0A) & un omeomorfismo d’incollamento (vedi
Figura 2.4). Per comodita, supponiamo che H e H' siano immersi in R? in
modo standard (cioe come illustrato in Figura 2.4), fissiamo su di essi 'orien-
tazione standard (cio¢ quella indotta da R?) e scegliamo ¢ in modo tale che
rovesci l'orientazione! indotta da H' e H su, rispettivamente, OH’ e OH.

La famiglia degli (1,1)-nodi contiene i nodi torici (nella Sezione 2.5 viene
descritta una loro (1, 1)-decomposizione naturale) e i nodi a due ponti (vedi
Osservazione 1.2.2) in S3.

In generale, un (1,1)-nodo sara definito tramite una sua (1,1)-
decomposizione e non come sottovarieta della varieta in cui & contenu-
to. Quindi e necessario introdurre un nuovo concetto di equivalenza per
gli (1,1)-nodi, che ci permetta di confrontare nodi che non stanno neces-
sariamente nella stessa varieta (condizione necessaria per applicare il cri-
terio di equivalenza introdotto nella Sezione 1.2), ma piu generalmente

'E sempre possibile, visto che esiste un automorfismo di (9H,dA) che rovescia
I'orientazione.
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H

Figura 2.4: Una (1, 1)-decomposizione.

in varieta omeomorfe. Diremo che due (1,1)-nodi K; e Ky con (1,1)-
decomposizioni, rispettivamente, (L(p1,q1), K1) = (Hi, A1) Uy, (HY, AY), e
(L(p2, ¢2), K2) = (Ha, A2) U, (Hj, A}), sono equivalenti se esistono due omeo-
morfismi f : (Hy, A;) — (Ha, As) ed f/ : (H}, A}) — (H;, A%) che rendono
commutativo il seguente diagramma:

(OH,,0A)) —2— (0H,,0A,)

fl/(BH’l,BA’l) l lfHaHl,aAl)
P2
Sia ora K C L(p,q) un (1,1)-nodo con una (1,1)-decomposizione
(L(p,q), K) = (H,A) U, (H, A") e sia p: (H, A) — (H', A’) un fissato omeo-
morfismo che rovescia 'orientazione allora 1) = @ppn ¢ un automorfismo
di (0H,0A) = (T,{Py, P»}) che conserva l'orientazione. Inoltre, poiché due
omeomorfismi d’incollamento isotopi producono (1, 1)-nodi equivalenti, otte-

niamo in modo naturale un’applicazione suriettiva dal mapping class group
2-puntato del toro MCGy(T) alla classe Ky 1 degli (1, 1)-nodi

O : w € MCGQ(T) — Kw € ,Cl,l-
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Dato che p commuta con gli altri generatori di MCGy(T), ogni elemento
¥ di MCGy(T) puo essere scritto come 1 = ¢/p*, con k € {0,1} e ¢/ €
PMCGs(T). Inoltre, poiché p puo essere esteso ad un omeomorfismo della
coppia (H, A), gli (1, 1)-nodi K e Ky sono equivalenti. Quindi, per la nostra
discussione e sufficiente considerare la restrizione

@I = ®|PMCG2(T) . ¢ < PMCGQ(T) — Kw S ICl,l.

Osservazione 2.2.1. Sia ¢ € PMCGy(T) tale che Q(¢) = (g i), allora

Ky & un (1,1)-nodo nello spazio lenticolare L(p, ¢), e quindi & un nodo in S3
se e solo se p = £1 (vedi [35].)

2.3 1l gruppo fondamentale

In questa sezione calcoleremo il gruppo fondamentale di un (1, 1)-nodo, ap-
plicando il teorema di Seifert-Van Kampen ad una sua (1, 1)-decomposizione.
Per fare questo fissiamo un punto base * e definiamo i cappi @ = £ - a - €71,
B=¢6-B-&eqy==E&-v-& T, dove &, &1, & sono gli archi che connettono *
con, rispettivamente, o, 3 e 7, come disegnato in Figura 2.5.

Figura 2.5: Generatori di 7 (L(p, ) — Ky, *).

E facile vedere che & G e
Inoltre poniamo &' = p(a), 3’ = u(B), ¥ = u(y) e ¥ = p(x). Si osservi che,
a meno di isotopia ¥ = ¢~ !(x). Le classi di omotopia di &, 3,7 generano
71 (OH — 0A, *) e le classi di omotopia di &, 3',7% generano 71 (OH — dA’, ).
Per semplificare le notazioni, useremo lo stesso simbolo per rappresentare

~ sono omologhl a, rlspettlvamente a, 3 e .
*).
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un cappio (risp. un ciclo) e la sua classe di omotopia (risp. omologia) e
per rappresentare una mappa e I’omomorfismo indotto da questa sui gruppi
fondamentali e sui gruppi di omologia.

Proposizione 2.3.1. Il gruppo fondamentale di un (1,1)-nodo Ky C L(p, q)
ammette la presentazione

m(L(p, ) — Ky, %) = (@, 7]i9(8)),

dove i : m(0H — 0A,%x) — m(H — A,%) é l'omomorfismo indotto
dall’inclusione OH — 0A C H — A.

Dimostrazione. Chiaramente si ha che m(H— A, *) =< a,B,78> e
m(H — A «)=<a',8,7" |3 >. Applicando il Teorema di Seifert-Van
Kampen otteniamo

71-1(L(p7q)_l{7>k) = < 7767/77@7
= <a,p
che completa la dimostrazione. O

Osservazione 2.3.1. In realta gli elementi di MCGy(T) agiscono sull’omo-
topia libera? di T — {P;, P,} e non su m (T — {P;, P2}, ). Infatti in gene-
rale se 11 ed 1, sono due rappresentanti dello stesso elemento di MCGo(T),
l'azione di ¢ ed 1y su m (T — { Py, P>}, *) € uguale solo a meno di coniugio,
cioe esiste zg € T (T — {Py, Py}, ) tale che 1y(z) = xoth1(x)x;" per ogni
x € m (T —{ Py, P2}, *). Questo implica che ¢ (x) = 1 in m(T — { Py, P2}, %)
se e solo se ¥y(x) = 1 e quindi ha senso la presentazione del gruppo
fondamentale di un (1, 1)-nodo enunciata nella proposizione precedente.

Il fatto che gli (1,1)-nodi abbiano un gruppo fondamentale che ammette
una presentazione con due generatori ed un unico relatore ¢ una proprieta
molto forte. Infatti, grazie ad un risultato di Norwood [44], cio implica che
ogni (1,1)-nodo in S? & primo e quindi ¢ classificato dal suo gruppo fonda-
mentale (vedi Proposizione 1.2.1). Anche i nodi con numero di tunnel uno,
che contengono strettamente gli (1, 1)-nodi (vedi Osservazione 1.2.3), hanno
gruppo fondamentale che ammette una presentazione con due generatori ed
un relatore e in [48] si congettura il viceversa.

2(Ossia sull’insieme delle classi di omotopia di cappi non basati.
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Dalla Proposizione 2.3.1 segue direttamente il calcolo del primo gruppo di
omologia, osservando che {a, 3,7} & un insieme di generatori libero per
H(0H — 0A) e che I'Osservazione 2.2.1 implica che per un (1,1)-nodo
Ky C L(p,q) vale la relazione omologica ¢ (3) = pa + ¢'8 + ¢"y (dove

¢ +4q" =q).
Corollario 2.3.1. Sia Ky sia un (1,1)-nodo in L(p, q) allora
Hi(L(p,q) — Ky) = (a,7|pa+ ") 2L D Lgeae),

dove ¢" ¢ unicamente determinato dalla relazione omologica

Y(B) =pa+qB+q"y.

Per calcolare esplicitamente la classe di omotopia di ¢(f3), nella tabella
seguente sono elencate le azioni di ¢,,%5,t, e dei loro inversi sulle classi di
omotopia di a, 3 e 7.

Qi
Ql
Qi
Q||
o
R
Qi
Ql
Y
|
Qi
=2l

(2.2)

i
Ql
)
Ql
|
<y
@R
=
i
i

v

=2l

ay|la 'y ¥

Esempio 2.3.1. I nodi Ky, K¢, e Ky, sono nodi banali in S' x 82,
Esempio 2.3.2. Il nodo K;, ¢ il nodo banale in S3.

Esempio 2.3.3. Se ¢ = t,tgt,t,, allora Ky ¢ il nodo S' x {Q} C S' x §?,
dove @ ¢ un punto di S?. Quindi, in questo caso, K, ¢ un generatore standard
per il primo gruppo di omologia di S x S2.

2.4 Rappresentazione standard

In questa sezione dimostreremo che ogni (1,1)-nodo K C L(p,q) ammette
una rappresentazione tramite la composizione di un elemento appartenente
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a ker Q2 ed un elemento che dipende solamente da L(p, q). Una rappresenta-
zione di questo tipo sara detta “standard”.

Innanzitutto, ci occuperemo dei nodi banali negli spazi lenticolari. Sia 7 il
sottogruppo di PMCGy(T) generato da t, e tg. E facile vedere che esiste un
disco D C H, con ANOD = AedD—A C T, percuivale DNa=DNG=I(.
Quindi ogni elemento di 7 produce il nodo banale in uno spazio lenticolare.
D’altra parte, ogni nodo banale in uno spazio lenticolare puo essere rap-
presentato tramite un elemento di 7, come proveremo nella Proposizione
2.4.1.

Lemma 2.4.1. Sia K un (1,1)-nodo in L(p,q). Allora, per ogni r,s € Z
tali che qr — ps = 1 esiste v € PMCGy(T), con Q(v) = (Z i), tale che
K =K,

=P Wy

Dimostrazione. Sia K = K, con Q) = (Z ) Essendo g7 — ps = 1,

esiste c € Z tale che r =7 +cped s =5+ ¢q. Sewziﬁtgc, si ha Ky = Ky,
poiché tgc puo essere esteso ad un omeomorfismo della coppia (H, A). Inoltre

Q) = QDAL = (}q) 5) ((1) f) . (q §+Cq), che completa la
O

=

p T+cp
dimostrazione.

Dati gli interi p,q tali che 0 < p < ¢ e ged(p,q) = 1, si consideri la
successione di equazioni dell’algoritmo Euclideo (con ¢ = p, r; = ¢q):

To = airi +7T2

T = Qag9rgy + T3
Tm—2 = QAm-1Tm—11Tm
"m—1 = GmTm,

CON Ty >rg> " >7Tpm_1>7Tym=1.
Gli a; sono i coefficienti della frazione continua
P 1
- = a/l + —"_—1 .
q @2 a3+~-~+ﬁ

D’ora in avanti useremo la notazione p/q = [ay, az, ..., ay).



46 Cap. 2 Rappresentazione degli (1,1)-nodi

Proposizione 2.4.1. (1) Il nodo banale in S* ¢ rappresentato da
’lbl’o == t/gtatg.

(2) 1l nodo banale in S' x S? ¢ rappresentato da g, = 1.

(3) Siano p,q interi tali che 0 < q < p e ged(p,q) = 1. Se
p/q = [ai,as,...,ay], allora il nodo banale mello spazio lenticolare
L(p,q) & rappresentato da

b= Loty gl sem e dispart,
P:q tgltg@ .. .tgamtgtatg se m e pari.

Dimostrazione. Poiché tutti gli omeomorfismi coinvolti appartengono a 7,
tutti i nodi sono banali. E facile verificare (vedi anche [7, §12.B]) che, per
opportuni r, s € Z, si ha:

([1 0\ (1 a 1 0 e
se m ¢ dispari,
a; 1 0 1 am 1
q s\ _
(P 7”)_
1 0 1 as 1 an 0 -1 . :
se m & pari.
(\a1 1 0 1 0 1 1 0

| 10 1 —a 0 -1
Da Q(t%) = (ai 1), Qty) = (O 1 ), e Qtatats) = (1 0 ), segue
[l

I’enunciato.

Ora siamo in grado di dimostrare il risultato annunciato all’inizio della
sezione.

Teorema 2.4.1. Sia K wun (1,1)-nodo in L(p,q), allora esistono
YY" € kerQQ tali che K = Ky, con ¢ = ', , = 1, 0"

Dimostrazione. Per il Lemma 2.4.1, esiste ¢, con Q(¢) = Q(1,,), tale che
K = K. E sufficiente porre ¢/ = ¢t 1 e 4" =9, 1), O

pq

Una rappresentazione 1» € PMCGy(T) di un (1,1)-nodo sara detta
standard se 1) ha la forma descritta nel teorema precedente.

Osservazione 2.4.1. Un (1, 1)-nodo ammette differenti (in generale infinite)
rappresentazioni standard. Per esempio 7, rappresenta il nodo banale in
S! x S2, per ogni ¢ € Z.
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2.5 Rappresentazione dei nodi torici

In questa sezione daremo una rappresentazione standard per tutti i nodi torici
in S3. Sia K = t(k,h) un nodo torico di tipo (k,h). Allora ged(k,h) = 1
e possiamo assumere che K sia immerso nel bordo T = 0H di un corpo di
manici di genere uno a sua volta immerso in modo standard in S? (ossia
come illustrato in Figura 2.6). Spingendo lievemente (la parte interna di)
un arco A’ C K fuori da H e K — A’ dentro H, otteniamo banalmente
una (1, 1)-decomposizione per K (vedi Figura 2.6). Osserviamo che, per il
Teorema 1.2.4, possiamo assumere 0 < |k| < h.

Figura 2.6: Una (1,1)-decomposizione di un nodo torico.

Nella proposizione seguente |z | denota la parte intera di .

Teorema 2.5.1. Il nodo torico t(k,h) C S* ¢ I(1,1)-nodo K, con:

h

i=1

dove 1,, = tgt;l e =T, HaTmly .

Dimostrazione. A meno di isotopia, possiamo supporre che I’arco
A = Ky —int(A’) sia contenuto in OH, come disegnato in Figura 2.6. L’arco
A pud essere trasformato in un arco banale A tale che AU A’ ¢ il nodo ba-
nale in S® rappresentato dall’omeomorfismo standard P10 = tatats, attraver-
so un’opportuna successione di omeomorfismi 7; e 7,,, secondo il seguente



48 Cap. 2 Rappresentazione degli (1,1)-nodi

Figura 2.7: Effetto di 7, e 737, sull’arco A.

algoritmo. Si consideri la successione di equazioni:

k::qlh+7“1,
QkZQQh+T2,
hk:qhh—i—rh,

dove 0 < r; < h, per i = 1,...h. Inoltre, sia gy = 0. Allora ¢; = |ik/h],
per i = 0,1,...h. Ora definiamo gli omeomorfismi ©; = 77 “', per
t = 1,...,h. In Figura 2.7 ¢ descritto l'effetto di 7, e 77, su A. Come
conseguenza, ’'omeomorfismo ¢ = Y1)y, _1 - - - ¢y trasforma 'arco A nell’arco
A (in Figura 2.8 & mostrato il caso t(5,7)) e quindi si ha ¥ ¢ = ¢1. percio
¢~ 141 o rappresenta il nodo torico t(k, h). Il

Esempio 2.5.1. II nodo torico t(5,7) ¢ I'(1,1)-nodo Ky, con
=1 () (b )3t stat s (vedi Figura 2.8).

m
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Figura 2.8: Banalizzazione di t(5,7).
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2.6 Rappresentazione dei nodi a due ponti

In questa sezione daremo una rappresentazione standard per tutti i nodi a
due ponti in S3. Sia b(/,t) un nodo a due ponti non banale in S?. E facile
verificare (vedi [26, Es. 2.1.14]) che, a meno di equivalenza forte, b(l,?)
ammette una presentazione di Conway con un numero pari di parametri pari
[2a1,2by, ..., 2a,,2b,].

Teorema 2.6.1. Il nodo a due ponti b(l,t) C S* con parametri di Conway
[2a1,20q,...,2ay,,2b,] € 1(1,1)-nodo Ky con:

) = tgtat T, tl T M,

dove T,, = tgt,;l et. = Tl_leTﬂ'Tzl e il Dehn twist lungo la curva € illustrata
in Figura 2.10.

Dimostrazione. In Figura 2.10 ¢ mostrato il risultato dell’applicazione di
T bngdn . pobiga - Applicando 1y = tatats si ottiene il nodo a due ponti
con parametri di Conway [2ay, 20y, ..., 2a,, 2b,].

Ora dimostriamo che si ha t. = 7, '7,77,,! (si noti che nessun disco
bordato da e e propriamente immerso in H ¢ disgiunto da A). Facendo
riferimento alla Figura 2.9, vale la seguente relazione di tipo lanterna (vedi
Sezione 1.4):

t2ts,ts, = tetptc.

Figura 2.9: Una relazione di tipo lanterna.
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Tind. . et
—

Figura 2.10: Rappresentazione standard del nodo a due ponti con
parametri di Conway [2a1,2b1, ..., 2a,, 2by].
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Figura 2.11: Rappresentazione standard del nodo a otto.

Otteniamo ¢ = tatyt;'t, () € quindi te = tatyts 't tat gt " Poiché
ts, = ts, = 1si ha to = 25" = Ctatyty 't 5 atgt 1 5" Ora,
utilizzando le relazioni della presentazione (2.1) otteniamo

te = Clabytg t t bt gt G = totatataty T 0 at gt st =
bttty Uy et atgl ' gt = tytaly iyt gt ot gt =
totaty S ot gtat gt gt = bt et Hattat gt 1, gt =
= bty et atatptat ST = ot et atat gt g =

1 —1,-1 -1 -1_-1
=T to TimtaTm T taTmly Tp =

_ 41 -1_-1_ -1 -1
= by taTmlyty, T =T TmTiT,,

—1,-1 -1,_—
= T, to TmtataTmly, T

]

Esempio 2.6.1. Il nodo a otto b(5, 3), che ha parametri di Conway [2,2], &
il nodo Ky, con ¢ = tgtatsr,, t- (vedi Figura 2.11).



Capitolo 3

Rivestimenti fortemente ciclici
ramificati

In questo capitolo introdurremo il concetto di rivestimento fortemente ciclico
ramificato di un (1, 1)-nodo e ne daremo le condizioni di esistenza ed unicita.
Inoltre, utilizzando la rappresentazione degli (1, 1)-nodi definita nel capitolo
precedente, otterremo un algoritmo che permette di calcolare una presen-
tazione ciclica del gruppo fondamentale dello spazio di rivestimento.

I risultati illustrati in questo capitolo sono contenuti anche in [8].

Richiamiamo, innanzitutto, alcuni concetti che ci serviranno nel resto del
capitolo.

Una presentazione finita e bilanciata di un gruppo (z1,...,z, | 1,...,7s)
¢ detta una presentazione ciclica se esiste una parola w nel gruppo libero
F, generato da xy,...,xz, tale che i relatori della presentazione sono
re = 0" Y(w), per k =1,...,n, dove 0, : F,, —» F,, & automorfismo definito
da 0, (z;) = x;11, peri=1,...,n (indici mod n). Tale presentazione ciclica
e il gruppo corrispondente verranno denotati con G, (w), quindi

Go(w) = {(z1,..., 20 | w, 00 (w),...,00 Hw)).

Ovviamente G, (w) = G, (62 (w)) per ogni intero s.

93
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11 polinomio associato alla presentazione ciclica G,(w) ¢ definito da
fuw(u) = Z a;u't,
i=1

dove a; € la somma degli esponenti di x; in w. Per maggiori dettagli si veda
[25].

3.1 Definizioni e proprieta

In questa sezione definiremo un particolare tipo di rivestimento ciclico ra-
mificato che, nel caso in cui l'insieme di ramificazione sia un (1,1)-nodo,
permettera di ottenere una presentazione ciclica per il gruppo fondamentale
del rivestimento. Vedremo che l'introduzione di questa nozione generalizza
il caso dei rivestimenti ciclici di S* ramificati su un nodo.

Un rivestimento ciclico ad n-fogli di L(p, ¢) ramificato su un (1, 1)-nodo
K sara detto fortemente ciclico (e denotato con C,(K)) se ¢ n l'indice di
ramificazione lungo il nodo! K. Questo significa che la fibra f~!(z) di ogni
punto x € K contiene un unico punto (vedi Osservazione 1.3.1). In tal caso,
se denotiamo con wy : Hy(L(p,q) — K) — Z, la monodromia di f, si ha che
I'immagine attraverso w; della classe di omologia di un meridiano di K ¢
un generatore di Z,, (a meno di equivalenza si puo sempre supporre che tale
immagine sia uno).

Osservazione 3.1.1. Per un (1,1)-nodo in S ogni rivestimento ciclico ra-
mificato ad n-fogli ¢ anche fortemente ciclico. Infatti H;(S® — K) ¢ il gruppo
ciclico infinito generato dalla classe di omologia di un meridiano di K (ve-
di Proposizione 1.2.2) e quindi 'immagine di tale classe attraverso wy € un
generatore di Z,,, che puo essere scelto uguale a uno, a meno di equivalenza.
In altre parole, per gli (1,1)-nodi in S? le nozioni di rivestimento ciclico e
fortemente ciclico coincidono.

Quindi, in particolare, un rivestimento (fortemente) ciclico ramificato ad
n-fogli di un (1,1)-nodo K in S? esiste ed ¢ unico (a meno di equivalenza).

IPit precisamente, se & n I'indice di ramificazione di tutti i punti appartenenti alla
controimmagine di K (ossia tutti i punti pseudo-singolari).
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Ovviamente questo non vale quando lo spazio ambiente non ¢ S*. Per un
(1,1)-nodo K C L(p,q) il primo gruppo di omologia di L(p,q) — K ha la
struttura descritta nel Corollario 2.3.1. Di conseguenza, un rivestimento
fortemente ciclico ramificato ad n-fogli di un (1, 1)-nodo non contenuto in S?
puo non esistere e, quando esiste, pud non essere unico. Si hanno infatti le
seguenti condizioni di esistenza ed unicita.

Teorema 3.1.1. Sia Ky, un (1,1)-nodo in L(p,q). Allora esiste un rivesti-
mento fortemente ciclico ad n-fogli ramificato di K, se e solo se d divide q",
dove d = ged(p,n) e ¢ é unicamente determinato dalla relazione omologica
W(B) = pa+ ¢ B+ ¢"y. In tal caso esistono esattamente d rivestimenti di
questo tipo, a meno di equivalenza.

Dimostrazione. Dato che v € omologo ad un meridiano di K, per definizione,
I'esistenza di un rivestimento fortemente ciclico ramificato ad n-fogli f di K
significa che vale wy(v) = 1, a meno di equivalenza.

Dal Corollario 2.3.1 si ha:

Hi(L(p, q) — Ky) = (o, 7| pa+ ¢"7) = Z & Lgcagpq),

dove ¢” & unicamente determinato dalla relazione omologica ¥ (3) = pa +
¢'B+¢q"y. Quindi il rivestimento esiste se e solo se wg(pa+¢”"y) =0 mod n
o, in altre parole, se esiste un elemento x € Z, tale che px +¢” =0 mod n.
Questa equazione ¢ risolubile se e solo se d divide ¢”, dove d = ged(p, n), e
in tal caso ha esattamente d soluzioni. Poiché due soluzioni differenti danno
luogo a rivestimenti non equivalenti, I’enunciato risulta dimostrato. O

Osservazione 3.1.2. In particolare, per gli (1,1)-nodi in S? si ha p = +1, da
cui seguono immediatamente 1’esistenza e I'unicita di un rivestimento ciclico
ramificato ad n-fogli.

Esempio 3.1.1. Sia ¢ = t2t,t_*, allora K, ¢ un (1,1)-nodo in L(6, 5). Appli-
cando le formule riportate nella Tabella 2.2, si ottiene (3) = (a?ya—1)*a?s.
Quindi si ha:

Hi(L(6,5) — Ky) =< a,7|6a + 4y >Z Z & Zs.

In questo caso non esiste nessun rivestimento ramificato fortemente ciclico a
6-fogli di K. Esistono, contrariamente, rivestimenti ramificati ciclici a 6-fogli
di K. Per esempio, si puo scegliere wy(a) = 1 e wg(y) = 3. Tale rivestimento
non e ovviamente fortemente ciclico in quanto I'indice di ramificazione lungo
K e due.
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Esempio 3.1.2. Sia ¢ =t *t%t_?, allora K, ¢ un (1,1)-nodo in L(4, 1). Si
ottiene ¥(3) = ((77*a?)*a~1)?a=23 e quindi si ha:

Hi(L(4,1) — Ky) =< a,v|4a — 4y >=Z § Zy.

In questo caso esistono esattamente quattro rivestimenti ramificati forte-
mente ciclici a 4-fogli di K, non equivalenti, che dipendono dalla scelta di
wr(a) € Zy.

Come vedremo nell’Osservazione 3.2.2, due rivestimenti ramificati forte-
mente ciclici ad n-fogli di uno stesso (1,1)-nodo non equivalenti possono
essere effettivamente non omeomorfi.

Osservazione 3.1.3. Anche per un (1,1)-nodo K non in S? esistono molti
casi in cui il rivestimento fortemente ciclico ramificato ad n-fogli di K esiste
ed ¢ unico. Per esempio, dato K C L(p, q), per ogni n primo con p esiste un
unico rivestimento fortemente ciclico ramificato ad n-fogli di K.

3.2 Connessioni con le presentazioni cicliche
di gruppi

In questa sezione studieremo i legami tra i rivestimenti fortemente ciclici
ramificati degli (1, 1)-nodi e le presentazioni cicliche del gruppo fondamentale
del rivestimento.

Teorema 3.2.1. [42] Ogni rivestimento fortemente ciclico ramificato a
n-fogli di un (1,1)-nodo ammette una presentazione ciclica per il gruppo
fondamentale indotta da una decomposizione di Heegaard di genere n.

Dimostrazione. Sia f : (M, f~Y(K)) — (L(p,q),K) = (H,A) U, (H', A"
un rivestimento fortemente ciclico a n-fogli dell’(1,1)-nodo K. Allora
H, = f"'(H) e H, = f~'(H') sono entrambi corpi di manici di genere n.
Inoltre, f~'(A) e f~'(A’) sono entrambi archi banali propriamente immersi
in, rispettivamente, H, e H. Otteniamo in questo modo una decomposizione
di Heegaard di genere n (M, f~Y(K)) = (H,, f~'(A)) Ur (H,, f~1(A")), dove
F: 0H,, — OH,, ¢ il sollevamento di ¢ rispetto a f. Sia v C H — A un meri-
diano di A e sia £ C H — A un generatore 7 (H, %) tale che w;(Z) = 0, dove
il punto base * e un qualsiasi punto su u. Esiste: si prenda un generatore
x C H—Adim(H,*). Sew(x) = k allora basta scegliere T omotopo a yu™*.
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Inoltre fissato un punto () € A, sia §{ un arco da * a @) tale che §{NA = Q. Allo-

ra f~1(Q) ¢ un unico punto Q € [7YA) e f71(x) contiene n punti ¥, ..., %,.
Per i = 1,...,n, siano ; e fl i sollevamenti (rispetto ad f) di, rispettiva-
mente, T e f, contenenti %;. Allora glin cappi oy = £'71&1, ..., 2 = &' T06,

generano m1(H,, Q) e sono permutati ciclicamente da un generatore ¥ del
gruppo delle trasformazioni di rivestimento. Sia D’ un disco meridiano per
il toro solido H’ tale che D'N A" = (), allora f~}(D’) ¢ un sistema di dischi
meridiani {f)’l, ..., D!} peril corpo di manici H! | e questi sono permutati
ciclicamente da W. Le curve F(ODY), . . ., (8D;L) danno i relatori per la pre-
sentazione di 71 (M, é) indotta dalla decomposizione di Heegaard. Dato che
U permuta ciclicamente sia le curve le cui classi di omotopia danno i gener-
atori sia quelle le cui classi di omotopia danno i relatori, ’enunciato risulta
dimostrato. O

Figura 3.1: Sollevamento di una (1, 1)-decomposizione.

Osservazione 3.2.1. Poiche, come abbiamo gia visto, i nodi a due ponti ed i
nodi torici sono (1, 1)-nodi, si ottiene che ogni rivestimento fortemente ciclico
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ramificato ad n-fogli di un nodo a due ponti o di un nodo torico ammette
una presentazione ciclica per il gruppo fondamentale.

Sia K un (1,1)-nodo in L(p, q) e sia ¢ un elemento di PMCG2(T) tale
che K = K. Allora m(L(p,q) — Ky, *) = (&, 7 |r(®,7) ), come dimostrato
nella Proposizione 2.3.1. Ora, sia w; la monodromia di un rivestimento
fortemente ciclico ramificato ad n-fogli di K. Seguendo la dimostrazione
del Teorema 3.2.1, scegliamo un nuovo generatore 7 = a5y~*/(* e otteniamo
m(L(p,q) — K,*) =< z,7|7(z,75) >, con 7(Z,7) = r(zy*® 7). Si ha
7(z,7) = 2°14° - - - °5% per qualche ¢y,...,&,01,...,0; € Z.

Teorema 3.2.2. In accordo con le mnotazioni sopra definite, sia
7(z,7) = 29° .- 257% . Allora il gruppo fondamentale del rivestimento
fortemente ciclico ramificato ad n-fogli di K, con monodromia ws, ammette
la presentazione ciclica G, (w), con:

?1...1“?3

w:x” is

(indici mod n), dove iy =1+ Zf;ll d; mod n, perk=1,...,s.

Dimostrazione. Dalla dimostrazione del Teorema 3.2.1, il gruppo fondamen-
tale di C,,(K) ha generatori corrispondenti alle componenti zy,...,Z, del
sollevamento di Z. I relatori sono (omotopi a) F(OD}), ..., F(dD’), dove F
e il sollevamento di ¢ rispetto a f e ogni 615; e una componente del solleva-
mento di un disco meridiano D’ di H' tale che D’N A’ = §). Quindi possiamo
scegliere D’ tale che 0D’ = (/) e quindi i relatori sono (omotopi a) le com-
ponenti del sollevamento di (&, ) = i¢(/3), o equivalentemente 7(Z, 7). Ora,
essendo wy(y) = 1, a meno di equivalenza, un fattore * si solleva ad un arco
che connette il punto di f~!(*) nell’i-esimo foglio con il punto corrispondente
nel foglio i + k mod n. Da questo segue immediatamente ’enunciato. [

Riassumiamo I’algoritmo che permette di trovare la parola w che determi-
na la presentazione ciclica del gruppo fondamentale di un rivestimento forte-
mente ciclico ramificato ad n-fogli f di K una volta assegnato un elemento
1) € PMCG(T) che rappresenta K, cioe tale che K = Ky:

e si usino le formule della Tabella (2.2) per calcolare la classe di omotopia

di ¥(B);
e si trovi r(@,¥) = i1(3) eliminando tutti i termini 3 da ¥(5);
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e si calcoli 7(Z, %) sostituendo 3%/ al posto di @;
e si ottenga w applicando il Teorema 3.2.2.

Nel seguente esempio calcoliamo, applicando il Teorema 3.2.2, la parola che
determina la presentazione ciclica del rivestimento fortemente ciclico rami-
ficato ad n-fogli sui nodi a due ponti di genere uno. Lo stesso risultato e
stato precedentemente ottenuto, utilizzando un metodo differente, in [53] e
generalizzato a tutti i nodi a due ponti in [43].

Esempio 3.2.1. Il gruppo fondamentale del rivestimento fortemente ciclico
ramificato ad n-fogli del nodo a due ponti di genere uno, con parametri di
Conway [2aq, 2b;], ammette la presentazione ciclica G, (w), dove:

w = (27" g ) (a5 gt ) "

Nei prossimi corollari diamo un nuovo risultato per due classi di nodi
torici: i nodi torici di tipo t(k,ck + 1) e quelli di tipo t(k, ck + 2).

Corollario 3.2.1. Il gruppo fondamentale del rivestimento fortemente ciclico
ad n-fogli ramificato del nodo torico t(k,ck + 1), con ¢,k > 0, ammette la
presentazione ciclica G, (w), dove:

c(k—1) k-2 ¢
_ , -1
wo = H xlﬂkHka(c(k—1)+1)—i(ck+1)—1k
j=0 i=0 =1

(indici mod n).

Il gruppo fondamentale del rivestimento fortemente ciclico ramificato ad n-
fogli del nodo torico t(k,ck — 1), con ¢,k > 1, ammette la presentazione
ciclica G, (w), dove:

k—2 -1 e(k—1)—2
B ~1 .
w = H H Ty Li(ck—1)+ik H Lk(c(k—2)—2)+2—jk
=0 1=0 §=0

(indici mod n).
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Dimostrazione. Consideriamo prima il caso t(k,ck + 1). Dal Teore-
ma 2.5.1 si ha t(k,ck + 1) = Ky con ¢ = (177, "tstats.
Applicando la Proposizione 2.3.1 e usando le formule riportate nel-
la Tabella (2.2), si ottiene m(S*—t(k,ck+1)) = (a,7|r(@,7)), con
T(d,’?) _ ,7—1dc(k—1)+1(,771&—c)k—1‘

Allora Hy(S? — t(k,ck+ 1)) = (a,7|a — kvy). Poiché wr(y) = 1, si ha
wi(@) = ke a = zy*. Si ottiene m(S* — t(k,ck + 1)) = (z,7|7(7,7)),
con 7(Z,7) = 7~ Y (zyF)*-D+1(571(57*z71)¢)k~! L’enunciato segue dall’ap-
plicazione del Teorema 3.2.2.

Il caso t(k,ck — 1) si ottiene in maniera del tutto analoga. O

I corollario precedente chiarisce le presentazioni ottenute in [11, Main
Th.]. Una presentazione equivalente ¢ stata ottenuta in [8] utilizzando una
presentazione di t(k,ck £+ 1) non standard.

Corollario 3.2.2. Il gruppo fondamentale del rivestimento fortemente ciclico
ramificato ad n-fogli del nodo torico t(k,ck +2) con k > 1 dispari e ¢ > 0,
ammette la presentazione ciclica G,(w), dove w é uguale a:

(k=3)/2 c(k—1)/2 c(k+1)/2 c(k 1)/2
H H L1—i(ck+2)+jk H xck(k 1)/2—i(ck+2)— H L1~ (k—1)(ck+2)/2+mk
m=0

(indici mod n).

Dimostrazione. Poniamo r = (k — 1)/2. Dal Teorema 2.5.1 si
ha che t(k,ck+2)=K, con ¢ = (77 °m, )7 (77 “r )i Hstats.

Applicando la Proposizione 2.3.1 e usando le formule riportate nel-

la Tabella (2.2), si ottiene m(S* —t(k,ck+2)) = (a,7|r(a,7)), con
7“(0_6 7) (,y Oécr—f—lfy—loé—c(r—l—l)—l)7’,7—10—507’—&—1'

Allora Hy(S? — t(k,ck+2)) = (a,7|a — ky). Poiché wr(y) = 1, si ha
wr(a) = ke a = zy*. Si ottiene m(S® — t(k, ck +2)) = (z,7|7(z,7)),
con 7:@,7,7) — (ﬁ—l(jﬁk)lﬂz(k—l)/zfy—l(ﬁ—kj—l)1+c(k+1)/2)(k—l)/2,7—1(fﬁk)lJrc(k—l)/Q.
L’enunciato segue dall’applicazione del Teorema 3.2.2. O

Per esempio il gruppo fondamentale del rivestimento fortemente ciclico
ramificato ad n-fogli di t(5,7) ammette la presentazione ciclica G,,(w) dove

-1,.-1,.-1,_.-1 -1,.-1,.-1_-1
W = T15T20X25L 9y L1g L14 Lg T8L13X18L 17 X190 X7 Lo T1TeT11-
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Osservazione 3.2.2. Usando ’algoritmo descritto sopra e facile dimostrare
che rivestimenti fortemente ciclici ramificati ad n-fogli di uno stesso (1,1)-
nodo non equivalenti possono essere effettivamente non omeomorfi. Per es-
empio, i gruppo fondamentali dei quattro rivestimenti fortemente ciclici a
4-fogli non equivalenti dell’Esempio 3.1.2 ammettono le presentazioni cicliche
Gy4(w;), con i = 0,1,2,3 definite da

— 2 2,.—1 _ 3 -1
-1 -1
Wy = T4l oT3X4T2T1 W3 = T4X3T1X3T2T¢

per wp(a) = 0,1, 2,3 rispettivamente. Si ha:

Hy(Ca()) = Z®Zy se wpla)=1
PR T Ze @ Zs se wi(a) =0,

Quindi almeno due di questi rivestimenti sono non omeomorfi.

C’¢ un forte legame tra il polinomio di Alexander di un (1,1)-nodo K in
S? e il polinomio associato alla presentazione ciclica del gruppo fondamentale
di C,,(K), costruita nella maniera descritta nel Teorema 3.2.2.

Proposizione 3.2.1. Sia K C S* un (1,1)-nodo. Se Ag(u) ¢ il polinomio
di Alexander di K e f,(u) ¢ il polinomio associato alla presentazione ciclica
del rivestimento fortemente ciclico ramificato di K, ottenuta applicando il
Teorema 3.2.2, si ha Ag(u) = f,(u), a meno di unita di Z[u,u™?], quando
n > deg Ak (u).

Dimostrazione. In [36, Th. 11] e [36, Remark 3] si dimostra I’enunciato nel
caso dei nodi a due ponti in S*. Ma in [36, Remark 4] si osserva che tale
risultato si puo estendere ad ogni nodo K C S il cui gruppo fondamentale
ammette una presentazione con due generatori ed un relatore tale che uno dei
due generatori generi anche il gruppo delle trasformazioni del rivestimento
universale abeliano di K (vedi pag. 21). La Proposizione 2.3.1 assicura che
tale condizione vale per ogni (1,1)-nodo in S3. O






Capitolo 4

Varieta di Dunwoody ed
(1,1)-nodi

In questo capitolo ci occuperemo di stabilire la relazione esistente tra i ri-
vestimenti fortemente ciclici ramificati di (1,1)-nodi e una classe di varieta
dette varieta di Dunwoody, introdotte in [15] tramite diagrammi di Heegaard
dotati di una particolare simmetria ciclica. Piu precisamente dimostreremo
che ogni rivestimento fortemente ciclico ramificato ad n-fogli di un (1, 1)-nodo
¢ una varieta di Dunwoody. Questo teorema, insieme con il [20, Th. 6], che
dimostra il viceversa, prova che la classe dei rivestimenti fortemente ciclici
ramificati degli (1,1)-nodi coincide con quella delle varieta di Dunwoody.
Inoltre descriveremo un algoritmo che, data una rappresentazione standard di
un nodo torico, permette di calcolare i parametri della varieta di Dunwoody
che ne ¢ rivestimento (fortemente) ciclico ramificato ad n-fogli.

4.1 Varieta di Dunwoody

In questa sezione descriviamo la costruzione delle varieta di Dunwoody data
in [15] e ne richiamiamo alcune proprieta.

Siano a, b, c,n interi tali che n > 0, a,b,c > 0ed a4+ b+ ¢ > 0. Sia
['=TY(a,b,c,n) il grafo piano, regolare e trivalente disegnato in Figura 4.1.

Esso, contiene n circonferenze superiori C'. ..., C! ed n circonferenze in-
) 1 » ~'n
feriori CY, - -+, C/ ognuna delle quali possiede d = 2a+b+c vertici. In quanto

63
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Figura 4.1: 1l grafo I'(a, b, ¢, n).

segue considereremo gli indici delle circonferenze C! e C!’ mod n. Per ogni
i=1,...,n,cisono a archi paralleli che connettono la circonferenza C! (risp.
C{') alla circonferenza Cj , (risp. Cy,,), b archi paralleli che connettono la
circonferenza C; alla circonferenza CY,, e c archi paralleli che connettono
la circonferenza C] alla circonferenza C]. Sia &£ l'insieme di questi archi e
poniamo C' = {C1,...,Cl} e C" ={CY,...,CI}.

La compattificazione uno-punto del piano, porta ad un’immersione di I
in S2. E evidente che il grafo e invariante rispetto ad una rotazione g, della
sfera di 27 /n radianti rispetto ad un asse passante per il centro della sfera
che non interseca I'. Ovviamente g, manda C} in C/,; e C in C}',;, per ogni
1=1,...,n.

Siano r ed s due interi fissati. Diamo ora un orientazione in senso orario
(risp. antiorario) alle circonferenze di C" (risp. C”) e numeriamo i loro ver-
tici da 1 a d come illustrato in Figura 4.2 (la numerazione dei vertici va
considerata mod d).

Se, per i = 1,...,n, rimuoviamo dalla sfera la parte interna dei 2n dischi
bordati in S? dalle circonferenze C! e C! che non contengono al loro interno
nessun arco di I, ed incolliamo la circonferenza C con la circonferenza C7’__ in
modo tale che siano identificati i vertici con la stessa numerazione, otteniamo
un grafo quadrivalente regolare su una superficie orientabile T, di genere n.
Si noti che, per costruzione, risulta evidente che si possa fissare r mod d ed
s mod n.
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Figura 4.2: Numerazione dei vertici di I'(a, b, ¢, n).

Attraverso I'identificazione, gli nd archi appartenenti ad £ vengono con-
nessi tramite gli estremi e formano m curve chiuse ey, ..., e, su T,. Per
i=1,...,n,poniamo ¢; =C! =C! ., C={c1,...,cp,} ed E={e1,...,en}.
Ovviamente tagliando lungo le curve appartenenti a C, la superficie T,
non si disconnette. Se m = n ed anche tagliando lungo le curve di £ la super-
ficie T, non si disconnette, allora, per la Proposizione 1.1.1, i sistemi di curve
C ed &£ formano un diagramma di Heegaard di genere n di una 3-varieta che
e pertanto completamente determinata dalla sestupla (a, b, c,n,r,s). Ogni
3-varieta costruita in tale maniera e chiamata varieta di Dunwoody.
Inoltre, per ogni n,s € Z con n > 0, associamo ad una sestupla del tipo
(0,0,0,m,0,s), che chiameremo sestupla banale, il diagramma di Heegaard
banale illustrato in Figura 4.3. E facile vedere che, per ogni s € Z, la varieta
di Dunwoody determinata dal diagramma di Heegaard associato alla sestupla
(0,0,0,m,0,s) ¢ la somma connessa di n copie di S' x S2.

Denotiamo con S I'insieme delle sestuple (a, b, c,n,r,s) € Z° tali che n > 0
e a,b,c > 0 e definiamo ammissibili le sestuple di & che determinano dei
diagrammi di Heegaard, cioe tali che:

(1) linsieme & contiene esattamente n curve chiuse;

(2) la superficie T,, non si disconnette se viene tagliata lungo le curve di £.
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Figura 4.3: 1l diagramma di Heegaard associato alla sestupla banale
(0,0,0,n,0,s).

Il diagramma di Heegaard aperto e la varieta di Dunwoody associati alla se-
stupla ammissibile o saranno denotati con H (o) ed M (o), rispettivamente.

Osservazione 4.1.1. Come osservato in [20], ¢ facile vedere che non tutte le
sestuple di § sono ammissibili. Per esempio, le sestuple (a,0,a,1,a,0), con
a > 1, danno luogo ad esattamente a curve in £; quindi non sono ammissibili
se a > 1. Invece le sestuple (1,0, ¢,1,2,0) non sono ammissibili se ¢ & pari,
perche; in tal caso, £ contiene un’unica curva, ma tagliando lungo essa il toro
T viene disconnesso.

Proposizione 4.1.1. [20] Sia 0 = (a,b,c,n,r,s) una sestupla ammissibile.
Allora o,, induce una permutazione ciclica sulle curve di C e di £. Quindi se
¢ ¢ una curva di C ed e ¢ una curva di € si ha C = {g*Y(c)|k=1,...,n}

ed &= {o"(e)|k=1,...,n}.

Da questo lemma risulta evidente che per ogni sestupla ammissibile o
la presentazione del gruppo fondamentale della varieta di Dunwoody M (o)
indotta dal diagramma di Heegaard H (o) & ciclica.

Data una sestupla ammissibile non banale o, fissiamo un’orientazione
standard per H (o) nel modo seguente: sia v il vertice su ¢; con il numero 1 e
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sia v’ il corrispondente vertice su C]. Si orienti I'arco uscente da v' in modo
tale che v’ sia il punto iniziale e si orienti la curva e; € £ che contiene v in
modo concorde all’orientazione fissata su tale arco. Ora sia e, = ¢~ !(e;) per
ogni k =1,...,n. L'orientazione di e; induce, attraverso p,,, un’orientazione
anche su queste curve che a loro volta inducono un’orientazione sugli archi &’
di H(o). Inoltre, come gia detto sopra, orientiamo le circonferenze C! (risp.
C!) in senso orario (risp. antiorario), per ¢ = 1,...,n. Chiameremo tale
orientazione di H(c) orientazione standard?.

Data una sestupla ammissibile non banale o = (a,b,c,n,r,s) e fissata su
H (o) Vorientazione standard, sia A 'insieme degli archi di H(o) che com-
pongono e;. Denotiamo con p, il numero degli archi di A orientati da una
circonferenza di C’ ad una circonferenza di C"” meno il numero di archi di
A orientati da una circonferenza di C” ad una circonferenza di C' e con ¢,
il numero degli archi di A orientati da una circonferenza C} o C! ad una
circonferenza C},, o Cy.; meno il numero degli archi di A orientati da una
circonferenza Cj,, o CY,, ad una circonferenza C; o C}. Inoltre poniamo
Ps = ¢ = 0 se o e una sestupla banale.

Si noti che p, ha la stessa parita di b+ c mentre g, ha la stessa parita di 2a+b
e quindi di b. E evidente che Ps € ¢, dipendono solo dagli interi a, b, c, .

Si ha il seguente risultato.

Teorema 4.1.1. [20] Sia ¢ = (a,b,c,n,r,s) una sestupla ammissibile.
La wvarieta di Dunwoody M(a,b,c,n,r,s) ¢ il rivestimento fortemente ci-
clico ad n-fogli della varieta M(a,b,c,1,7,0) ramificato su un (1,1)-nodo
K = K(a,b,c,r) dipendente solo dai parametri a,b,c,r. Inoltre, la varieta
M(a,b,c,1,1,0) é omeomorfa a:

(1) S3, se py, = *1;
(2) S' x 82, se p, = 0;
(3) ad uno spazio lenticolare L(p,q), con p = p,, se |p,| > 1.

L’(1,1)-nodo K(a,b,c,r) del teorema precedente, con a + b + ¢ > 0,
ammette una naturale (1,1)-decomposizione (H, A) U, (H', A"), tale che gli
archi di & del diagramma disegnato in Figura 4.4 rappresentano la curva

'L orientazione standard di H(0,0,0,n,0, s) consiste nell’orientare le circonferenze ca-
noniche CJ (risp. C}’) in senso orario (risp. antiorario) e le restanti curve (chiuse) in senso
orario.
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Figura 4.4: Il diagramma H(a,b,c,1,r,0), con a+ b+ ¢ > 0.

o) = ¥(B), con Y € PMCGy(T). Il gruppo fondamentale dell’(1, 1)-nodo
K = K(a,b,c,r), con a + b+ ¢ > 0, puo essere letto sul diagramma di
Dunwoody H(a,b,c,1,n,0) nel modo seguente: la relazione r(a,7) = i)(j3)
che determina la presentazione di m (L(p,q) — K, %) data nella Proposizione
2.3.1 si puo ottenere camminando lungo gli archi di £ seguendo una fissata
orientazione: ad ogni arco di £ e associata una parola nelle lettere @ e ¥
che rappresenta la sua classe di omotopia nel gruppo fondamentale di H— A,
dove il disco propriamente immerso che ¢ ombreggiato in neretto in Figura

4.5 e di cui la circonferenza c ¢ bordo e contratto al punto base *.

Osservazione 4.1.2. Si noti che —p, (risp. —¢,) non ¢ altro che la somma
degli esponenti di @ (risp. %) in r(@,%). In altre parole si ha p, = —p e
Go = —q", con Y(B) = pa+¢'B + ¢"y in H(OH — 0A).

Denotiamo con H la classe degli (1, 1)-nodi K tali che esiste una varieta di
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Figura 4.5: Calcolo del gruppo fondamentale di K(a,b,c, 7).

Dunwoody M (a,b,c,n,r,s) che ¢ rivestimento fortemente ciclico ramificato
di K = K(a,b,c,r) come descritto nel Teorema 4.1.1. Il seguente risultato
mostra che H contiene tutti i nodi a due ponti in S?.

Teorema 4.1.2. [20] La sestupla o1 = (a,0,1,1,7,0) con ged(2a+1,2r) =1
¢ ammissibile. Inoltre, se s = —q,, allora la sestupla o, = (a,0,1,n,7,5s)
¢ ammissibile per ogni n > 1 e la varieta di Dunwoody M (a,0,1,n,r,s)
¢ il rivestimento ciclico ad n-fogli di S® ramificato sul nodo a due ponti
b(2a +1,2r).

Nella prossima sezione dimostreremo che in effetti si ha Ky = H.
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4.2 Legami con gli (1,1)-nodi

In questa sezione dimostriamo il teorema annunciato all’inizio del capitolo,
ossia che ogni rivestimento fortemente ciclico ramificato ad n-fogli di un
(1,1)-nodo & una varieta di Dunwoody. Inoltre descriviamo un’algoritmo che
permette di trovare i parametri di Dunwoody dei rivestimenti ciclici ramificati
dei nodi torici in S3.

Teorema 4.2.1. Ogni rivestimento fortemente ciclico ramificato di un (1,1)-
nodo e una varieta di Dunwoody.

Dimostrazione. Sia K C L(p,q) un (1, 1)-nodo e sia
¢ : (OH',0A") — (OH,DA)

un omeomorfismo che rovescia le orientazioni e che definisce una (1,1)-
decomposizione (L(p,q),K) = (H,A) U, (H, A") di K. Sia § (risp. )
un meridiano di OH (risp. 9H') che borda un disco in H (risp. H') che non
interseca A (risp. A’). Le curve [ e ¢((') determinano un diagramma di
Heegaard su 0H = T associato alla (1, 1)-decomposizione, che non interseca
0A = {P,P,}. Sia H, il diagramma di Heegaard aperto su S? ottenuto
tagliando T lungo 3. Questo sara costituito dalle circonferenze canoniche C’
e C” ottenute dal taglio lungo 3 e dalla curva chiusa o dall’insieme di archi
aventi estremi su C’ e C” corrispondenti a ¢(3'), che denoteremo con &'
Supponiamo ora che si verifichi una delle situazioni seguenti:

(1) H, e il diagramma disegnato in Figura 4.6 a);

(2) H, ¢ il diagramma disegnato in Figura 4.6 b);

(3) esistono degli interi a,b,c,r, con a,b,c > 0 ed a+ b+ ¢ > 0, tali che
H, ¢ il diagramma H(a,b,c, 1,7,0), disegnato in Figura 4.4.

Nel primo caso K ¢ il nodo S' x {Q} C S! x S?, dove @ ¢ un punto di S?%
in altre parole K e un generatore standard per il primo gruppo di omologia
di S! x S?. Quindi si ha:

Hi(S' x8* — K) = (a,7|7).

Percio, per il Teorema 3.1.1, non esiste nessun rivestimento fortemente ciclico
ramificato di K.
Nel secondo caso K ¢ il nodo banale in S' x S2, quindi si ha:

H(S' x S* - K) = (a, 7| 0).
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Fj‘l. Pl.

Figura 4.6: Diagramma di Heegaard associato al: a) generatore standard
per Hy(S' x S?) b) nodo banale in S! x S2.

Percio, per il Teorema 3.1.1, esistono esattamente n rivestimenti forte-
mente ciclici ramificati ad n-fogli di K dipendenti dalla scelta dell'imma-
gine s € Z, della classe di omologia di « attraverso la mappa di mono-
dromia w. Se denotiamo con C, , il rivestimento ad n-fogli ottenuto per
w(a) = s, si ha C, s = M(0,0,0,n,0,s). In realta, come gia notato in prece-
denza, M(0,0,0,n,0,s) & la somma connessa di n copie di S! x S?, per ogni
s € 7.
Consideriamo adesso 1'ultimo caso. Se f : M — L(p,q) ¢ un rivestimento
fortemente ciclico ramificato ad n-fogli di K, per il Teorema 3.2.1, 1'(1,1)-
decomposizione di K si solleva ad una decomposizione di Heegaard di genere
n per M. Quindi il sollevamento della circonferenza C’ (risp. C”) ¢ costi-
tuito da n circonferenze C1,...,C! (risp. C7,...,C/). Inoltre, se denotiamo
con wy la monodromia associata al rivestimento, la condizione ws(y) =1 (a
meno di equivalenza) implica che il sollevamento di un arco v' € £ avente
entrambi gli estremi sulla circonferenza C’ (risp. C”) ¢ costituito da n archi
che collegano la circonferenza C] (risp. C}') con la circonferenza C7,, (risp.
' 1) mentre il sollevamento di un arco v' € £’ che collega la circonferenza C"
con la circonferenza C” & costituito da n archi che collegano la circonferenza
C; con la circonferenza C7, ;, dove j € {0,1} ¢ il valore assoluto dell’espo-
nente di v nella parola associata all’arco v’ in 7 (L(p, ¢) — K, %) (vedi Figura
4.5), per i = 1,...,n, dove gli indici delle circonferenze sono da considerare
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mod n. Quindi il sollevamento ﬁ[@ di H, ¢ il diagramma di Heegaard aperto
associato al grafo I'(a,b,c,n) illustrato in Figura 4.1 e la regola di incolla-
mento consiste nellincollare C! con C7_, identificando i vertici con la stessa
numerazione, dove? s ¢ w¢(a). In altre parole M ¢ la varietd di Dunwoody
M(a,b,c,n,r,s), con r opportunamente scelto.

Quindi per dimostrare il teorema e sufficiente far vedere che, in generale, il
diagramma H, ¢ equivalente ad uno dei tre diagrammi discussi sopra. Per
dimostrarlo, faremo vedere che ¢ possibile portare H, in una delle forme
volute attraverso un numero finito di movimenti di Singer. I movimenti che
utilizzeremo nella dimostrazione sono descritti nell’appendice mentre una de-
scrizione pitt completa si puo trovare in [51].

A meno di isotopia, possiamo sempre supporre che a ¢(5") = ¥(/) corrispon-
da in H, un insieme di archi e non una curva chiusa. Fissiamo innanzitutto
alcune notazioni. Poniamo ¥ = S? —{P;, P} e ¥; = S? — P, per i = 1,2.
Il diagramma di Heegaard ottenuto dopo k passi sara denotato con Hy, le
circonferenze canoniche di tale diagramma saranno denotate con Cj e C},
mentre £, denotera 'insieme di archi o la curva chiusa di Hj, corrispondente
a ¢(#'). In particolare H, = Hy, C' = Cj, C" = C{, & = &j. Inoltre
indicheremo con Aj ed A} l'insieme di archi di Hy che hanno entrambi gli
estremi su, rispettivamente, C} e C} e con By l'insieme degli archi di Hy,
che collegano Cj, con C}. Si noti che ad ogni passo |A,| = |A}|. Denotia-
mo con v(CY}) il numero dei vertici di C}, e con v(C}) il numero dei vertici
di C}. Chiaramente, ad ogni passo k, si ha v(C}) = v(C}). Infine dire-
mo che un arco v € A (risp. A}) ¢ banale in, rispettivamente, ¥, ¥, ¥,
se ¢ isotopo, tramite un’isotopia ad estremi fissati, ad un arco su Cj, (risp.
CY) in, rispettivamente, ¥ — (int(D},) U int(Dy})), 31 — (int(Dy,) U int(Dy)),
Yo — (int(Dy,) Uint(Dy)), dove D;, e Dy sono i dischi canonici di Hj, .

Sia v € A{j un arco banale in ¥ e sia C] una circonferenza che contiene al
suo interno C} e v, ma non i punti P, e P, (vedi Figura 4.7). Applicando il
movimento di Singer di tipo IB a C] otteniamo un diagramma H; nel quale
I'arco v ¢ stato eliminato ed i due archi uscenti dai vertici Ay ed A; su Cf
con la stessa numerazione degli estremi di v su C{ sono stati incollati tramite
Iidentificazione di Ay con Aj.

Chiaramente la stessa cosa puo essere fatta per un’arco di Aj banale in ¥.

2Si noti che dal Teorema 3.1.1 segue che s soddisfa la relazione ps+¢” =0 mod n, che,

per I'Osservazione 4.1.2, non ¢ altro che la condizione necessaria per le sestuple ammissibili
riportata in [20].
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Figura 4.7: Movimento di Singer di tipo IB.

Poiché ogni volta che passiamo da Hjy ad Hp,.; tramite un’operazione di
questo tipo si ha v(Cj, ;) = v(C},) —2, in un numero finito di passi otteniamo
un diagramma Dy, in cui tutti gli archi di Aj U A} sono non banali in 3.
Supponiamo che A; , A7 # (). Allora esistono 7, j € {1,2} con i # j, tali
che ogni arco di Aj, (risp. Aj ) ¢ banale in X; (risp. 3;), ma non in ¥;
(risp. 3;). Infatti, ¢ facile vedere che se esistesse un arco in Aj (risp. A7),
non banale sia in 3; che in ¥;, dovrebbe esistere un arco in Aj (risp. Aj;, )
banale in X.

Questo, in particolare, significa che ogni arco v in A} (risp. Aj ) ¢ tale che
la curva chiusa ottenuta dall’'unione di v con uno dei due archi individuati
da v su C}, (risp. C} ) divide S* in due dischi ognuno dei quali contiene
uno ed un solo punto tra P; e P,. Quindi, se X, X', X sono le circonferenze
disegnate in Figura 4.8 e se indichiamo con B, B’ e B” i dischi bordati da
X, X" e X" rispettivamente, che non contengono P e P, ogni arco di Aj,
(risp. Aj,) & come segue: parte da C} (risp. C}/ ), compie h; (risp. ho) giri
intorno a €}, (risp. C}) rimanendo all'interno di B’ (risp. B") e hs mezzi
giri intorno a X mantenendosi all’interno di B, gira intorno a P (risp. P;) se
hs € pari o intorno a P; (risp. P») altrimenti e torna indietro parallelamente
terminando su C}, (risp. C}|). Per convenzione, un arco compie |h;| giri o
mezzi giri in senso antiorario (risp. orario) se il segno di h; € positivo (risp.
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Figura 4.8: Archi di A} e A] per hy =2, hp=—2e hg =3.

negativo), per i = 1,2, 3.
Sia Hy, il diagramma ottenuto applicando |h;| volte il movimento di Singer di
tipo ITB**") Jungo la circonferenza X, |hs| volte il movimento di Singer di
tipo ITB*¥"""2) lungo la circonferenza X", e |hs| volte il movimento di Singer
di tipo ITA®™""3) lungo la circonferenza X. Allora gli archi appartenenti a
&, U Ay, sono sicuramente del tipo richiesto. Inoltre la condizione di non
intersezione di ogni coppia di archi di &, implica che, esiste z € Z tale che
ogni arco di By, ¢ a meno di isotopia®, come illustrato in Figura 4.9. Di
nuovo, applicando |z| volte il movimento di Singer di tipo IIB*"*) lungo la
circonferenza Y disegnata in Figura 4.9, si ottiene il diagramma, cercato?.
Analizziamo cosa accade quando Aj, = Ay = (). Abbiamo due casi:

3Un arco appartenente a By, che compie j giri intorno a Cy., rimanendo all’esterno
di un disco contenente Py e C} ¢ isotopo ad un arco che compie —j giri intorno a Cj,
rimanendo all’esterno di un disco che contiene P, e C,/CZ.

4Si noti che 'applicazione del movimento di Singer di tipo IIB lungo la circonferenza
Y non modifica gli archi di A}, UAj .
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=0

Figura 4.9: Archi di By,.
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(1) v(Cy,) #0;
(2) v 1/4:1) =0.

Nel primo caso &), continua ad essere un’insieme di archi e coincide con
Bj,. Analogamente a quanto fatto sopra, applicando un numero opportuno
di volte il movimento di Singer di tipo IIB*!' lungo le circonferenze X', X"
oppure Y possiamo evitare che gli archi di By, compiano dei giri intorno a
Cy, oppure C}/ ed applicando un numero opportuno di volte il movimento di
Singer di tipo ITA®! lungo la circonferenza X possiamo evitare che gli archi
di By, compiano dei giri intorno a X e quindi ridurre il diagramma nella
forma voluta.

Nel secondo caso ovviamente & ¢ una curva chiusa. Per ottenere la forma

~—~

a) d)

Figura 4.10: Il diagramma Hy,_;.

voluta (ossia una delle due illustrate in Figura 4.6) consideriamo il diagram-
ma Hy,_1; tale diagramma avra solo due archi v' € A _; e v"” € Aj _; uno
dei quali ¢ banale in X. Possiamo supporre che sia ad esempio v”. Allora
applicando opportunamente i movimenti di Singer di tipo ITA e IIB, analoga-
mente a quanto fatto sopra®, ci si puo ridurre ad uno dei diagrammi illustrati
in Figura 4.10, che chiamiamo Hy,_;. Pill precisamente, se D ¢ il disco su S?
bordato dalla curva chiusa ottenuta dall’'unione di v" con uno dei due archi

5Si noti che tali movimenti non alterano v”, ma possono scambiare le due circonferenze
canoniche.
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individuati da v’ su C} _, che contiene al suo interno la circonferenza Cy _;,
il diagramma Hy, 1 sara quello illustrato in Figura 4.10 a), b), ¢), d), se D
contiene, rispettivamente, entrambi i punti P; e P,, nessuno dei punti P,
P,, solo P, solo P,. Ora, applicando il movimento di Singer di tipo IB in
modo da eliminare v” e tenendo conto che le identificazioni dei vertici devono
essere tali per cui la curva chiusa che viene a formarsi non deve disconnettere
il toro, si ha che il diagramma Hy, in tal modo ottenuto ¢ quello cercato. [

Corollario 4.2.1. La classe H degli degli (1,1)-nodi K tali che esiste una
varieta di Dunwoody M(a,b,c,n,r,s) che e rivestimento fortemente ciclico
ramificato ad n-fogli di K = K(a,b,c,r) coincide con la classe Ky di tutti
gli (1,1)-nodi.

A conclusione del capitolo (e della tesi) illustriamo un risultato per i nodi

torici analogo a quello trovato in [20] per i nodi a due ponti (vedi Propo-
sizione 4.1.2), ossia descriviamo un’algoritmo che permette di determinare i
parametri della varieta di Dunwoody che e il rivestimento ciclico di un nodo
torico.
Procederemo nella maniera seguente: sia ¢ = 1" o la rappresentazione stan-
dard di un nodo torico t(k, h), ottenuta come descritto nel Teorema 2.5.1.
Allora ¢ g = tgtatg e ¢’ € ker( e il risultato di successive composizioni
degli elementi 7,,! e Tl_l. Quindi per calcolare i parametri (a, b, ¢, r) tali che
H, = H(a,b,c,1,r,0), 'idea ¢ di illustrare come il diagramma di Heegaard
associato al nodo banale K(0,0,0,0) C S! x S?, ossia il diagramma di Dun-
woody H(0,0,0,1,0,0), si modifica tramite 1'applicazione iniziale di ¢ e
'applicazione successiva degli elementi 7,.! e Tl_l che determinano ¢’. Ma
i diagrammi di Heegaard che otterremo ad ogni passo non saranno in gene-
rale dei diagrammi di Dunwoody e, solo una volta ottenuto il diagramma
finale H,, sara possibile “normalizzarlo” (attraverso opportuni movimenti di
Singer, come mostrato nella dimostrazione del Teorema 4.2.1) per ottenere
un diagramma di Dunwoody. Quindi, per illustrare lazione di 7,,' e Tl_l
€ necessario considerare dei diagrammi piu generali di quelli di Dunwoody.
Piu precisamente, indichiamo con H,(a, b, c, 1,r,0) il diagramma di Heegaard
illustrato in Figura 4.11, dove assumiamo la convenzione che un arco con un
etichetta k indica k archi paralleli, e facciamo variare il parametro r su tutto
Z (nei diagrammi di Dunwoody generalmente r si considera mod d). Infine
indichiamo con K,(a,b,c,r) I'(1, 1)-nodo associato al diagramma di Heegaard
H.(a,b,c,1,7,0). Allora si ha il seguente risultato.
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7<-1 z=-1

Figura 4.11: Il diagramma di Heegaard H,(a,b,c,1,7,0).
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Proposizione 4.2.1. Sia t(k,h) C S® un nodo torico e sia v = 't
la rappresentazione standard di t(k,h) ottenuta come descritto nel Teorema
2.5.1. Allora t(k,h) é il nodo K(a,b,c,r) = K,(a,b,c,r) dove i parametri
a,b,c,r,z sono determinati utilizzando il sequente algoritmo:

1) il nodo banale Ky, , C S ¢ il nodo Ky(0,0,1,0);
P1,0

(2) se Ky = K.(a,b,c,r) allora K -1, = K, (a,bcr + d), con
d=2a+b+c;

(3) se Ky = K.(a,b,c,r) allora KTl—lw =K. (a,V, 1), dove

a=a+m
b= (r—2h) —kd
d=(k+1)d—(r—2h)=d-10

=a+m+h
7=k
essendo:
at+b+c sez<—1 (—z—=1c+(—2—2)b sez< -1
h=<a+c sez=—1, m=<0 sez=—1,
a sez>—1 (z+ )b+ zc sez>—1

ek=|(r—2h)/d], cond=2a+b+ec.

Dimostrazione. In Figura 4.12 ¢ illustrato il risultato dell’applicazione di
Y10 = tgtats sul diagramma di Dunwoody banale H(0,0,0,1,0,0): il risul-
tato ¢ il diagramma H(0,0,1,1,0,0), ossia Ky, , = K¢(0,0,1,0).

Per vedere qual ¢ I'azione di 7, e 7, ! basta ricordare che l'effetto di 7! e
Tl_l e di far scivolare P5 lungo, rispettivamente, un meridiano standard ed
un parallelo standard del toro, in senso contrario all’orientazione fissata su
tali curve.
L’azione di 7,,' si ricava facilmente osservando che ¢ la composizione di
tgl con t,: leffetto di tgl (risp. t,) su un diagramma di Heegaard non e
altro che I'applicazione di un movimento di Singer di tipo IIB~" (risp. 1IB)
lungo la curva 3 (risp. 7). Ma la curva 3 ¢ isotopa alla curva X' illustrata in
Figura 4.8 e la curva 7 e isotopa alla curva Y illustrata il Figura 4.9, da cui
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L?w

Figura 4.12: Azione di ¢; o su K¢(0,0,0,0).

)
-1
T )
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Figura 4.13: Azione di 7! su Ko(a,b,c, 7).
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si deduce che l'effetto di tgl e di far compiere a tutti gli archi uscenti da C’
un giro in senso antiorario al di sotto di P, cioe di aumentare il valore del
parametro r di d = 2a + b + ¢ mentre 'effetto di ¢, ¢ quello di diminuire il
valore del parametro z di un’unita. In conclusione, quindi, 7,,! fa passare dal
diagramma H,(a, b, c, 1,r,0) al diagramma H, i(a,b,c,1,7+d,0). In Figura
4.13 ¢ illustrata I’azione di 7,,! per z = 0.

Studiare 1’azione di Tl_l e la parte piu complicata. Questo ¢ dovuto al
fatto che la posizione di un parallelo standard del toro sul diagramma dipende
dal valore del parametro r. In particolare, al variare di r cambia il numero
di intersezioni che un parallelo ha con gli archi di un dato diagramma. Sia
h il valore di r per cui il numero di tali intersezioni ¢ minimo. Sceglieremo
sempre come parallelo quello che collega il punto medio dei vertici con la
numerazione d ed 1 su C” con il corrispondente punto su C”.

E facile vedere che si ha (vedi Figura 4.14):

a+b+c sez< -1
h=<a+c se z =—1

a se z > —1

e che per r = h il parallelo ha esattamente a + m intersezioni con gli archi
del diagramma. Innanzitutto analizziamo il caso in cui r = h. In tal caso
I’azione di Tl_l e illustrata in Figura 4.15, dove 'arco tratteggiato indica la
posizione il parallelo. In questa figura e nelle successive la numerazione dei
vertici di C" (risp. C”) avviene in senso orario (risp. antiorario) partendo
dal vertice con numerazione 1 e, dato che k archi paralleli sono identificati
in un unico arco con un’etichetta k, utilizziamo la convenzione che il numero
assegnato ad un vertice del diagramma va inteso come il numero assegnato al
vertice corrispondente al primo (rispetto all’orientazione della circonferenza)
dei k archi paralleli. In tal caso otteniamo un diagramma ridotto ed e facile
vedere che si ha (a/,V/, 7", 2") = (a+m,d — h,h,a+m + h,—1). Del resto
ser =h # 0 allora —d < r —2h = —h < 0 cioe k = —1 che sostituito nella
formula dell’enunciato da la stessa espressione. Se invece r = h = 0 si ha
k = 0 e quindi dall’enunciato si ottiene (a’, ', ¢, 7", 2") = (a+m,0,d, a+m,0)
che ¢ uguale al diagramma determinato dai parametri (a+m,d,0,a+m, —1).
Ora analizziamo cosa accade quando r > h oppure r < h. Il risultato dell’ap-
plicazione di 7'[1 ¢ illustrato in Figura 4.16. In entrambi i casi, le ulteriori
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z<-1

z=-1

Figura 4.14: Determinazione del parametro h.
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=<-1 z=-1 z>-1

atbt+c atb a+c

Q).

arm a atm

Figura 4.15: Azione di Tl_l su K,(a,b,c,r), per r = h.
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r<h r>h

arm atm

Figura 4.16: Azione di Tfl su K,(a,b,c,r), per r < h ed r > h.

|r — R intersezioni creano |r — h| archi banali® con estremi su C”. In tal caso
¢ possibile applicare | — h| volte il movimento di Singer di tipo IB per elimi-
nare tali archi, in quanto il risultato dell’applicazione di questo movimento e
un diagramma isotopo a quello di partenza. Questo porta all’indentificazione
degli archi i cui estremi su C’ hanno la stessa numerazione degli archi che via
via andiamo ad eliminare. La posizione degli archi banali dipende da caso a
caso per cui quella illustrata in Figura 4.16 ¢ indicativa: 1’i-esimo arco banale
ha estremi su C” con numerazione a+m+d+ied a+m+d+2(r—h)—i+1
se h <r e con numerazione a + m+ied a+m+2h—71)—i+1seh>r.
Ad ogni applicazione del movimento di Singer di tipo IB si elimina un arco
banale partendo dal piu interno (che ¢ I’|/r — h|-esimo arco banale che si incon-
tra percorrendo C” secondo la sua orientazione) per finire con il piu esterno
(che ¢ il primo arco banale che si incontra percorrendo C” secondo la sua

SDiciamo che un arco v € A” & banale se & isotopo, tramite un’isotopia ad estremi
fissati, ad un arco su C” in ¥ — (int D’ Uint D”), con ¥ = 82 — {P, P,} e D', D" dischi

canonici.
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r-2h

atm
Figura 4.17: Studio dell’azione di Tl_l nel caso r — h > h.

orientazione). In figura l'asterisco indica come avvengono le identificazioni
dei vertici su C’. Una volta concluse tali identificazioni e ridotto quindi il
diagramma, si ha che come prima a’ = a+m ed ' = a+m+ h mentre il val-
ore degli altri tre parametri dipende dal quoziente della divisione di |r — 2h)|
per d. Supponiamo ad esempio che r > h allora abbiamo due casi:

(1) se r — h < h otteniamo ' = d — h+ (r — h) = d+ (r — 2h),
d=h—(r—h)=2h—rez =-1,

(2) se ¥ — h > h, dopo aver applicato h volte il movimento di Singer di
tipo IB, otteniamo il diagramma illustrato in Figura 4.17. Applicando
i restanti » — 2h movimenti e continuando quindi le identificazioni,
quello che accade € che d identificazioni aumentano il parametro 2’ di
un unita, ossia, se k ¢ l'intero definito da k = |(r — 2h)/d], si ha che
V= (r—2h)—kd, ¢ =(k+1)d—(r—2h)ez =k

Analizzando in maniera del tutto analoga il caso r < h si ottiene la formula
cercata. O
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Corollario 4.2.2. ] rivestimento ciclico ramificato ad n-fogli sul nodo torico
t(k,h) = K(a,b,c,r), dove i parametri a,b,c,r sono stati determinati uti-
lizzando [’algoritmo descritto nella proposizione precedente, ¢ la varieta di
Dunwoody M (a,b,c,n,r,s), dove s = —p,q, con o = (a,b,c,1,r,0).

Dimostrazione. Per il Teorema 4.1.1 dobbiamo determinare solo il sesto
parametro s della sestupla. Per l'esistenza del rivestimento ¢ necessario

che sia verificata la condizione ¢, + sp, = 0 mod n per ogni n, dove
o = (a,b,c,1,7,0). Poiché t(k,h) C S3 si ha p, = —p = +1 e quindi
basta scegliere s = —p,q,-. O

Come interessante applicazione abbiamo determinato esplicitamente i
parametri associati ai nodi torici di tipo t(k,ck + 1) e t(k,ck —1).

Corollario 4.2.3. (1) Per ogni ¢ > 0 e k > 1 si ha che il nodo torico
t(k,ck+1) ¢ il nodo K(1,k —2,2kc —2c—k+ 1,k).

(2) Per ogni ¢,k > 1 si ha che il nodo torico t(k,ck — 1) ¢ il nodo
K(1,2kc—2c—k — 1,k — 2,3k — 4).

Dimostrazione. Dal Teorema 2.5.1 si ha che t(k,ck + 1) é rappresentato
c—1

dall’elemento ¢ = (7, °7;; )7 Mtstats mentre t(k,ck — 1) & rappresenta-

m

to dall’elemento o' = 7' (7, 7y ©)* =27 1r! =015t 5. Applicando lal-
goritmo descritto nella Proposizione 4.2.1 agli elementi 1 e v’ si ottiene

I’enunciato. O

Questo risultato ¢ in accordo con quanto ottenuto in [2] utilizzando tecni-
che diverse. In particolare, in tale articolo ¢ stata trovata la stessa qua-
terna di parametri nel caso dei nodi torici di tipo t(k,ck + 1), mentre nel
caso dei nodi torici t(k,ck — 1) & stata trovata la quaterna di parametri
(1,k—2,2ck—2c—k—1,—3k+4) che ¢ in effetti equivalente a quella trovata
nel Corollario 4.2.3, come mostra la seguente osservazione.

Osservazione 4.2.1. Gli (1, 1)-nodi K(a,b,c,r) e K(a,c,b,d—1) sono equi-
valenti. Infatti consideriamo il diagramma di Dunwoody H(a,b,c,1,7,0) e
consideriamo una simmetria di S? rispetto al piano che interseca S? nella
circonferenza massima J passante per { P, P,} illustrata in Figura 4.18. In
tal modo otteniamo il diagramma H_;(a,c, b, 1, —r,0) che, tramite un movi-
mento di Singer di tipo IIB™!, ossia l'inverso di un Dehn twist lungo v (vedi
Appendice) e equivalente ad H(a,c,b,1,—r,0). In Figura 4.18 ¢ illustrata
tale equivalenza nel caso di K(1,1,2,1).
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Figura 4.18: Equivalenza di K(1,1,2,1) e K(1,2,1,4).
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Figura 4.19: Presentazione di Dunwoody del nodo torico t(5, 8).

Esempio 4.2.1. Consideriamo, per esempio, t(5,8). Per il Teore-
ma 2.5.1 una presentazione standard del nodo torico t(5,8) ¢ data da
V=1t b () stat . Quindi, applicando Palgoritmo con-
tenuto nella Proposizione 4.2.1, il nodo torico t(5,8) ¢ il nodo K(2,1,14,11).
Inoltre, osservando il diagramma illustrato in Figura 4.19, e facile verificare
che p, = —1 e g, = 5. Quindi il rivestimento ciclico ad n-fogli ramificato su
t(5,8) ¢ la varieta di Dunwoody H(2,1,14,n,11,5).



Appendice

Movimenti di Singer

In questa appendice descriviamo i movimenti di Singer utilizzati nella di-
mostrazione del Teorema 4.2.1, ossia i movimenti IB, IIB e ITA. Richiamiamo
alcune notazioni. Dato il diagramma di Heegaard su T costituito dai sistemi
di curve {¢;} ed {e;} denoteremo, nel corrispondente diagramma di Heegaard
aperto, con C! e C! le circonferenze canoniche corrispondenti a ¢; e con E;
I'insieme di archi o la curva chiusa corrispondente ad e;, peri =1,...,g.

Movimento di Singer IB

Sia G C S? una circonferenza tale che GNC{ = GNC! =, peri=1,...,ne
tale che uno dei due dischi bordati da G in S? contiene al suo una ed una sola
circonferenza canonica, diciamo C},. Chiameremo D tale disco. Ora tagliamo
S? lungo G e poniamo G’ = 9(S? — int(D)) e G” = dD. Infine incolliamo D
ad S? identificando i punti corrispondenti di Cj, e C}. In tal modo, otteniamo
un diagramma di Heegaard in cui la coppia di circonferenze canoniche Cj, e
C} ¢ stata sostituita dalla coppia di circonferenze canoniche G' ¢ G”.
Questo movimento permette di sostituire una curva ¢; con un’altra ad essa
isotopa. La stessa cosa ovviamente si puo fare per le curve e;, prendendo
come circonferenze canoniche le circonferenze corrispondenti al taglio di T,
lungo e; ed applicando questo movimento. In altre parole i sistemi di curve di
un diagramma di Heegaard chiuso possono essere definiti a meno di isotopia.

Movimento di Singer di tipo IIB

Sia GG una curva semplice chiusa tale che uno dei due dischi bordati da G in
S? contiene al suo interno una ed una sola circonferenza canonica. Il movi-
mento di Singer di tipo IIB lungo la circonferenza G consiste nell’applicare
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ad S? un Dehn twist lungo G.

Movimento di Singer ITA

Sia G C S? una curva semplice chiusa su S? e sia G il risultato di una piccola
deformazione di G tale che GNG’ = (). In altre parole G e G’ hanno ’aspetto
di due circonferenze concentriche distinte. Supponiamo inoltre che il disco
D bordato da G’ in S? che contiene G' contenga anche al suo interno una
ed una sola coppia di circonferenze canoniche C} e C} corrispondenti alla
stessa curva cg. Sia [(se®) con (s,0) € [0,2] x [0,27] una parametrizzazione
di D tale che G' = (2 x [0,27]) e G = I(1 x [0,27]). Sia xg : S* — S?
I’applicazione definita su D da:

i(0+m
xo(l(se?)) = {Z(S?( ) s 0<s <,
I(se?0Fsm)) se 1 <s5<2
ed estesa tramite 'identitd a tutto S2. Il movimento di Singer di tipo IIA
lungo la circonferenza G consiste nell’applicare yo ad S?2. Questo tipo di
omeomorfismo ¢ anche detto semitwist lungo G in quanto si ha che x% ¢ il
Dehn twist lungo la curva [(3/2 x [0, 27]).
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