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Introduzione

Nel 1895 Poincaré da, per la prima volta, la definizione di omologia. E una
definizione molto diversa da quelle attuali, piu legata ad un intuizione ge-
ometrica che non ad una costruzione algebrica, ma rappresenta il punto di
partenza di un ramo fondamentale della matematica: la topologia algebri-
ca. La strada aperta da Poincaré venne poi percorsa e ampliata da molti
altri matematici: si tento di formalizzare e dimostrare rigorosamente le in-
tuizioni di Poincaré, ma per farlo mancavano ancora gli strumenti necessari.
Furono essenzialmente Browner e Alexander che li idearono e Lefschetz li
completd con un contributo essenziale. Fin da subito fu chiara la potenza
e la vastita delle applicazioni dell’omologia: nel 1911 Browner dimostro il
famoso teorema del punto fisso e nel 1925 Lefschetz dimostro un teorema che
lega 'omologia di uno spazio X al numero di punti fissi di un’applicazione
continua f : X — X. Fu in questo periodo che si fecero numerosi sforzi
nel tentativo di generalizzare la definizione di omologia ad una classe piu
ampia di spazi. Queste generalizzazioni vennero accompagnate dalla nascita
di nuove tecniche algebriche che intervenivano nei ragionamenti legati alle
nuove teorie omologiche, ma che eliminando 1’origine topologica per cui veni-
vano utilizzate, ne conservavano solo la struttura algebrica. Queste tecniche
si rilevarono adattabili a molti altri settori della matematica, e condussero,
ad esempio, alle definizioni, codificate da Eilemberg e MacLane, di categoria
e funtore. D’altra parte la teoria omologica assunse un aspetto piu algebrico
avvicinandosi nelle definizioni e nel linguaggio a quella attuale. La nozione
di complesso di catene che ¢ alla base dell’attuale concetto di omologia fu
introdotto per la prima volta da W. Mayer nel 1929.

Gia molto tempo prima, Riemann nei suoi studi sugli integrali, aveva
definito per una 1-forma differenziale w su una superfice di Riemann S, tale
che dw = 0, il periodo di w come il valore dell'integrale | o w lungo una curva
chiusa C su S, dimostrando che I'insieme dei periodi ¢ uno Z-modulo libero
avente per base il valore dell’integrale lungo gli 1-cicli che formano una base
del gruppo di omologia di grado 1 di S a coefficenti in Z. Betti enuncio un
risultato analogo per le (n—1)-forme differenziali su una varieta di dimensione
n, poi Poincaré, nelle sue memorie del 1895, diede, senza dimostrazione, un
enunciato generale per le p-forme con 1 < p < n. Ma la questione che
portera poi alla nascita della coomologia e in particolare della coomologia di



De Rham venne affrontata da F. Cartan intorno al 1927. Il problema che
si pose Cartan era quello di sapere quando, su una varieta C*>, compatta,
orientata e di dimensione n, una p-forma differenziale w chiusa (cioe tale che
dw = 0), & esatta (cioe esiste una (p — 1)-forma « tale che w = da). Egli
suppose la varieta triangolabile e defini una Z-forma bilineare
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sulle p-forme chiuse w e i p-cicli ¢ della triangolazione. Segue dalla formula
di Stokes che fcw = 0 se w ¢ esatta o se ¢ € un bordo. Cartan nel 1929 fece
la seguente congettura:

1. se fcw = 0 per tutti i p-cicli, w e esatta;
2. se fcw = ( per tutte le p-forme, ¢ ¢ un bordo.

Nel 1931 G. De Rham, con un ingegnosa costruzione di (n — p)-forme as-
sociate alla triangolazione duale, provo questi due teoremi. Furono queste
osservazioni che permisero di dare un significato geometrico al concetto di
coomologia. Infatti, nel 1935, Alexander e Kolmogoroff, considerano per la
prima volta, il complesso di cocatene C'* = Hom(C,, ) associato ad un com-
plesso di catene C, su un anello A e un A-modulo G. Essi si limitarono al
complesso di catene di una triangolazione, ma nel 1944 Eilemberg applico la
stessa idea a un complesso di catene singolari S,(X) di uno spazio topologico
qualunque X, dando vita alla coomologia singolare di X. In questo modo ad
ogni teoria omologica si poteva associare con un significato ben preciso una
teoria coomologica. La coomologia di De Rham, pur collocandosi in questa
cornice storica, ha una connotazione diversa, in quanto non deriva da una
teoria omologica, ma ha una definizione indipendente, che ¢ la seguente: data
M, varieta C*°, il p-esimo gruppo di coomologia di De Rham su M e definito

come

{p-forme chiuse su M}
Hpp(M) =

~ {p-forme esatte su M}’

De Rham dimostro 'esistenza di un isomorfismo tra questa coomologia e la
coomologia singolare a coefficenti in R.

Come abbiamo visto le applicazioni delle teorie di omologia e coomolo-
gia sono numerevoli: non solo permettono di avere numerosi invarianti utili
per la classificazione delle varieta, ma permettono di dimostrare risultati



riguardanti la struttura intrinseca delle varieta e delle applicazioni tra di
esse, come ad esempio teoremi di punto fisso. Per quanto riguarda 1’argo-
mento di questa tesi, cioe la coomologia di De Rham, essa ha, rispetto ad
altre teorie coomologiche, dei vantaggi computazionali, dovuti ad esempio
al fatto che i gruppi di coomologia sono spazi vettoriali e 'omomorfismo di
catene e un’applicazione lineare, il che rende molto piti semplice il calcolo dei
gruppi di coomologia ad esempio attraverso la successione di Mayer-Vietoris.
Inoltre, mentre in altri tipi di coomologia la definizione del prodotto che
da la struttura di algebra graduata puo essere piuttosto complesso, nella
coomologia di De Rham, il prodotto di due classi e definito semplicemente
come il prodotto esterno dei rappresentanti di tali classi e quindi puo essere
calcolato in modo immediato. Come quasi sempre succede in matematica,
una maggiore semplicita di un risultato e legata ad una minore raffinatezza;
infatti uno degli svantaggi della coomologia di De Rham, oltre al fatto che
ovviamente si puo calcolare solo su varieta C*, e che essendo a coefficenti in
R trascura le parti di torsione che si trovano usando coomologie ad esempio
a coefficenti in Z.

Il primo capitolo e dedicato ai fibrati vettoriali C* e alle loro principali
proprieta. Nel primo paragrafo, oltre alla definizione di fibrato vettoriale,
sono enunciate alcune proprieta fondamentali e si danno alcuni esempi di
fibrati vettoriali tra cui il fibrato tangente e cotangente ad una varieta C.
Il secondo paragrafo si occupa di un aspetto rilevante dei fibrati dovuto al-
la loro struttura vettoriale e cioe del fatto che su di essi si possono fare
costruzioni analoghe a quelle che si fanno sugli spazi vettoriali, come ad e-
sempio il prodotto cartesiano, il fibrato duale, il prodotto esterno e cosi via.
Il paragrafo successivo e dedicato alle sezioni di un fibrato vettoriale. Queste
sono fondamentali nel resto della tesi sia perché le forme differenziali di una
data varieta, oggetti su cui si costruisce la coomologia di De Rham, sono defi-
nite come le sezioni dell’algebra esterna del fibrato cotangente a tale varieta,
sia perché alle sezioni di un fibrato e legato un risultato molto importante
che dimostreremo nel quarto capitolo. L’ultimo paragrafo del primo capitolo
riguarda le metriche e le orientazioni di un fibrato vettoriale; ci si occupa
soprattutto di metriche Riemanniane, cioe di metriche su fibrati reali, dando
solo alcuni accenni dell’analogo complesso, cioe delle metriche Hermitiane.

Il secondo capitolo inizia con brevi richiami di algebra omologica sui com-
plessi di catene e sulle principali proprieta ad essi associate. Si passa quin-
di, nel secondo paragrafo, alla definizione di complesso e coomologia di De



Rham, descrivendone le caratteristiche funtoriali e la struttura di algebra
anticommutativa graduata. Si calcolano inoltre i primi esempi elementari
di coomologia: la coomologia di un punto, la coomologia di grado zero e
la coomologia di R. Il terzo paragrafo tratta dello strumento probabilmente
piu importante nel calcolo dei gruppi di coomologia: la successione di Mayer-
Vietoris. Si dimostra anche l'invarianza omotopica della coomologia di De
Rham da cui segue immediatamente il calcolo della coomologia di R", detto
anche Lemma di Poincaré. Il capitolo si conclude con numerosi esempi in cui,
tramite 1'uso della successione di Mayer-Vietoris e dell’invarianza omotopica,
si calcola la coomologia di alcune importanti varieta C*°, tra cui ad esempio
S" e CP".

Il terzo capitolo si apre con l'introduzione di un nuovo invariante per
diffeomorfismi delle varieta C*°: la coomologia a supporto compatto. Per
costruirla invece di considerare tutte le forme differenziali di una data varieta
C®, si considera il complesso delle forme differenziali a supporto compatto e
la coomologia associata a tale complesso e appunto la coomologia a supporto
compatto. Anche in questo caso esiste una successione di Mayer-Vietoris
associata, mentre non vale 'invarianza omotopica; quello che si dimostra e
che, se M e una varieta C*°, si ha che

H¥(M x R) = H* (M),

Nel secondo paragrafo si enunciano altri risultati molto importanti riguardan-
ti la coomologia e la coomologia a supporto compatto e precisamente la du-
alita di Poincaré che mette in evidenza la relazione esistente tra queste due
coomologie e la formula di Kiinneth che esprime la coomologia e la coomolo-
gia a supporto compatto del prodotto cartesiano di due varieta in funzione di
quelle dei due fattori. Si da inoltre la definizione di duale di Poincaré di una
sottovarieta chiusa. Il capitolo si conclude prendendo in considerazione la
coomologia dei fibrati vettoriali, mettendo in evidenza la relazione esistente
tra la coomologia e la coomologia a supporto compatto della base e quelle
dello spazio totale di un dato fibrato vettoriale.

L’ultimo capitolo e forse quello in cui sono descritti i risultati pit impor-
tanti e interessanti legati allo studio della coomologia delle varieta C*. 11
capitolo inizia con la definizione di un terzo tipo di coomologia associato, in
questo caso, ai fibrati vettoriali: la coomologia a supporto compatto nella
direzione verticale. Ancora una volta, questa coomologia e legata alle forme
differenziali di una varieta, ma in questo caso come varieta si considera lo



spazio totale di un fibrato vettoriale e come forme differenziali si considerano
solo quelle tali che la restrizione della proiezione che definisce la struttura
di fibrato al loro supporto sia un’applicazione propria. Il risultato piu im-
portante del primo paragrafo e l'esistenza, dato un arbitrario k in Z, di un
isomorfismo tra il k-esimo gruppo di coomologia dello spazio base di un fibra-
to vettoriale orientato e di rango n e il (k + n)-esimo gruppo di coomologia
a supporto compatto nella direzione verticale dello spazio totale dello stesso
fibrato. Tale isomorfismo prende il nome di isomorfismo di Thom e ad esso
e legata la definizione di un invariante per isomorfismo dei fibrati vettoriali:
la classe di Thom di un fibrato. Il secondo paragrafo riguarda la relazione
che intercorre tra la il duale di Poincaré di una sottovarieta chiusa e la classe
di Thom del fibrato normale a tale sottovarieta. Nel paragrafo successivo,
invece, si definisce la classe di Eulero, un altro invariante legato ai fibrati
vettoriali; a differenza della classe di Thom che e una classe di coomologia a
supportto compatto nella direzione verticale dello spazio totale di un fibrato
vettoriale, la classe di Eulero ¢ una classe di coomologia dello spazio base.
La tesi si conclude con la dimostrazione, attraverso gli strumenti coomologici
descritti in precedenza, come ad esempio la relazione esistente tra la classe
di Thom e il duale di Poincaré o la formula di Kiinneth, di alcuni risultati
di grande importanza come il teorema dell’indice di Hopf o il teorema di
Lefschetz.






1 Fibrati vettoriali

1.1 Definizioni iniziali

Nel seguito del capitolo con la notazione K si intendera indicare il campo dei
numeri reali oppure il campo dei numeri complessi.

Definizione 1.1.1 Un fibrato vettoriale C* di rango n sul campo K ¢é una
tripletta £ = (E, 7, B) dove:

1. E e B sono varieta C*.
2. m: E — B ¢ un’applicazione C*.
3. 7l (x) =& & un K-spazio vettoriale per ogni x € B.

4. Esiste un ricoprimento aperto {U,} di B e una famiglia di diffeomor-
fismi
Yo Uy x K" — 77 1U,) = E |v,
tali che
Tea(T,y) =
per ogni x € U, e per ogni y € K" e le applicazion:

Pa,x - K" — fx

definite da
Pax(Y) = Pal(T,y)

siano isomorfismi K-lineari.

Se K ¢ uguale a R (rispettivamente a C) il fibrato é detto reale (rispettiva-
mente complesso). La varieta E ¢é detta spazio totale e la varieta B ¢ detta
spazio base. Il sistema {U,, pa} € detto rappresentazione coordinata per &
e per ogni x € B lo spazio vettoriale &, ¢ detto fibra su x. Ogni fibra e un
sottoinsieme chiuso di E e E € ['unione disgiunta degli spazi vettoriali &, con
r € B.

Osservazione 1.1.1 L’applicazione 7 & suriettiva poiché 7! (z) ¢ uno spazio
vettoriale e quindi 7~!(z) ¢ diverso dal vuoto per ogni z € B.
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Osservazione 1.1.2 Data una rappresentazione coordinata {U,,p.} del
fibrato vettoriale &, le applicazioni

gag . Ua N Uﬁ — GLn(K)

definite da
9ap(T) = P uPpa
sono C*. Infatti si ha che ¢, = @a(x,-) quindi, essendo ¢, un diffeomor-

fismo nella coppia (z,y), tale applicazione ha in particolare una dipendenza
C* da z. Tali applicazioni sono dette trasformazioni coordinate per &.

Esempio 1.1.1 Fibrato banale: sia B una varieta C* e sia
m:BxK"— B

la proiezione sul primo fattore, allora il fibrato vettoriale €}, = (B x K", 7, B)
¢ un fibrato vettoriale detto fibrato banale di rango n su B.

Esempio 1.1.2 Restrizione: sia & = (E,m, B) un fibrato vettoriale. La
restrizione di ¢ ad una sottovarieta aperta O C B e il fibrato vettoriale

5 ’O: (W_I(O)’W |O7O>'

Definizione 1.1.2 Un sottofibrato £ di un fibrato vettoriale & € un fibrato
vettoriale con la stessa base di € tale che le fibre £, sono sottospazi lineari di
&, e la mappa di inclusione i : E' — E degli spazi totali é C*.

Definizione 1.1.3 Siano £ = (E, 7, B) e ¢ = (E',n',B') due fibrati vet-
toriali C*°. Una applicazione di fibrati ¢ : & — & e un’applicazione C™
Y : E — E' che conserva le fibre e tale che le restrizioni

% : ga: - gqlpB(;c)

sono applicazioni K-lineari per ogni x in B, dove ¢p : B — B’ é lappli-
cazione che rende commutativo il sequente diagramma

E Y, F

wl l“'

B —— B
YB

12



Osservazione 1.1.3 Nelle ipotesi della definizione precedente, ’applicazione
Yp e C™. Infatti, sia {U,, p} una rappresentazione coordinata per ¢, allo-
ra dato x € B esiste a tale che x € U,. Inoltre per la commutativita del
diagramma si ha che ¢pm = 7'1; ora componendo a destra e a sinistra
dell’'uguale con ¢, si ha:

VYpmoa(x,y) = TYpa(r,y) conye K"

che per la relazione 7, (x,y) = x per ogni x € U,, da

vp(r) = (TYpa)(z,y) con z € Ua.
Quindi ¥ ¢ C* in quanto composizione di applicazioni C*°.

Definizione 1.1.4 Siano £ = (E,n,B) e ¢ = (E', 7', B") due fibrati vetto-
riali. Un’applicazione di fibrati v da & a &£ & un isomorfismo se ) : E — FE’
e un diffeomorfismo. In tal caso & e £ sono detti fibrati isomorfi e si scrive

17

Osservazione 1.1.4 Siano £ = (E, 7, B) e { = (E',n’, B') due fibrati vet-
toriali. Se v : £ — £ & un isomorfismo di fibrati vettoriali, ¢z € un dif-
feomorfismo. Infatti, per quanto riguarda la suriettivita, sia 2’ € B’, allora,
scegliendo y' € 7 1(2'), per la suriettivita di v, esiste y € F tale che

(y) =y
e quindi
o =7'(y) = 7"P(y) = Yp(n(y)) = ¥s(2),
ponendo 7(y) =z € B.
Per quanto riguarda l'iniettivita consideriamo le applicazioni C*°:

So: B— F
definita da
so(z) =0, €&,
e
sy: B — F'
definita da

sp(z) =0, €&,

13



vedremo nell’esempio 1.3.1 che tali applicazioni sono C*°. Queste applicazioni
danno luogo al diagramma commutativo:

B ‘2, p

T

FE —— B
P

Siano z, 2" € B tali che ¢p(z) = ¥p(a’), allora
sos(z) = soUB(2')
e, per la commutativita del diagramma,
so(x) = Pso(2)
che implica, per l'iniettivita di v,
0. = so(z) = so(x') = 0

da cui, essendo le fibre disgiunte, x = 2’. Quindi 5 ¢ invertibile e la sua
inversa ¢ ancora C* (si vede in modo analogo a quanto fatto nell’osservazione
1.1.3 per dimostrare che ¢ &€ C*) quindi ¢ € un diffeomorfismo. Inoltre,
per la commutativita del diagramma che coinvolge m e ©’ (vedi definizione
1.1.3) si ha che v induce degli isomorfismi sulle fibre e quindi anche ¥~ &
un’applicazione di fibrati.

Definizione 1.1.5 Un’applicazione di fibrati tra due fibrati vettoriali sulla
stessa base ¢ detta forte se induce l'identita sulla base.

Osservazione 1.1.5 La composizione di applicazioni di fibrati e un’appli-
cazione di fibrati.

Proposizione 1.1.1 Sia B una varieta C*> e siano assegnati :
1. per ogni x € B un K-spazio vettoriale n-dimensionale &,,

2. un ricoprimento aperto {U,} di B e, per ogni x € U,, degli isomorfismi
K-lineari oo . : K™ — &, tali che le applicazioni gos(x) = @;,2906,937 con
x € Uy, NUg, siano C*.
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Allora si ha un’unica struttura di fibrato vettoriale su B tale che {Uy, pa} sia
una rappresentazione coordinata. Lo spazio totale E di tale fibrato é ['unione
disgiunta con x € B degli spazi vettoriali &, e m : E — B ¢é l'applicazione
tale che m(y) = = se y € &,.

La dimostrazione della proposizione si basera sul seguente risultato.

Lemma 1.1.1 Sia fissato n € N e sia M un insieme dato dall’unione nu-
merabile di una collezione {W}ien di sottoinsiemi tali che:

1. per ogni i € N, esiste una biezione p; : W; — M;, dove M; é una
varieta C*° di dimensione n,

2. per ogni coppia i, 7, i sottoinsiemi p;(W;;) C M; e ¢;(W;;) C M; sono
aperti (dove Wi; = W, N W;), e le applicazioni
vij = @i0; 1 o;(Wij) — @i(Wiy)
sono diffeomorfismi,

3. dati due punti distinti a; € W; e a; € W, esistono due insiemi disgiunti
U; e U;j tali che a; € Uy C Wy, a; € U; C W e gli insiemi ¢;(U;) e
©;(U;) sono aperti.

Allora esiste un’unica struttura di varieta C* su M tale che gli insiemi W;
siano aperti e le applicazioni p; siano diffeomorfismi.

Dimostrazione. Dimostriamo che esiste un’unica topologia su M tale
che gli insiemi W; siano aperti e le applicazioni ¢; siano omeomorfismi e che
tale topologia e:

T ={A € M tali che ¢;(ANW,) ¢ aperto in M;}.
Innanzitutto facciamo vedere che (M, T) ¢ uno spazio topologico. Infatti:

1. il vuoto e M sono aperti in quanto le loro immagini attraverso le ¢;
sono il vuoto e le varieta M;,

2. dati {A;};es C 7 siha

ei((U Aj) W) = jLEJJSOi(Aj Nnw,),

=y

che essendo unione di aperti e aperto,
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3. dati {A;};es C 7 con J finito si ha
%((jQJAj) nw;) = jQJSOi(Aj nw;),

che essendo intersezione finita di aperti e aperto.

Per I'ipotesi (2) si ha che ¢;(W; W) & aperto in M;, quindi, per definizione,
W; ¢ aperto in M per ogni ¢ € N. Infine rispetto a questa topologia le ¢;
sono omeomorfismi; infatti, fissato ad arbitrio ¢ € N, sia A un aperto in M;
e consideriamo ¢; '(A) C W;; si ha che

pi(pi (A)NW;) = 0;(w;  (A)NWig) = @507 (ANwi(Wiy)) = 5i(ANgs(Wiy)),
ma ANp;(W;;) & aperto in M; perché & intersezione di aperti quindi , essendo
¢;; un diffeomorfismo per U'ipotesi (2), ¢;;(ANy;(W;;)) € aperto in M, percio

p; € continua rispetto alla topologia 7. Per come e definita 7 € ovvio che anche
@; ! & continua e quindi ¢; & un omeomorfismo.

Lo spazio topologico (M, 7) & a base numerabile, in quanto unione nume-
rabile di spazi a base numerabile, ed ¢ Ty per l'ipotesi (3). Sia ora {U’, "}
un atlante per M;. Definiamo V! = ¢; '(Ul) e

e = okl Vi = oL (U3) C R,

Si ha che {V! ¢!} & un atlante C* per M, infatti su ¢’ (V' N VBJ) le appli-
cazioni: o ' '
Uh(h) Tt = olpier (oh) !

sono C* perché, per I'ipotesi (2), gojgoi_l ¢ un diffeomorfismo e le ¢f, sono

carte. Quindi M ¢ una varieta C* e, per costruzione, i W; sono aperti e le
@; sono diffeomorfismi. [J

Dimostrazione della proposizione 1.1.1. Definiamo
Vo : Uy x K™ — 77 1(U,)

come
Vo (177 y) = ¢a,m (y)

Si ha che le {t/,} sono biunivoche infatti:

L. (x,y), (2,y) € Uy x K" tali che ¢,(z,y) = a(2',y), allora si ha
Yoz (Y) = VYo (y') che implica che £,NE,r # () e quindi, essendo gli spazi
vettoriali &, disgiunti tra loro, implica x = 2/, da cui, per 'iniettivita
di g4, sihay =1y
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2. Dato y € 7 Y(U,), y sta in E che ¢ I'unione disgiunta degli spazi
&, quindi esiste un z € B tale che y € &, e esiste un « tale che
x € U,; ora, per la suriettivita di ¢, , si ha che esiste 2’ € K" tale che

wa(xa $/> - wa,x(x/> =Y

Definiamo le applicazioni
VYo : (UaNUg) x K" — (U, NUg) x K"

come
waﬁ =Yy 1¢6 :
Tali applicazioni sono ovviamente biunivoche e per lipotesi (2) sono an-
che C*, quindi sono diffeomorfismi. Ora, assumendo « numerabile (non e
restrittivo) e applicando il lemma 1.1.1 con W, = 77 1(U,), v, = ¢! e
M, = U, x K™, otteniamo che ¢’e¢ un unica struttura di varieta C* su E tale
che 1), siano diffeomorfismi. Inoltre si ha che la restrizione di 7 a 7=(U,) &
Tyt dove m, 1 Uy X K™ — U, ¢ la proiezione sul primo fattore e quindi
¢ C*. Per cui si ha che m ¢ C* su 7 1(U,), quindi & C* su E. Percio, per
definizione, (E, 7, B) ¢ un fibrato vettoriale con rappresentazione coordinata

{Uaawa}' ‘:,

Esempio 1.1.3 Pull-back: sia & = (E,w, B) un fibrato vettoriale di ran-
gon esia o : M — B un’applicazione C* tra varieta. Per ogni x € M
consideriamo lo spazio vettoriale {,(,) e definiamo /N come I'unione disgiun-
ta degli spazi (). Sia poi {U,,¢a} una rappresentazione coordinata per
¢ con trasformazioni associate {g,g}. Poniamo V,, = o7(U,) e definiamo

Yozt K" = &o(z) come Yo0(Y) = Pao@) (y) per ogni x € V,. Allora
fap(2) = Ve atlpe = P o(w)Phot) = Jap(0(2)) = (gapo) (@)

quindi f,3 € C*. Percio per la proposizione 1.1.1 0*¢ = (N, p, M) ¢ un fibrato
vettoriale di rango n su M ed ¢ detto pull-back di §. L’identita §,(2) — §o(a)
definisce un’applicazione di fibrati 7 : 0*¢ — £ che induce o sulle basi.

Definizione 1.1.6 Sia B una varieta C*. Indichiamo con Vecty(B) l'in-
sieme delle classi di isomorfismo dev fibrati vettoriali reali di rango k su B.
Tale insieme € un insieme puntato con punto base la classe di isomorfismo
del fibrato banale di rango k. Se f : B — M ¢ un’applicazione C* tra varieta,
chiamiamo Vecty(f) la mappa di pull-back sui fibrati. In questo modo per
ogni k intero Vecty() é un funtore controvariante dalla categoria delle varieta
C>® e applicazioni C* alla categoria degli insiemi puntati e mappe puntate.
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Esempio 1.1.4 Fibrato tangente: sia M una varieta C*° di dimensione n e
indichiamo con T, M lo spazio tangente ad M nel punto x. Definiamo T'M
come 'unione disgiunta degli spazi vettoriali T, M con x € M. Sia {Us,, ¢}
un atlante per M, questo induce degli isomorfismi

dppo : Ty — T (R" =R" con z € U,
tali che le applicazioni
gag . Ua N Uﬁ — GLn(R)

definite da
gaﬁ(x) = (dx@a)_ldmgpﬁ

sono C*. Quindi per la proposizione 1.1.1 (T'M, m, M) & un fibrato vettoriale
reale di dimensione n detto fibrato tangente. Una varieta M il cui fibrato
tangente ¢ banale ¢ detta parallelizzabile.

Esempio 1.1.5 Fibrato cotangente: sia M una varieta C*° di dimensione n
e indichiamo con 7'M lo spazio cotangente ad M in x. Analogamente a
quanto fatto per il fibrato tangente, si puo definire il fibrato cotangente ad
M come (T*M,m, M) dove T*M & I'unione disgiunta degli spazi 7'M con
x e M.

Esempio 1.1.6 Fibrato tautologico su CP": identifichiamo i punti di CP"
con le rette di C"*! passanti per l'origine. Sia E il sottospazio di C**! x CP"
definito da

E={(z,]) eC"™ xCP" | z €}

e sla
m: FE — CP"

I’applicazione definita da
m(x,l) = 1.

Dimostriamo che 7" = (E, 7, CP") & un fibrato vettoriale complesso di rango
uno. Per ogni [P] € CP", si ha che 77 ([P]) ¢ la retta vettoriale generata da
P in C™"!. TInoltre, consideriamo il ricoprimento aperto {U;} di CP", dato

da
Ui = {[Zo,...,Zn] | Zi 7é 0}7
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cioe (dividendo per z; che e diverso da zero)
Ui ={[uo,...,1,...,u,] € CP"},
dove I'1 e all’z-esimo posto. Si ha che
oY U) = {(z,]) e C"T' x CP" | w€l, l€Uy},
cioe se & = (xg, ..., Tp) el =[ug,..., 1, .. upl,
N (U;) = {(z,1) e C"™ xCP" | zj=wmu;i=1,...,n}

Quindi 77 1(U;) € C*™! x U; ¢ il grafico della funzione C x U; — C" definita
da

;

Zo = TiUo

Ti—1 = TiUi—1

Tiv1 = TilUi4
\ Tn = TjUn,

il che da a E una struttura di sottovarieta di C**! x U; di codimensione 2n
(le n equazioni a variabili complesse complesse che definiscono localmente F,
si leggono come 2n equazioni a variabili reali). Definiamo per i =1,...,n,

wiiUiXC%ﬂ'il(Ui):E

Ui
come l'applicazione tale che
Yillug, -y 1oy ug] t) = ((Fug, - ot oo twy), [Ug, -y 1y oo ug]),
si ha che 1; € un diffeomorfismo e per ogni [ € U; 'applicazione
Vi C— 7

definita da
¢i,l<t) = %(la t) = tl?

¢ C-lineare. Quindi 7" = (F,m, CP") & un fibrato vettoriale complesso di
rango 1 con rappresentazione coordinata {U;, @Zzi}ieN, i<n-
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Definizione 1.1.7 (1) Siano &', ... &P, € fibrati vettoriali sulla stessa base
B. Un’applicazione p-lineare di fibrati ® : (£Y,...,&P) — £ ¢ una collezione di
applicazioni p-lineari ®, : €L x -+ x & — &, con x € B tali che se {U,, ¢!}
¢ una rappresentazione coordinata per & per i = 1,...,p e {Uqy, a} lo &
per & (si puo assumere, eventualmente passando a un raffinamento,che il
ricoprimento di B sia lo stesso per tutti i fibrati), allora le applicazioni

O, : Uy — L(K?, K)
definite da
®o(7) = 00 Potfae X+ X Phg
sono C* (dove L(K?, K) ¢ linsieme delle applicazioni lineari da K? a K ).

Questa definizione non dipende dalla scelta delle rappresentazioni coordinate
e coincide con la definizione di applicazione di fibrati forte per p = 1.

(2) Definiamo
Hom(&, ..., &P 8) ={® | ®: (¢',...,6P) = & e ® ¢ p— lineare}.
Se ¢ = B xR gli elementi di Hom(&',. .., £P; &) sono detti funzioni p-lineari.

L’insieme Hom(&Y, ... &P;€) con le operazioni
+: Hom(&h, ..., €P;€) x Hom(&Y, ... €P;€) — Hom(&, ... €P:€)
(B, ) s & + U
tale che

(P+0), =0, + 7,
-~ Hom(&, ..., €P;€) x S(B) — Hom(¢', ..., €P;€)
(@, f)— f- @

tale che
(f - ®)o = flx) - P(z)
(dove S(B) ={f| f: B—R, f eC>®(B,R)}) é un S(B)-modulo.

Un elemento ® € Hom(&,...,&n) e detto antisimmetrico (rispettiva-
mente simmetrico) se per ogni x € B le applicazioni p-lineari ®, sono anti-
simmetriche (rispettivamente simmetriche). Denotiamo con AP(§,n) (rispel-
tivamente SP(&,n) ) Uinsieme delle applicazioni p-lineari antisimmetriche (ris-
pettivamente simmetriche) da & ad n. Si ha che AP(E,n) e SP(€,n) sono sot-
tomoduli di Hom(¢, ..., &;n). Infine il modulo delle funzioni p-lineari anti-

simmetriche (rispettivamente simmetriche) viene denotato con AP(§) (rispet-
tivamente SP(§) ).
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1.2 Operazioni tra fibrati vettoriali

In questo paragrafo affronteremo, partendo da assegnati fibrati vettoriali,
la costruzione di nuovi fibrati tramite operazioni standard. Per il resto del
paragrafo ¢ = (E, 7, B), &' = (B, my, BY) e €2 = (E?, 7y, B?) saranno fibrati
vettoriali sullo stesso campo K, di rango rispettivamente n, n; e ny , con
rappresentazione coordinate rispettivamente {Us,, o}, {UL, oL} e {U2 p2}
e con trasformazioni coordinate rispettivamente g,z3, gclyﬁ e giﬁ.

1. FIBRATO DUALE: sia assegnato £. Definiamo E* come 1'unione dis-
giunta degli spazi vettoriali {; con x € B. Definiamo inoltre degli
isomorfismi lineari

Yow K" = (K")" = &
wa,x(f) = f(p;,lx

Le applicazioni 1/}57;1#5@ sono C* e quindi per la proposizione 1.1.1
£* = (E*,p, B) & un fibrato vettoriale di rango n detto fibrato vettoriale
duale a &.

2. PRODOTTO CARTESIANO: siano £* e €2 i fibrati vettoriali sopra definiti.
I1 prodotto cartesiano di &' e €2 ¢ il fibrato vettoriale ¢! x €2 di rango
n1 + no definito dalla proiezione

m X 7o E' x E? — B' x B?

T X (21, T9) = (m1(21), T2(72))

e la cui fibra nel punto (z1,x2) € lo spazio vettoriale f;l X §§2. Una
rappresentazione coordinata per ' x £ ¢ data da {U}, x U3, xag} dove
le applicazioni

Xag : (UL x UZ) x (K™ x K™) — 7 (UL) x 73" (U3)
sono definite da

Xap((21,22), (Y1, 92)) = (%0(11(%;3/1)7 <P%(I2ay2))~

Le proiezioni p; : E' x E? — E' e py : B! x E? — E? danno delle
applicazioni di fibrati ! x €2 — ¢! e €' x €2 — €2, Infine il prodotto
cartesiano di fibrati ha la seguente proprieta di fattorizzazione: se £ € un
terzo fibrato vettoriale e p; : E — E' e py : E — E? sono applicazioni
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di fibrati esiste un’unica applicazione di fibrati p : £ — E' x E? tale
che

bip = p1,
Db2p = pa2.

. SoMMA DI WHITNEY: siano &' e €2 due fibrati vettoriali sulla stessa
base B, di dimensioni rispettivamente, n; e ny. Sia

d:B— BxB

d(z) = (z,)

I'inclusione diagonale. Il fibrato vettoriale d*(£! x £€2) (vedi esempio
1.1.3) & detto somma di Whitney di £! e £2 e viene denotato con &' &2
Si ha che ogni fibra (¢! @ £2), ¢ canonicamente isomorfa alla somma
diretta £1BE2. Se {Uy, v} € {Ua, Vs } sono rappresentazioni coordinate
per, rispettivamente, £ e €2 (non @ restrittivo, eventualmente passando
ad un raffinamento, supporre che il ricoprimento di B sia lo stesso) si
ha che una rappresentazione coordinata per & @ &2 & {U,, 90 @ Yo},
dove I’applicazione

Vo ® Vg : Uy x (K™ x K™) — 171 (Uy) x 75 (Uy)
¢ definita come

Yo © Va(r, (1,Y) = (@al,y), Ya(r,y)).

. OMOMORFISMI: dati i fibrati vettoriali £! e &2 definiti come sopra, ma
sulla stessa base B, assegniamo ad ogni x € B lo spazio vettoriale
Hom(&},£2), e ad ogni = € U? I'isomorfismo lineare

Yaq - Hom(K™, K™) — Hom(¢,, £2)

definito da
¢a,x(f) = @Z,xf(%pi,m)_l'

Quindi per il principio costruttivo enunciato nella proposizione 1.1.1 si
ha che Hom (¢!, €?) = (E, w, B), dove E & I'unione disgiunta degli spazi
vettoriali Hom(&], £2) con = € B, ¢ un fibrato vettoriale di rango n; - ny.
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5. POTENZA ESTERNA: dato il fibrato vettoriale & la p-esima poten-
za esterna di £ (con p > 1),& un fibrato vettoriale AP insieme ad
un’applicazione p-lineare alternante di fibrati

AP (&, ...,8) — NPE

p—oolte

con la seguente proprieta di fattorizzazione: ogni applicazione p-lineare
antisimmetrica @ : (,..., &) — &' si puo scrivere in modo unico come
® = AP dove @ : AP¢ — £ & un’applicazione di fibrati forte. L’appli-
cazione che associa ad ogni ¢ € Hom(APE, £Y) applicazione pAP € APE
¢ un isomorfismo di moduli.

Dimostriamo che, dato &, la sua p-esima potenza esterna esiste sempre.
Per ogni x € B consideriamo lo spazio vettoriale AP¢, e definiamo APE
come 'unione disgiunta degli spazi vettoriali AP&,. Assegniamo poi ad
ogni = € U, l'isomorfismo lineare

ANyt APK™ — APE,.

Si ha che
NP oL oA 50 = AP(0 2 05.)

e C*in x perché go;ylxgo[m e un isomorfismo lineare, quindi, scegliendo
una base in K™, puo essere espresso come una matrice F' € GL,(K)
i cui elementi sono funzioni di x, C* per ipotesi; inoltre la p-esima
potenza esterna di un’applicazione lineare, rispetto alla base di AP K™
ottenuta dalla base di K™ sopra fissata, ¢ una matrice i cui elementi
sono i minori p X p di F, quindi sono funzioni C*in z. Percio per la
proposizione 1.1.1 AP¢ = (APE, 7, B) & un fibrato vettoriale su B di
rango (Z) Inoltre 'applicazione AP & cosi definita:

AP & X oo x & — APE,

Aoy, tp) = Ao Ay
con yi,...,Yp €&

In particolare si ha che AP§ = B x {0} se p > n. Estendiamo poi la
definizione di AP¢ al caso di p = 0 ponendo A°¢ = B x R. Definiamo
infine P'algebra esterna di £ come A = @ A’ dove n ¢ il rango di €.
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6. FIBRATO QUOZIENTE: sia & = (E,m, B) un fibrato vettoriale di rango
n. Sia ¢ = (E',7’, B) un sottofibrato di rango ¢ di £&. Allora, per
definizione di sottofibrato, si ha che 'immersione di £’ in E ¢ C*™ e il
seguente diagramma commuta:

E/;El

3 |-

B —— B.
idp
Inoltre, come vedremo nell’osservazione 1.3.1, & possibile fissare rap-
presentazioni coordinate {U,, o} € {Ua, ¥} per, rispettivamente, £ e
¢ (eventualmente passando ad un raffinamento si puo supporre che il
ricoprimento di B sia lo stesso) tali che, per ogni «, il diagramma

’L'dUa XJ

U, x KT —= U, x K"

| [

E, |UD< f} E ‘Uoﬂ

commuta, dove 7 : K9 — K™ ¢ I'immersione. Inoltre per ogni x € B si
ha che £ & un sottospazio lineare di &,, quindi S & uno spazio vettoriale
di dimensione n — q. Fissiamo « e per ogni z € U, consideriamo
I’applicazione
N I
Opo: K" — o
x
definita da

Qa,m(yq—&-l» s yn) - px@a,x(& .. 70’ yq-i-la v yn)7

dove

, Ea
px~£m_>_,

x
¢ la proiezione sul quoziente. Dimostriamo che 6,, ¢ un isomorfi-
smo. Fissato z € U, il diagramma sopra si restringe al diagramma
commutativo .
K1 — - K"

¢a,zl J/Soa,x
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quindi, fissata una base (eq, ..., e,) su K9, una base per &, e

Aoz = (Vazler), ... 7¢a,$(€q))

e una base per &, ¢

Ba,z = (iwa,x(el), . ,iwa(eq), fq+i7 ey fn)

Si ha che rispetto a questa base su &, e alla base

{jler),...,j(eq)seqits---s€n}

su K" I'applicazione ¢, , ¢ individuata dalla matrice

Voo *
¢a’,$ - ( 0 Ma,x ) )

dove ¥, , € la matrice di ¢, rispetto alle basi (eq, ..., e,) su K9 e Bsu
¢! Scrivendo ¢, , in questo modo risulta evidente che M, , non ¢ altro
che la matrice dell’applicazione 0, , rispetto alle basi (€441, .., €,) su
K™ %¢ (fyr1,---s fn) su 2_2’ quindi in particolare si ha ha che 6, , ¢ C*
in x ed essendo

0 7& det (I)a,a: = det \Ija,m det Ma,xa

si ha che det M, , # 0, percio 6,, € un isomorfismo. Questo per la

proposizione 1.1.1 prova che, chiamando F 1'unione disgiunta degli
spazi vettoriali & con z € B, la tripletta § = (F,p,B) € un fibrato

vettoriale di rango n — ¢ detto fibrato quoziente di £ e &'.

Esempio 1.2.1 Un esempio molto importante di fibrato quoziente ¢ il fibra-
to normale. Sia M una varietd C* di dimensione n e sia S una sottovarieta
di dimensione k allora definiamo il fibrato normale a S in M come

TM |g
TS

Ns/m =

dove TM |g ¢ la restrizione a S del fibrato tangente a M e T'S ¢ il fibrato
tangente a S. Il fibrato normale a .S in M ¢ un fibrato di rango n — k su S.
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1.3 Sezioni

Definizione 1.3.1 Una sezione di un fibrato vettoriale £ = (E, 7, B) é una
funzione C* s : B — E tale che s(x) € &, per ogni x € B. Dato U C B sol-
toinsieme aperto, una sezione di & su U é una sezione del fibrato restrizione
¢ lu. Una sezione s e detta mai nulla se per ogni x € B, s(x) é un vettore
non nullo di &.. Il supporto di una sezione s e l'insieme

supp s = {x € B tali che s(x) # 0,}.

St ha che il supporto di una sezione mai nulla é tutto B.

Indichiamo linsieme delle sezioni di un fibrato vettoriale & con Sec(§).
L’insieme Sec(§) é un S(B)-modulo con le operazioni

(s,8) 5 s+

tale che
(s +8)(z) = s(x) + §'(2),

(f,S)';)f'S

tale che

con s,s" € Sec(§), f € S(B) ex € B.

Esempio 1.3.1 Sezione nulla: ogni fibrato vettoriale ammette la sezione
nulla definita da so(x) = 0, per ogni x nello spazio base B. Dimostriamo
che sp ¢ C®. Sia {U,, pa} una rappresentazione coordinata per il fibrato
vettoriale £ su K e sia n il rango di £. Consideriamo la seguente applicazione:

s Uy — Uy x K™

definita da
s'(x) = (z,0).

Si ha che s’ & chiaramente C*, inoltre su U, vale
Pas' (r) = pa(r,0) = Pa(0) = O,

perché ¢, ¢ K-lineare. Percio per ogni « si ha che sy |y, = vas" € quindi sy
e C™.
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Esempio 1.3.2 Campo di vettori: sia B una varieta C* con atlante {U,, ¥}
e siano (x1, ..., x,) coordinate locali. Allora

29,
07" Dal

e una base per Tp B con P € B. Si ha che un campo di vettori § = Z?:l 0; 8‘2
e una sezione del fibrato tangente a B. Infatti, dato P € B,

o =3 0P (5 p)

e un vettore di Tp M che ¢ la fibra nel punto P del fibrato tangente a B.

Definizione 1.3.2 Sia & un fibrato vettoriale con base B e siano si,...,S,
sezioni di &. Allora tali sezioni sono dette ovunque indipendenti se, per ogni
x € B, i vettori s1(x), ..., s,(x) sono linearmente indipendenti.

Teorema 1.3.1 Un fibrato vettoriale reale di rango n é banale se e solo se
ammeltte n sezioni Sq,...,S, ovunque indipendentu.

La dimostrazione del teorema si basera sul seguente risultato.

Lemma 1.3.1 Siano & e n due fibrati vettoriali sulla base B con spazi totali
rispettivamente E ed E'. Sia poi f : E — E' una funzione C* che fa
corrispondere isomorficamente ad ogni spazio vettoriale &, lo spazio vettoriale
N per ogni x € B, allora ha che f e un isomorfismo e quindi & e n sono
isomorfi.

Dimostrazione. Sia xp un arbitrario punto di B e siano rispettiva-
mente {U,, pa} € {V3,1¥3} rappresentazioni coordinate per £ e n tali che
xo € Uy, N Vp,. Dobbiamo mostrare che la composizione

¢§01 feay
—

(Uao N Vﬁo) x R"” (Uao N Vﬁo) x R"”

¢ un diffeomorfismo. Ponendo
U (f(Pag (1)) = (2,1)
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¢ evidente che [ = (ly,...,1,), per lipotesi che f ristretto alle fibre ¢ un
isomorfismo di spazi vettoriali, puo essere espressa nella forma

l; = fii(x)t; peri=1,...,n
G L)L
j:l

dove [fi;j(z)] € una matrice invertibile di numeri reali. Inoltre la dipendenza
degli elementi f;;(z) da x &€ C*® perché ¢,, e 13, sono rappresentazioni co-
ordinate e f & per ipotesi un isomorfismo sulle fibre. Sia [g;;(z)] la matrice
inversa. Si ha

@a_olf_lw/%(x’ l) = (ZL’, t)
dove

tj=> gi(@)li perj=1,.n.
=1

Per la formula

[9;i(x)] = det([fi;(x)]) " cof ([fi;])
(dove cof([fi;]) € la matrice cofattore di [f;;])) e per I'invertibilita di [f;;], (che
implica che il suo determinante sia diverso da zero), si ha che gli elementi di
[gi;] dipendono in modo C* dalla matrice [f;;(x)] e quindi essi dipendono in
modo C* da x. Percio 90;01 g, & C* e questo completa la dimostrazione
del lemma. [

Dimostrazione del teorema 1.3.1 Siano si,..., S, sezioni ovunque
indipendenti del fibrato £ = (E, m, B). Definiamo

f:BxR"—= FE
come
flz,t) =tis1(z) + -+ - + tysp(x).

Chiaramente f ¢ C* e fa corrispondere isomorficamente ad ogni fibra del
fibrato banale € la corrispondente fibra di . Quindi per il lemma 1.3.1 f &
un isomorfismo di fibrati e percio £ e banale.

Al contrario supponiamo che ¢ sia un fibrato banale, con rappresentazione
coordinata {B, ¢}. Definendo

si(x) = ¢(x,(0,...,0,1,0,...,0)) €& peri=1,...,n

(con I'l nell’i-esimo posto) & evidente che sq,...,s, sono sezioni ovunque
indipendenti. Questo completa la prova. [
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Osservazione 1.3.1 Sia £ = (E, 7w, B) un fibrato vettoriale di rango n e
sia ¢’ = (F', 7', B) un sottofibrato di rango k e sia {U,,¥,} una rappresen-
tazione coordinata per &’ tale che {U,} sia anche il ricoprimento associato ad
una qualche rappresentazione coordinata per £. Fissato a, ’applicazione v,
induce k sezioni (s¢, ..., s¢) ovunque indipendenti su U, (vedi dimostrazione
del teorema 1.3.1). Indicando con i 'immersione di E’ in E, si ha che, essendo
i un’applicazione C*> per definizione, (is¥,...,is{) sono k sezioni ovunque
indipendenti del fibrato £ |p,. Quindi poiché & |y, ¢ un fibrato banale di
rango n, per il teorema precedente esistono n sezioni (vf,...,v%) ovunque
indipendenti su U,; le scegliamo in modo che v{* = is{ per ¢« = 1,...,k.
Allora se chiamiamo {U,, ¢, } la rappresentazione coordinata di £ associata
alle sezioni (vf,...,v%) si ha che, per ogni «, il diagramma

idUa XJ

U, x K —= U, x K"

| [+

/
E ‘Ua i E ’Uoﬂ
commuta, dove 7 : K9 — K" ¢ I'immersione.

Esempio 1.3.3 Sia M una varieta C*°. Ricordiamo che lo spazio tangente ad
M in un suo punto fissato P, puo essere visto come l'insieme delle derivazioni
dell’anello dei germi di funzioni di M in P. Data f : M — R applicazione
C> definiamo

dpf . TPM — R

(dpf)(D) = Df.

Si ha che I'applicazione df che ad ogni P € M associa dpf ¢ una sezione del
fibrato cotangente. Infatti dpf, per la linearita delle derivazioni, ¢ un’appli-

cazione lineare da TpM a R, quindi dpf appartiene a THM. Inoltre sulla
carta (Uy,, po) di M, si ha che:

try =y M) (),

dove n ¢ la dimensione di M e (xf,...,z%) sono coordinate locali indotte
da ¢,. Quindi df e C*, il che dimostra che df e una sezione. Come caso
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particolare, indichiamo con dz$ = d(mp,), dove m; € la proiezione sull’i-
esimo fattore di R" allora dz¥,...,dz{ sono ovviamente una n di sezioni
ovunque indipendenti su U,,.

Osservazione 1.3.2 Sia M ¢ una varieta C* di dimensione n e sia {Uy, ¢q }
e un atlante su M. Allora se indichiamo con z* = (zf,...,2%) le coordi-
nate locali su U, indotte da ¢,, dall’esempio precedente si desume che una
rappresentazione coordinata del fibrato cotangente a M & {U,, ¢%}, dove

or Uy X R — W_I(Ua>

¢ definita da

n n
* a (&
on (2, E vie;) = E vidxs.
i=1 i=1

Esempio 1.3.4 Consideriamo il fibrato tangente alla circonferenza S' C R?,
questo ammette una sezione mai nulla che & (vedi figura 1):

s(x1,22) = ((1,2), (—2,21)) per ogni (z1,7,) € S

e quindi S! & parallelizzabile. Analogamente il fibrato tangente alla 3-sfera
S3 C R* ammette tre sezioni ovunque indipendenti s;(z) = (x,5;(z)) per
1 =1,2,3 dove

51(x) (=9, 11, —24, 73)
32(,%') - (—373,374,.7)1, —l'2>
§3(:E) = (_1:47 _'I?)v'Ianl)

Quindi S? ¢ parallelizzabile.

figura 1
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1.4 Metriche e orientazioni

Definizione 1.4.1 Sia £ = (E, 7w, B) un fibrato vettoriale di rango n. Si ha
che N"&* e un fibrato vettoriale di rango uno. Diremo che £ € orientabile se
esiste A € Sec(A"E*) tale che A(x) # 0 per ogni x € B. Una tale sezione é
detta funzione determinante di &.

Se Ay e Ay sono due funzioni determinanti di &, ¢’é un’unica f € S(B)
tale che Ay = f - Ay, Quest’ultima relazione implica che f(x) # 0 per ogni
x € B; percio si puo definire una relazione di eqiuvalenza nell’insieme delle
funzioni determinanti su & nel sequente modo:

Ay~ Ay & f(z) >0 per ogni x € B.

Una classe di equivalenza é un’orientazione di £&. Infine se ¢ data una tale
classe, il fibrato vettoriale ¢ detto orientato e gli elementi dell’orientazione
sono detti positivi.

Osservazione 1.4.1 Siosservi che, per il teorema 1.3.1, un fibrato vettoriale
¢ di rango r e orientabile se e solo se A"¢* e banale.

Proposizione 1.4.1 Un fibrato vettoriale £ = (E,w, B) ¢é orientabile se e
solo se ammette una rappresentazione coordinata {Uy, o} le cui trasfor-
mazioni coordinate gos(z) = o, L¢pe abbiano determinante positivo. Una
tale rappresentazione coordinata viene detta orientata.

Dimostrazione. Supponiamo £ orientabile e sia A un’orientazione per
€. Sia {U,, o} una rappresentazione coordinata tale che gli aperti U, siano
connessi. Sia inoltre fissata un orientazione Q2 di K™ (dove n ¢ il rango di &).
Poiché gli aperti U, sono connessi, si ha che, per ogni «;, le applicazioni lineari
Yoz - K™ — & o conservano o invertono l'orientazione. Sia p un isomorfismo
di K™ che inverte l'orientazione e definiamo una rappresentazione coordinata
per £ nel seguente modo:

YalT,Y) S€ (pq ., conserva l'orientazione
wa (x7 y) = : ) 3 3
0oz, p(y)) se @q. inverte l'orientazione.

Quindi ogni v, , conserva l'orientazione e di conseguenza anche le trasfor-
mazioni coordinate associate 1, L5, conservano I'orientazione, percid hanno
determinante positivo.

31



Viceversa, supponiamo che {U,, ¢, } sia una rappresentazione coordinata
per £ le cui trasformazioni coordinate abbiano determinante positivo. Sia 2
un’orientazione di K™ e definiamo A, € A™(¢ |y, ) come

Nag(21, -y 20) = Upab(z1), o, P (20)-

Un semplice calcolo mostra che

Aaw(z1, - 20) = det(@n b)) Dpa(21, - - 20)

conx €B,z; €&, peri=1,...,n.
Supponiamo che il ricoprimento {U, } sia localmente finito, e sia {p, } una
partizione dell’'unita subordinata a tale ricoprimento (per Iesistenza di una

partizione dell'unita subordinata ad un dato ricoprimento aperto localmente
finito vedi [Rh], pag.3). Sia A € Sec(A"E*) la sezione definita da:

Ap(z1, .oy 2n) = Z Pa(®)Ap (21, .., 2n)

conzx € Bez €&, peri=1,...,n Sihache A(x) # 0 per ogni x € B,
quindi A e un’orientazione per £ e in particolare ¢ e orientabile. [

Esempio 1.4.1 Siano ¢! e &2 due fibrati vettoriali orientati sulla stessa base
B di rango rispettivamente n; e ngy e siano {U,, pa} € {Ua, o} rappresen-
tazioni coordinate per & e & (eventualmente passando ad un raffinamento si
puo supporre che il ricoprimento di B sia lo stesso), allora la rappresentazione
coordinata {Uy, o @ s} di &' @ & ¢ orientata. Infatti, fissato x € U, N Up,
sia (y,y’) € K™ allora si ha

(Pa ® Va)y (08 D Va)s (Y, y) = (00 b8 (Y), Yo stsa(y)),
quindi

_ | Ya 0
a0 va o= (%5 ).

dove go3 € fap sono le trasformazioni coordinate associate rispettivamente
alla rappresentazione coordinata di & e &. Quindi si ha

det((@a D @Z)a);l((pﬁ ® ¢ﬂ)$) = (det ga,@)(det faﬁ) > 0,

percio la rappresentazione coordinata {U,, @, @ 1.} € orientata e induce
un’orientazione su &; @ & detta orientazione canonica della somma di Whit-
ney.
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Esempio 1.4.2 Sia £ = (E, 7, B) un fibrato vettoriale di rango n e sia
¢ = (F',7',B) un sottofibrato di ¢ di rango ¢. Consideriamo il fibrato
quoziente § vedi punto 6 paragrafo 1.2. Abbiamo visto che se {Uy, ¢a},
{Ua, Yo} € {Uq, 0.} sono rappresentazioni coordinate per, rispettivamente,
£, & e é, allora rispetto ad opportune basi si ha che

[ Yap  #
Spa,x—( 0 eayx Y

dove abbiamo identificato I'applicazione con la matrice che la rappresenta.
Si verifica facilmente che

-1 _ cw *
SOOC,.Z‘ O 0;7]&:

90;}1:(:0@90 = ( 0 -1 96
da cui
det(@&,ﬁ:@ﬁw) = det(@bg,;@bﬁ,x) det(eg,lxeﬁ,x)'

Perciod fissando un’orientazione su due fibrati tra &, £ e & si induce un’o-
rientazione sul terzo. In particolare se £ e £ sono orientabili anche il fibrato
quoziente lo e.

Osservazione 1.4.2 Se ¢ : £ — n e un’applicazione di fibrati che induce
isomorfismi lineari sulle fibre (e induce ¥p : B — B’ sulle basi), allora un’o-
rientazione di 7 induce un’orientazione su §. Infatti, sia A, un’orientazione
di i, poniamo

Ae =974y
dove Y*A, € Sec(A"¢*), con r uguale al rango di £, € cosi definita

A, () = AT A (Vp(2))).
Si ha che A¢ # 0 per ogni x € B, percio A¢ orienta &.

Definizione 1.4.2 Un fibrato vettoriale Riemanniano e un fibrato vettoriale
reale £ = (E, m, B) insieme a un elemento g € S*(&) tale che le forme bilineari
g(z) sono definite positive per ogni x € B; g ¢é detta metrica Riemanniana
sul fibrato £&. Una sezione s di un fibrato vettoriale Riemanniano é detta
normale se

gz(s(x),s(x)) =1 per ogni x € B.
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Proposizione 1.4.2 Ogni fibrato vettoriale £ = (E, 7, B) di rango n am-
mette una metrica Riemanniana. Inoltre si puo scegliere la rappresentazione
coordinata in modo che le trasformazioni ad essa associate assumano va-
lori in O,. Una tale rappresentazione coordinata ¢ detta rappresentazione
coordinata Riemanniana.

Dimostrazione. Sia {U,} un ricoprimento aperto localmente finito per
B che trivializza E. Su ogni U, scegliamo n sezioni s{,...,s% ovunque in-
dipendenti e dichiariamo che sono ortonormali. Questo definisce una metrica
Riemanniana g, su € |p,. Ora consideriamo una partizione dell’'unita {p,}
subordinata a {U,} e definiamo una metrica Riemanniana g su £ nel seguente

modo:
g = Z PaYa,

«

dove poniamo g,(z) = 0 se x non appartiene ad U,. Nonostante questa
definizione, si ha che g ¢ definita positiva perché )  po(z) = 1.

Fissato «, costruiamo a partire dalla base (s$(z), ..., s%(z)) di &, tramite

il procedimento di Gram-Schidt, una base (p§(z),...,p%(x)) ortonormale
rispetto a g |y, . Poiché

1

pi (x) = g(wi(z), wi(z))” 2wi(z),

dove

@
|
_

wi(x) = s7(x) = g(s7(x), pf ())pf (x),

<.
Il
—

la nuova base dipende in modo C* da quella di partenza, quindi una rappre-
sentazione coordinata per £ & data da {U,, 1, },dove

Vo : Uy X R" = E ¢,

Yalz, ) yies) = >y (x)
=1 i=1

con (eq,...,e,) base ortonormale di R™. In questo modo le applicazioni
Ya sono isometrie, quindi le trasformazioni coordinate ad esse associate
assumono valore in O™ C GL,(R). O
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Osservazione 1.4.3 Sia £ un fibrato Riemanniano orientabile. Se prendia-
mo in esame la dimostrazione della proposizione 1.4.1, osserviamo che & possi-
bile, partendo da una rappresentazione coordinata Riemanniana e scegliendo
opportunamente il p di tale dimostrazione, ottenere una rappresentazione
coordinata orientata e ancora Riemanniana. In altre parole un fibrato vet-
toriale e orientabile se e solo se ammette una rappresentazione coordinata le
cui trasformazioni associate assumano valori in SO".

Osservazione 1.4.4 Sia (£, g) un fibrato vettoriale Riemanniano con base
B. La metrica g induce una metrica g* su £* nel seguente modo:

s (v1,09) = 62(7, ' (1), T, ' (v2))
con z € B, v1,vy € & e dove
9o 6o — &
e I'isomorfismo lineare cosi definito
9. (0)(w) = g(v, w)

con v, w € &,. Inoltre la metrica g induce una metrica APg su AP¢, nel modo
seguente

APg vy A ANvp,wp A=+~ Awy) = Z 5gN(0) ga (V1 Wo (1)) =+ * G (Vps Wo(p))
0ES)
= det([g(vi, wy)]),
dove x € B, (v1,...,vp), (w1, ...,w,) € & €S, ¢il gruppo delle permutazioni

su p elementi.

Definizione 1.4.3 Sia £ = (E, 7, B) un fibrato Riemanniano orientato di
rango n, allora il fibrato vettoriale A"E* ha rango uno e quindi ¢’é un’unica
sezione normale A € Sec(A"E*) positiva rispetto all’orientazione di €. La
sezione A ¢ detta la funzione determinante positiva e normale di &.

Un discorso analogo a quello fatto per la metrica Riemanniana di un fibrato
vettoriale reale, si puo fare per i fibrati vettoriali complessi:

Definizione 1.4.4 (1) Dato un fibrato vettoriale complesso & = (E, 7, B) di
rango r, indichiamo con &g il fibrato vettoriale reale di dimensione 2r che si
ottiene da & dimenticando la struttura complessa.
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(2) Sia & = (E,m, B) un fibrato vettoriale complesso. Una metrica Her-
mitiana g su & € un elemento g € Hom(&g,&r; B x C) tale che g(z) € una
metrica Hermitiana nello spazio vettoriale complesso &, per ogni x € B.

In un modo del tutto analogo a quanto fatto per la metrica Riemanniana si
ottiene il seguente risultato.

Proposizione 1.4.3 Una metrica Hermitiana puo essere introdotta in ogni
fibrato vettoriale complesso. Se (£,g) € un fibrato vettoriale Hermitiano,
esiste una rappresentazione coordinata per & le cui trasformazioni coordinate
associate assumono valori in U, (dove n é il rango di £).

Osservazione 1.4.5 Sia £ un fibrato vettoriale complesso di rango 1. Al-
lora £g ha un’orientazione naturale definita come segue. Sia {U,,¢,} una
rappresentazione coordinata per § e siano g.g le trasformazioni coordinate
associate. Si ha

ga/g . UaﬂUﬁ —>C*,
ga,@(x) = Tz,

dove 7, consiste semplicemente nella moltiplicazione per il numero comples-
so 7. Consideriamo ora &g, una rappresentazione coordinata per &g sara
/
{Uaq, ¢} dove
@l Uy x R* — 77 1(U,)

¢ definita da
30:34(3:7 (u> U)) = (1004(‘7:7 U+ ZU)'

Allora le trasformazioni coordinate associate a questa rappresentazione sono
R(re) —S(12)
/ o x T
o) = (507 w0 )

che ¢ una matrice a determinanate positivo, quindi {U,, ¢/} ¢ una rappre-
sentazione coordinata orientata su &g.

In modo analogo si ha un orientazione naturale su &g, quano £ € un fibrato
vettoriale complesso di rango qualsiasi.

Richiamiamo ora alcune nozioni riguardanti I’'omotopia.
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Definizione 1.4.5 Siano M e N due spazi topologici e siano [ e g due
applicazioni tra M e N, allora si dice che f e g sono omotope in senso
continuo se esiste un’applicazione continua

F:MxR—-N

tale che
Fluxiy=f e Fluxm=g. (1.4.1)

L’applicazione F' ¢é detta un’omotopia tra f e g.

Definizione 1.4.6 Siano M e N due varieta C* e siano f e g due appli-
caziont C*° tra M e N, allora si dice che f e g sono omotope in senso C* se
esiste un’omotopia F': M xR — N tra f eg e F e C™.

In realta se f e g sono due applicazioni C* tra varieta C*, i due concetti
coincidono, cioe f e g sono omotope in senso continuo se e solo se lo sono
in senso C*. La dimostrazione di questo fatto e analoga alla dimostrazione
della proposizione 17.8, pag.213, [B-T].

Definizione 1.4.7 Siano M e N due varieta C*. Si dice che M e N hanno
lo stesso tipo di omotopia se esistono due applicazioni C* f : M — N e
g: N — M tali che gf e fg sono omotope rispettivamente a idy; e idy. Una
varieta con lo stesso tipo di omotopia di un punto si dice contraibile.

Definizione 1.4.8 Un’applicazione r : M — A C M e detta retrazione se
r |a=ida o, equivalentemente, se i : A — M é la mappa di inclusione, se
ri = 1idy. Se in piwr: M — M e omotopa all’identita su M, allora si dice
che A e un retratto per deformazione di M. In tal caso M e A hanno lo
stesso tipo di omotopia.

Osservazione 1.4.6 Siano M e N due varieta C* e siano f,g : M — N
due funzioni C®. E equivalente definire un’omotopia tra f e g come sopra
oppure come un’applicazione F': M x I — N che soddisfa la formula (1.4.1)
(dove I ¢ I'intervallo [0, 1]). Questo perché se I ¢ definita su M x R, basta
considerare la sua restrizione a I, viceversa se F' e definita su M x I basta
estenderla a tutto M x R tramite

F(z,t)=F(z,0)set <0

F(z,t)=F(xz,1) set > 1.
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Teorema 1.4.1 Siano Y e X due varieta con 'Y compatta. Se fy e f1 sono
mappe omotope da Y a X e £ e un fibrato vettoriale su X, allora fj& e
f1& sono fibrati isomorfi. In altre parole mappe omotope inducono fibrati
isomorfi.

Dimostrazione. Dati due fibrati vettoriali £ e n definiamo Iso(&;n)
come il sottofibrato di Hom(&;n) la cui fibra nel punto x & l'insieme degli
isomorfismi da &, a 7,. Un isomorfismo tra & e n & una sezione di Iso(&;n).

Sia F' : Y x I — X l'omotopia tra fy e fi,esianm:Y xI — Y la
proiezione sul primo fattore. Supponiamo che per un certo ¢y € I, F} ¢ sia
isomorfo ad un qualche fibrato vettoriale  su Y. Faremo vedere che per ogni
t € I abbastanza vicino a ty, si ha che F¢ = 7. Per la connessione di I se
ne desume che F;'¢ = 7 per ogni t € I.

Su Y x [ ci sono due fibrati derivanti da pull-back, F*¢ e m*n. Poiché
Fr& =, il fibrato Iso(F*¢;7*n) ha una sezione s su Y x {to}, che a priori
¢ anche una sezione di Hom(F*&; *n). Poiché Y & compatto, Y x {to} puo
essere ricoperto con un numero finito di insiemi aperti {U;} banalizzanti per
Hom(F*¢;7*n) (vedi la figura 2). Siccome le fibre di Hom(F*¢;7*n) sono
spazi euclidei, la restrizione di s a U; N (Y X {tp}) puo essere estesa ad una
sezione s; su U;. Considero una partizione dell'unita {p; } associata a {U; }, al-
lora ) . s;p; € una sezione di Hom(F™*&; 7*n) sull'unione degli aperti {U;}. Ora
ogni applicazione lineare vicina ad un isomorfismo, rimane un isomorfismo;
quindi possiamo estendere la sezione data di [so(F*¢;7*n) ad una striscia
contenente Y x{to}. Questo prova che F;'¢ = n per t vicino a t5. Ora pos-
siamo coprire Y x I con un numero finito di strisce, in tal modo otteniamo che

WO NN N
VARVERV

Y

figura 2

fo§=F&=n=E=f. 0O
Osservazione 1.4.7 Il teorema continua a valere anche supponendo Y para-
compatto. Per referenze guardare [Hu|, pag.29, teorema 4.7.
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Corollario 1.4.1 Un fibrato vettoriale & su una varieta contraibile B e ba-
nale.

Dimostrazione. Poiché la varieta B e contraibile, cioe ¢ omotopa ad
un punto P, esistono due mappe f e g tali che

5
BZP
g
tale che gf € omotopo all’identita 1,,;. Per il teorema 1.4.1 si ha che:
E=(9f) €= [(97¢).

Poiché g*¢ ¢ un fibrato su un punto, & banale, quindi anche f*(g*¢) ¢ banale. [J
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2 Coomologia di De Rham

2.1 Richiami algebrici

Iniziamo questo capitolo richiamando alcune nozioni algebriche riguardanti i
complessi di catene e la coomologia ad essi associata, di cui il complesso e la
coomologia di De Rham sono un esempio particolare.

Quasi tutte le dimostrazioni dei teoremi e delle proposizioni di questo
paragrafo sono omesse, per referenze a riguardo si puo consultare [Gr2].

Definizione 2.1.1 Un complesso di catene C* = (®pezCF,d) & costitui-
to da una somma diretta di gruppi, ®rezC*, e da un omomorfismo, det-
to omomorfismo (o operatore) di bordo d : ®pezC* — @pezC* tale che
d(C*) c C*1 e d> = 0. Gli elementi di C* sono detti k-catene. Defi-
niamo la coomologia di un complesso di catene C*®, come la somma diretta
dei gruppi H(C®) = @z H*(C), dove

kerd N C*
k _
H(C) = imdNCF’

Osservazione 2.1.1 La definizione di coomologia ¢ ben posta perché dal
fatto che d? = 0, segue che, ad ogni livello, I'immagine di d ¢ contenuta nel
nucleo di d.

Definizione 2.1.2 Dati A* = (®rezA¥, da) e B® = (®rezB*, dp) complessi
di catene, un omomorfismo di catene f : A* — B*® ¢ una successione di
omomorfismi f, : A¥ — B¥, con k € Z tale che dpfi = fri1da.

Una mappa di catene induce omomorfismi
H*f . H*(A) — H*(B)

definiti da:
H* f([a]) = [fral.

Osservazione 2.1.2 Data f : A* — B*® mappa di catene, la definizione di
H*f & ben posta; infatti, se a € kerd N AF si ha che:

dpfr(@) = frr1(daa) = fr41(0) =0,
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quindi esiste [fx(a] € H*(B). Inoltre siano o, o’ € kerds N A* tali che

['] = [a], allora esiste n € A*~! tale che o = o’ + dan e si ha:
2 f([a]) = [fu(e)]
= [fela’ +dan)]

= [ ( O+ [fi(dan)]
= Hf([a]) + [dpfrir(n)]
“Fle]).
Osservazione 2.1.3 Si ha che H* & un funtore covariante dalla categoria dei
complessi e mappe di catene, alla categoria dei gruppi e loro omomorfismi.

Definizione 2.1.3 Un omomorfismo di catene f ¢ detto un isomorfismo se
fx € un isomorfismo per ogni k € Z.

Definizione 2.1.4 Siano A®* e B* due complessi di catene con operatori
rispettivamente dy e dg e siano f,g: A* — B® due omomorfismi di catene.
Un’omotopia di catene da f a g ¢ un omomorfismo di catene H : A®* — B*®
tale che H(A¥) € B*! e g— f = £(dgH 4 Hd,). Se esiste un omotopia di

catene da f a g, queste due applicazioni si dicono omotope.

Osservazione 2.1.4 Con le notazioni della definizione precedente, si ha che
H*f = H*g per ogni k € Z. Infatti se a € kerdy si ha

(dBH + HdA)(Oé) = dB<HOé),

cioe dgH + Hd, manda gli elementi del nucleo di d 4, nell'immagine di dg e
quindi induce la mappa nulla in coomologia. Percio dalla relazione

g— f=+(dgH + Hd,)
segue che H*f = H*g.

Definizione 2.1.5 Dati due complessi di catene A® e B® definiamo il com-
plesso di catene A* @ B® come (®Drez(A* ® B¥),dagp), dove loperatore di
bordo

dasp - Oen(A* @ BY) — @pes(A* @ BY)

e definito da
dA@B(a, b) = (dACL, de)
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E ovvio che dagp(A* @ BF) ¢ A @ BF | inoltre:
(dA@B)2<a7 b) = ((dA)Qav (dB)2b) = (0, 0)

Quindi A* @ B*® ¢ in effetti un complesso di catene.

Per come é definito dagp, si ha che
ker dagp = kerds @ kerdp

imdaep =imdy & imdp,
quindi si ottiene H(A®* @ B*) = H(A®) & H(B*).

Analogamente dati n-complessi C7,...,Cy, definiamo per ricorrenza la
somma diretta di n complessi come il complesso:

BLICT = (C) @ (HiH 7).
Inoltre si ha H(®!_,C?) = @ H(C?).

Definizione 2.1.6 Una successione esatta € una successione di gruppi abeliani
con omomorfismi del tipo:

g o g
. szk,1 klAk ay Ak+1 k-1

tale che im a1 = ker ay,.

Una successione esatta illimitata da entrambi @ lati € un complesso di
catene con coomologia banale.

Definizione 2.1.7 Una successione esatta corta ¢ una successione esatta del
tipo:

O—>AL>BLC—>O,

In questa situazione si ha che a € iniettiva, 3 é suriettiva e ker f = im av.

Esempio 2.1.1 L’esempio piu classico e ricorrente di successione esatta e il
seguente: sia B un gruppo abeliano e sia A un suo sottogruppo. Definiamo
C' = B/A. Allora una successione esatta corta ¢ data da:

0—A-—"B"C—0

dove 7 e I'immersione e 7 ¢ la proiezione sul quoziente.
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In realta tutte le successioni esatte corte possono essere ricondotte a
questo caso. Infatti sia

0—A-%B-2c—o0
una successione esatta corta e sia A’ = ima = ker 3. Allora o : A — A’

¢ un isomorfismo e § induce un isomorfismo C' = B/A’. Inoltre il seguente
diagramma:

0 A—>.p_L.,¢C 0
|l e
0 A, B _",(C 0

commuta.
Definizione 2.1.8 Una successione del tipo:
0— A% B 20—,

con A®, B®, C*, complessi di catene e o e 3 omomorfismi di catene, € detta
successione esatta corta di complessi se, per ogni k € 7,

0— Ak 25 gk e ob g
¢ una successione esatta corta.

Teorema 2.1.1 Data una successione esatta corta di complessi e mappe di

a B . .
catene 0 — A®* — B®* — C* — 0, vi € per ogni n € Z un omomorfismo
0, che rende esatta la successione:

H"g HnHlg
, L

22 mrA) 28 B (B) T8 Hr () 2 BY(A)

eneralmente si usa indicare semplicemente con 0. omomorfismo
G [ t d On [ t 0. L’ )
prende il nome di omomorfismo di connessione.

Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema si basa sulla tec-

nica di inseguimento nei diagrammi. Illustreremo qui di seguito solo la
costruzione dell’omomorfismo 9.
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La successione esatta corta data si esplicita nel seguente diagramma
commutativo:

0 —— A %, pr P cm g

I S

0 —— Ant2 _* Bnt2 L Cn+2 — 0.
Definiamo 6,, per una generica classe [¢] € H"(C); si ha ¢ € C™ e dcc = 0.
Per la suriettivita di (3, esiste b € B™ tale che 3(b) = ¢. Ora dalla relazione,
dcﬁ = ﬁdB, si ha

Bdpb = dcB(b) = dcc =0

quindi dgb € ker # = im «; percio per l'iniettivita di « esiste un unico ele-
mento a € A" tale che a(a) = dgb, inoltre 0 = dga(a) = a(daa), che,
ancora per l'iniettivita di o, implica che daa = 0, cio¢ esiste [a] € H"T(A).
Definisco quindi 6,([c]) =[a]. O

Teorema 2.1.2 Ad ogni diagramma commutativo di complessi a righe esatte

0 A 2, g 2 e 0
I N N
A0 2 pe s o

corrisponde un diagramma commutativo a righe esatte

H"a H"( On

L H(A) q(B) 2 gy s Hr(A) -

lH”f lH”g lan lH“lf

H"a H"p

CHNA) =5 HY(B) —— H'(C) —— H'H(A)

Questo fatto si esprime dicendo che l’'omomorfismo di connessione é canoni-
co.
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Proposizione 2.1.1 (Lemma dei cinque) Dato un diagramma commuta-
tivo di gruppi abeliani e omomorfismi a righe esatto, come seque,

A fi B f2 C g} D fa E

I L (O ¢

A/ L B/ g2 C/ g3 D/ g4 E/

Y

st ha:
1. se 3 e & sono iniettivi e o € suriettivo allora v é iniettivo,
2. se B e d sono suriettivi e € ¢ iniettivo allora v € suriettivo.

In particolare, se o, 3, § e € sono isomorfismi anche 7y lo é.

2.2 Complesso di De Rham

Definizione 2.2.1 Sia M una varieta C*°. Una forma differenziale di grado
p su M (o p-forma differenziale) é un elemento di Sec(APT*M). Indichiamo
Uinsieme delle p-forme differenziali su M con QP(M). Dataw € QP (M) si ha
che w, = w(x), puo essere vista come una funzione p-lineare antisimmetrica
su Ty M, per ogni x € M.

Osservazione 2.2.1 Nelle ipotesi della definizione precedente, sia {U,, ©q }

un atlante per M e siano (x¢,...,2%) coordinate locali su U,, allora si ha

che (dpz{,...,dpz?) & una base per TpM (con P € U,) e
{dpx?l/\--J\dpr; conl<i <---<i,<n}

¢ una base per APTEM. Quindi, data w € QP(M), per ogni P € M esistono
funzioni w;,. ;, € S(Uy) tali che

w = Z Wiy..ip dxf Ao ANdx

ip
1<i1<-<ip<n

su U, (vedi dimostrazione del teorema 1.3.1).

Definizione 2.2.2 Sia M una varieta C*. Il prodotto esterno di due forme
differenziali w € QP(M) e ¢ € QU(M), é definito come la forma differenziale
wA ¢ e QPTIM) data da:

(WA QP)(x) =ws Az, conx € M.
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Osservazione 2.2.2 Perché definizione precedente sia ben posta bisogna
dimostrare che w A ¢ ¢ C*°, ma questo diventa molto semplice scrivendo tutto
in coordinate locali, infatti siano:

w = Z Wiy..qp dxgy Ao N dad

ip
1<ig<-<ip<n

¢ = Z Djrogg Ay N - N da,

1<j1< < jg<n

in coordinate locali. Si ha:

wA¢= Z Wiy ity Dy g ATG N -2 A dxf; A dx?l ARERWA d:vjo-;

D
che ¢ chiaramente C*.
Osservazione 2.2.3 (1) Date w € QP(M) e ¢ € Q4(M) si ha che
WA= (—1PpANw

(2) Dato U C M aperto, si ha un’applicazione

QP(M) — QP(U)
definita da

ww |y

dove
(Wlv)e =wy € APT;M = NPT U
(perché TXM = T U per ogni x € U).
Inoltre si ha
W+ lp=wly +u' v

(WA Q) lv=w v Ao [u
per ogni w,w’ € QP(M) e per ogni ¢ € QI(M).

Teorema 2.2.1 Sia M una varieta C*°. Per ogni aperto U C M ed ogni
r > 0 esiste un’unica funzione R-lineare

d: Q" (U) — Q)

tale che:
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1. perr =0 l'operatore d e il differenziale di funzioni definito precedente-
mente (vedi esempio 1.3.3).

2. La funzione d e un operatore locale cioe: dati due aperti V,U tali che
VCcUCM edataw e Q" (U) si ha (dw) |y=d(w |v).

3. Dati f € Q°(U) ew € Q"(U) si ha:
d(fw) = df Aw + fdw
(generalizzazione della regola di Leibniz).
4. Per ogniw € Q" si ha d(dw) = 0.

Tale operatore sara detto operatore differenziale.

Premettiamo alla dimostrazione il seguente risultato.

Lemma 2.2.1 Sia d una funzione con le caratteristiche del teorema prece-
dente. Si ha:
d(d(L’,l VANERIVAY dZL‘“) =0

Dimostrazione. Dimostriamolo per induzione su r:
e Per l'ipotesi (4) si ha che d(dx;,) = 0.
e Consideriamo la r-forma w = x; dx;, A --- Adx; ., si ha:

dv = d(xdry, N--- Ndx;, )
= dwy Ndxg N Ndxy,, + xgd(dei, Ao Ndg )
= dx;; Ndzi, N--- Ndx; |

perché per I'ipotesi induttiva si ha che d(dx;, A- - - Adw;, ) = 0. Quindi
per l'ipotesi (4) si trova

0 =d(dw) = d(dz;, N--- Ndz;, ). O

Dimostrazione del teorema 2.2.1 Supponiamo che una tale funzione
esista e dimostriamo che ¢ unica. Dimostriamolo inizialmente nel caso in cui
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M abbia un sistema di coordinate globali. Data w € Q"(U) con U C M
aperto, w si esprime globalmente come

w = Z wilmirdxil VANEIEIAN dxz',«
1< < <ip <n
Si ha:
dw = Z d(wilmirdxil VANCEIVA da:ZT)

1<i1 < <ir<n
= Z d(wilu.“) N de’il N A dl’iT + wil,._ird<d$i1 JANEIRIVAN dlEZT>

1<ip < <ir<n

= Z d(wil.._ir) VAN d$i1 VANEIVAY dl’ir,

1<i1<-<ir<n

per il lemma 2.2.1; in conclusione

1<ip << <n

Quindi l'operatore d ¢ univocamente determinato perché d(w;, ;) e il dif-
ferenziale di funzioni (per l'ipotesi (1)), e quindi ¢ univocamente determina-
to.

Ora sia {U,, ¢, } un atlante per M e siano d e d’ due operatori che soddis-
fano le regole (1),...,(4). Allora d e d' ristretti a U, danno due operatori d |y,
e d' |y, che soddisfano le regole (1),...,(4). Inoltre per quanto dimostrato
sopra si ha che d |y, = d' |y, . Sia oraw € Q" (V) con V C M aperto, si ha:

(dw) |UaﬁV: d(w |Uamv) = d’(w |UaﬂV) = (dlw) |UaﬁV .

Quindi dw = d'w per ogni w € Q"(U), (poiché gli U, ricoprono M) che
dimostra 'unicita dell’operatore differenziale.

Per 'esistenza, supponiamo che M abbia un sistema di coordinate globali
e definiamo d : Q" (M) — Q"1(M) con la formula (2.2.1). Dimostriamo che
soddisfa le proprieta (1),...,(4).

1. Per come e definito d e ovvio che per r = 0 ¢ il solito differenziale di
funzioni.

2. L’operatore d & locale perché il differenziale di funzioni e locale e anche
il prodotto esterno lo ¢ (vedi ossorvazione 2.2.3).
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3. Datiw € Q"(U) e f € Q°U) si ha:

d(fw) = Y d(fwi,) Adzgy A Ad,

1<in < <ir<n

- Z (df )wiy . iy Ndxiy N+ AN day,

1<ip < <ir<n

+ Z f(dw““) A dl’il A A dxi,«

1<in < <ir<n

= df N ( Z Wiy, dTiy A -+ A dy,)

1<i1 < <ipr<n

+ f( Z d(wiy..i,) Ndxiy N Ndg,)

1<i1 < <ir<n

= df Nw+ fd(w).

4. Si ha:

ddw) = Y Z Z %::833 drj Adv; Adzg, A~ Ada,

1<ii <+ <ip<n j=1 i=1

—_— 1/1 ZT . . . .« .. .
— Z Z 0@8%, ——F—dz; Ndx; Ndxi; A\ Ndx,

1<i1<-<ip<n j<t

11 K7

1<i1 << <n j>l

o z1 S

1<ip <+ <z‘,~<n 7<t

32%1‘..“
— Z del A\ dl'Z N dle <A dﬂ?zr)

per il teorema di Schwarz e per I'antisimmetria del prodotto esterno.

Sia ora {U,, ¢} un atlante per M, su ogni U, ho un sistema di coordinate
globali e quindi su U, esiste un unico operatore differenziale d,,, definito con
la formula (2.2.1). Ora, per 'unicita dell’operatore differenziale, su U, N Up
si ha:

do |Uarvs= dp lUanus -
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Quindi possiamo definire 'operatore d su M come:
dw=d,w sul,.

Tale operatore soddisfa ovviamente tutte le proprieta richieste ed e quindi
I'operatore differenziale su M.

Concludiamo la dimostrazione osservando che per 'unicita dell’operatore
differenziale, esso non dipende dalla scelta del sistema di coordinate. [

Proposizione 2.2.1 Sia M una varieta C*® e sianow € Q" (M) e ¢ € Q°(M)
due forme differenziali. Si ha:

dwA¢)=dwNo+(—1)wA do. (2.2.2)

Dimostrazione. Basta dimostrare la formula localmente, quindi pos-
siamo assumere che M abbia un sistema di coordinate globali. Inoltre pos-
siamo ridurci al caso in cui w = fdxz;, A---ANdz;, e ¢ = gdx;, \---Ndz;, per
la bilinearita dell’espressione. Ora:

dlwANo) = d(fg) Ndxy N--- Ndx;, Ndxj, N--- N dxj,
= gd(f) ANdxi, N--- Ndz;, Ndxj, A - Adag,
+ fd(g) Ndxi, A+ ANdz;, ANdxj, A Adag,
= d(f)Ndxiy, N--- Ndzy, A gdxg, A - Adag,
+ (=1)"fdxy N ANdx, ANd(g) ANdxj, A Adag,
= dwANo+(-1)wAdp. O

Definizione 2.2.3 Dopo aver posto Q~'(M) = {0}, per i € N, definiamo

il complesso di De Rham relativo ad M come il complesso (Q2*(M),d) dove
QO (M) = iz ¥ (M):

d d

o) -L ol (M) -S o (M) -5 () L

Le forme differenziali che appartengono al nucleo di d sono dette chiuse,
mentre quelle che stanno nellimmagine di d sono dette esatte.

Osservazione 2.2.4 Sia M una varieta C*°di dimensione n. Si ha che
NT*M = M x {0} per i > n e quindi Q' (M) = 0 per i > n.
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Definizione 2.2.4 Sia M una varieta C*. Il p-esimo gruppo di coomologia
di De Rham su M e lo spazio vettoriale

_ A{p-forme chiuse su M}
~ {p-forme esatte su M}’

Hpp(M)

Clioé la coomologia di De Rham ¢ la coomologia relativa al complesso di
De Rham. Per comodita scriveremo, quando questo non crei confusione,
HP(M) invece di H},z(M). Infine si pone H*(M) = @,z H?(M).

Osservazione 2.2.5 Sia M una varieta C*°. L’applicazione bilineare che
associa a due forme differenziali il loro prodotto esterno (vedi definizione
2.2.2), da a Q°*(M) la struttura di algebra graduata anticommutativa.

Proposizione 2.2.2 Sia M wuna varieta C*°. L’applicazione bilineare che
associa a due forme differenziali il loro prodotto esterno induce un prodotto
in coomologia definito da:

[w] - [¢] = [w A ¢] € H(M),

con |w] € HP(M) e [¢p] € HY(M). Questo prodotto da a H*(M) la struttura
di algebra graduata anticommutativa.

Dimostrazione. La prima cosa da verificare ¢ che il prodotto definito
sopra porta forme chiuse in forme chiuse, ma questo segue banalmente dalla
formula (2.2.2). Ora basta far vedere che la definizione di prodotto data
sopra & ben posta, cioe che se [w] = [W'] e [¢p] = [¢'], vale

Poiché w e W' rappresentano la stessa classe in coomologia, esse differiscono
per una forma esatta e lo stesso vale per ¢ e ¢/, cioe
W= wtdn
¢ = ¢+du
Si ha
WAY =wAd+ (wAdu+dnA(p+dup)),

ma una facile verifica mostra che se poniamo w A du + dn A (¢ + du) = «,
vale

a=d((=1)*“w A p+n A (¢ + du))
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e quindi che, essendo « esatta,
[wA @] =[w' A

Si verifica facilmente attraverso le proprieta del prodotto esterno che H*(M)
con questo prodotto ¢ un’algebra graduata anticommutativa. [J

Esempio 2.2.1 L’esempio piu elementare di calcolo della coomologia si ha
quando come varieta M prendiamo un punto P. Poiché dim{P} = 0, I'unico
gruppo di coomologia non nullo potra essere quello di grado zero. Ora una
O-forma su {P} ¢ una funzione da {P} ad R ed ¢ univocamente determinata
dall'immagine di P cioe da un elemento di R. Quindi, poiché tali funzioni
sono tutte chiuse e nessuna ¢ esatta, si ha che H°({P}) = R.

Esempio 2.2.2 Sia M una varieta C* e sia ¢ il numero delle sue compo-
nenti connesse. Si ha H°(M) = R? Poiché H~ (M) ¢ uguale all'insieme
nullo, anche I'insieme delle 0-forme esatte ¢ nullo e quindi H°(M) non ¢ al-
tro che I'insieme delle O-forme chiuse. Ma le O-forme su M sono le sezioni di
A°T*M = M x R e quindi sono le funzioni C** da M a R. Di conseguenza le
0-forme chiuse sono le funzioni C>* da M a R con differenziale nullo, cioe le
funzioni localmente costanti. Ora una funzione C* localmente costante su un
insieme connesso e costante, quindi una 0-forma chiusa ristretta ad una com-
ponente connessa di M puo essere individuata da una costante ¢ € R. Percio
ogni 0-forma chiusa w puo essere espressa tramite ¢ costanti (cy,...,¢,) € R?
che individuano i valori assunti da w nelle ¢ componenti connesse di M.

Quindi H°(M) = R4

Esempio 2.2.3 Calcoliamo la coomologia di R. Dall’ esempio precedente
sappiamo che, essendo R connesso, H°(R) = R. Inoltre H"(R) = 0 se
n > 1 = dimR. Quindi ci rimane da calcolare solo H!(R). Chiaramente
tutte le 1-forme su R sono chiuse; inoltre sia w = g(x)dx una 1-forma, allora
prendendo

f:R—=R

definita da

si trova che
df = g(z)dx.
Quindi ogni 1-forma su R ¢ esatta percio H'(R) = 0.
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Definizione 2.2.5 Siano M, N wvarieta C*°. Sia f : M — N una funzione
C*>, allora f induce per ogni P € M

o—af.
Definiamo
[T (N) = Q'(M)
come:
frw(P) = (N (dpf)*)(wsp))-
L’applicazione f* é detta pull-back di f.

Osservazione 2.2.6 Con le notazioni della definizione precedente si ha che
per 7 = 0, ricordando che A°(dpf)* = id, la definizione di pull-back sulle
forme differenziali coincide con la definizione di pull-back sulle funzioni e
cioe:

ffo=uwf.

Osservazione 2.2.7 Dato w € Q"(N) calcoliamo f*w in coordinate locali.
Innanzitutto se w = dz; (con i fissato) si ha

frdz(P) = A (dp f)*(dppyri) = dyppyzidpf = dp(z:f) = dpfi,

quindi
Inoltre f* e lineare rispetto alla moltiplicazione per funzioni, cioe assegnate
weN(N)egeQ°N) si ha:

[ gw) = fgf w. (2.2.4)
Infine vale:
fflwne)=fwnfo, (2.2.5)

segue immediatamente dal fatto che, dati due spazi vettoriali V e W e una
funzione lineare T : V' — W, si ha A""T(a A 3) = A"T(a) A A*T(3) con
aceNVefelNV.
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Sia ora data una r-forma

w = E Wiy,..., irdxzj VANEIVAY dl’ir,

1<ip <--<ir<n
in coordinate locali. Per le formule (2.2.3), (2.2.4), (2.2.5), si ha:
ffw= Z (wiya, f) dfi, A+ Ndfs,.
1<ii<<ir<n

Scritto in coordinate locali, risulta evidente che f*w ¢ C* e quindi ¢ in effetti
una forma differenziale, cioe la definizione di pull-back € ben posta.

Proposizione 2.2.3 La mappa di pull-back sulle forme differenziali commu-
ta con l'operatore d.

Dimostrazione. L’operatore differenziale e la mappa di pull-back sono
lineari, quindi e sufficiente dimostrare che vale

d(f*w) = f*(dw),
dove w & una r-forma differenziale del tipo
w=gdz; N Ndx;,.
Per la formula precedente si ha:
d(f*'w) = d(gf dfi, N--- Ndfi,) = d(gf) Ndfiy A+ Ndfi,.
D’altra parte:

Fdo = 05 2 au Ndw A Ada,)
1 8:16]—
= c%vj

= d(gf) Ndfi, N Ndfy,. O

Osservazione 2.2.8 Una cosa molto importante da osservare ¢ che data
un’applicazione C* tra varieta f : M — N, per la formula 2.2.5,

FHQN (M) — Q(N)

Hf*: H*(M) — H*(N)

sono omomorfismi di algebre.
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Proposizione 2.2.4 (1) Siano M, N e T wvarieta C* e f : M — N e
g: N — T applicazioni C*>. Allora vale

(9f) = fg"

(2) Si ha idy; = idge(nr)-

In altre parole se indichiamo con €2 Uapplicazione che associa ad una va-
rieta C* il complesso Q*(M) e ad una funzione C* f l’omomorfismo di com-
plessi f*, si ha che Q ¢ un funtore controvariante dalla categoria delle varieta
e applicazioni C*> alla categoria delle algebre graduate e loro omomorfismi.

Dimostrazione. (1) Data w € Q" (T) e x € M si ha:

(9f)w(x) = AN(degf) (w(gf(z)))
( (

~~

(2) Basta osservare che dpidy = idr,(ay e in generale la k-esima potenza
esterna dell’identita su uno spazio vettoriale V & l'identita su A*V. O

Proposizione 2.2.5 Siano M e N due varieta C* e sia f : M — N un
diffeomorfismo. Allora H*(M) = H*(N).

Dimostrazione. Basta osservare che, per la funtorialita di Q e H*, f e
f~! inducono isomorfismi inversi H* f* e H*(f~1)* tra H*(M) e H*(N), per
ogni k € Z.

Proposizione 2.2.6 Sia M una varieta C* tale che M ¢ l'unione disgiunta
degli aperti M, con « che varia su un insieme finito. Allora si ha:

H*(M) = §H°(Ma).

Dimostrazione. Poiché d e un operatore locale e per 'osservazione
2.2.3 punto (2), per ogni o ¢’¢ un omomorfismo di catene

Qo QM) — Q*(M,)
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definito da
ia(w) =w |, -
Dato il complesso &Q2°*(M,,), (vedi definizione 2.1.5), definiamo 1’'omomorfis-

mo di catene

i (M) — ©0° (M)

(i(w))a = ta(w).

Chiaramente ¢ ¢ un’isomorfismo di complessi e quindi, per la funtorialita di
H* induce un isomorfismo in coomologia, cioe:

H*(M) = &H*(M,). O

2.3 Successione di Mayer-Vietoris

In questo paragrafo ci occupiamo di uno degli strumenti piu efficaci nel calcolo
della coomologia di una data varieta: la successione di Mayer-Vietoris.

Definizione 2.3.1 Sia M wuna varieta e siano U, V due aperti tali che
M =UUYV. Definiamo le applicazioni:

i QM) — QUU) @ Q (V)

come
W= (w v, w |v)
e
E-QU)eQ(V)—-QUNV)
come

(W, 9) = w vy =9 lunv -
Proposizione 2.3.1 La successione
0— QM) = QU)a (V) 2 QUNV) —0
e esatta. Tale successione prende il nome di successione di Mayer-Vietoris.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare 1'esattezza in tre punti:
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1. Data w € keri si ha che w |y= 0 e w |y= 0 che implica, essendo
M =UUYV, che w=0 e quindi che ¢ & iniettiva.

2. Chiaramente si ha che ki = 0 e quindi che imi C ker k. Del resto, sia
(w, ¢) € ker k allora si ha w |yuy= ¢ |vuv, quindi ha senso definire:

{w(a:) sex el

0(z) = o(r) sexeV.

Evidentemente si ha i(0) = (w, ¢) e quindi ne segue ker k C im.

3. Infinesiaw € Q"(UNV) e sia {py, py } una partizione dell’unita associa-
ta a {U,V }(per l'esistenza di una partizione dell’unita subordinata ad
un dato ricoprimento aperto vedi [Rh], pag.3). Si ha che w = pyw+pyw,
(poiché py + py = 1). Osserviamo che vale:

V=UnV)U(V\supppy)

perché (supp(py) NV) C UNV. Definiamo ppw € (V) nel modo
seguente:

v f opyw sexeUNnV
pr(x)—{O se x € V \ supp pu

La definizione ¢ ben posta in quanto pyw |(v\supp p)n@wnv)= 0. Inoltre
pUuw |unv= puw. Analogamente definiamo pyw € Q" (U) in modo che
pvw |unv= pvw. Allora si ha che:

w = pyw + ppw = pvo |uvnv +po@ lunv= k(pvw, —prw),
quindi k£ e suriettiva. [

Quindi per il teorema 2.1.1 si ha che la successione esatta corta di Mayer-
Vietoris induce la successione esatta lunga, detta anch’essa di Mayer-Vietoris:

H"

g wye H(V) ZS /(U nv) 2 HH (M)

Vediamo in questo caso specifico come ¢ definita 6. Sia [w] € H"(U NV),
allora per la dimostrazione del teorema precedente ponendo n = (pyw, —ppw)

si ha k(n) = w. Allora, seguendo la dimostrazione del teorema 2.1.1, si ha
che §[w] = [~ *(dn)] cioe:

[ @) saU
sl = { (Vo) v
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Vediamo subito un esempio in cui si utilizza la successione di Mayer-
Vietoris per calcolare la coomologia.

Esempio 2.3.1 Sia M = S! C R? la circonferenza unitaria. Consideriamo
gli aperti U = ST\ {(0,1)} e V =51\ {(0,—1)}. Si ha S' =U UV. Inoltre
U e V sono diffeomorfi a R quindi per la proposizione 2.2.5, si ha:

R sek=0

Hk(U> = Hk(R) - Hk(V) - { 0 altrimenti.

Per quanto riguarda 'intersezione, UNV = S\ {(0, 1), (0, —1)} & diffeomorfo
all'unione disgiunta di due copie di R, quindi per la proposizione 2.2.6 si ha

ReR sek=0
0 altrimenti.

HYUNV)=H"R)® H*R) = {

Si ha che H°(S') = R perché S' & connesso e H*(S') = 0 per k > 1 (poiché
S! ha dimensione 1). Rimane da determinare H'(S'), per farlo usiamo la
successione di Mayer-Vietoris:

HY

H(U)H(V) 75 HOUNWV) 2 HY(SY) 75 U)o (V) 7 -

HY%
- —

Poiché H'(U) & H' (V) = 0, per 'esattezza della successione si ha che dy ¢
suriettiva. Ora, sfruttando la relazione per cui, data un’applicazione lineare,
la dimensione del dominio ¢ uguale alla dimensione dell'immagine piu la
dimensione del nucleo, si ottiene:

dim H'(S') = dimimd,
= dim H°(U NV) — dim ker d;
= 2—dimim H%

= 2— [dim(H"(U) ® H*(V)) — dim ker H]
= dimker H.

Dal seguente tratto della successione di Mayer-Vietoris,

HO
—

0 — HOS' I gy e BOV) 2 U AV) — -

si ha che
dim ker H°k = dimim H% = dim H°(S") = 1

quindi dim H'(S') =1e H'(S') =R.
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Richiamiamo il seguente teorema.

Teorema 2.3.1 (Teorema di Stokes) Sia M una varieta C*, orientata,
di dimensione n. Sia w € Q"1 (M), tale che supp(w) & compatto. Si ha:

/dw:/ w,
M oM

dove OM ha Uorientazione indotta da M.

Una dimostrazione per questo teorema si puo trovare in [B-T], pag.31, teo-
rema 3.5. Un immediato corollario del teorema di Stokes e il seguente
risultato.

Corollario 2.3.1 Se M ¢é una varieta C*°, compatta, orientata e di dimen-
stone n e w e una n-forma esatta su M, allora

/w:O
M

Dimostrazione. Sia w una n-forma esatta su M allora, per definizione,
esiste una (n — 1)-forma 7 tale che w = dn, quindi per il teorema di Stokes,

/w:/dn:/ n=0. 0O
M M oM

Corollario 2.3.2 Sia M una varieta compatta orientata di dimensione n,
allora l’applicazione lineare

/ . H*(M) — R
M
definita da
[w] — / w,
M
¢ suriettiva. In particolare H"(M) # 0

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che per il corollario prece-
dente f o © ben definita. Fissiamo una metrica arbitraria su M, allora esiste
un unica forma volume A € Q"(M) e vale

/A>0,
M

quindi [ 1y © diversa dall’applicazione nulla percio, ¢ suriettiva. [
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Osservazione 2.3.1 Riprendendo 'esempio della coomologia di S!, si ha
che, per il corollario precedente, H'(S') = R & generato dalla classe di
coomologia della forma volume associata ad una fissata metrica su S*. Ad
esempio se come metrica su S! prendiamo la restrizione ad S' della metri-
ca ecuclidea su R?, si ha che H*(S') =< [5=df] >, dove § ¢ la coordinata
angolare su S*(il motivo della presenza del fattore 3= & che [, df = 2m).

Teorema 2.3.2 Sia M wuna varieta C*. La proiezione m : M x R — M
induce un’isomorfismo in coomologia

Hrn*: H*(M) — H*(M x R).
Dimostrazione. Sia
s:M— MxR
la sezione nulla del fibrato vettoriale banale M x R. Allora 7 e s inducono

applicazioni:

*

Tl

O (M x R) — Q*(M).

*

3

Vogliamo dimostrare che queste due applicazioni inducono isomorfismi inversi
in coomologia e quindi H*(M x R) = H*(M).

Dal fatto che ms = idy, si ha banalmente che s*7* = idge(ps). Tuttavia
sm # idyxr € corrispondentemente 7*s* # idgenxr). Per esempio, 7s* fa
corrispondere alla funzione f(x,t), la funzione f(x,0) che ¢ costante su ogni
fibra. Per far vedere che 7*s* induce l'identita in coomologia, basta trovare
una omotopia di catene K tra 7*s* e I'identita su Q°*(M x R), vedi definizione
2.1.4 e osservazione 2.1.4:

K :Q%(M xR) — Q*(M x R).

Siano (x1,...,z,) coordinate locali su M e sia t la coordinata globale su R,
allora (z1,...,z,,t) sono coordinate locali su M xR. Poiché, per la struttura
di varieta prodotto, la coordinata globale ¢ ¢ indipendente dalle coordinate
locali (x1,...,x,), il fatto che in una r-forma differenziale su M x R appaia

o meno dt ¢ indipendente dal sistema di coordinate locali di questo tipo in
cui la si scrive. Percio ogni (7 + 1)-forma w su M x R si scrive in modo unico
come

w=a+ [ ANdt,
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dove a e (3 sono forme che, scritte in coordinate locali, non contengono dt (&
chiaro che sia « che 3 potrebbero essere forme nulle). Quindi § in coordinate
locali, si scrivera come

Z Biy i (@ t)dxy A Ndxy, .

1<iy < <ipr<n
Definiamo

/Otﬁ(x, t) dt

in coordinate locali come
t
Z (/ Biy. i (x,8) ds)dxy A+ Ndz;,.
1<iy<-<ip<n V0

Si ha che la definizione ¢ ben posta perché, passando ad un altro sistema di
coordinate (y1,...,Yn,t), si ha che

B= Y By DA i (y)dyi, A Ady;,

1<ii < <ipr<n

dove A; ;. (y) & una funzione lineare in y che non coinvolge ¢, percio la
definizione di fot B(x,t) dt rimane inalterata per cambiamenti di coordinate.
Ora definiamo K : Q*(M x R) — Q*(M x R) come la funzione lineare che
soddisfa:

() a—0

(1) ﬁAdtH/tﬁdt.
0

Osserviamo che una forma w su M X R in cui non appaia dt, si puo scrivere
in coordinate locali come somma di forme del tipo

[z, 1) (")

quindi in coordinate locali K e definita da
D) f(z,t)(7"¢) — 0,
) f(at)w0) ndt = ([ flas) (o)
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Dimostriamo che 'applicazione K cosi definita e in effetti un omotopia di
catene. Per brevita indichiamo idgearxr) con id. Possiamo dimostrare
I'uguaglianza localmente su un sistema di aperti coordinati per M, su cui

(z1,...,x,) sono coordinate locali. Per semplicita indichiamo > , m OF o,

semplicemente con g—idx. Sulle forme di tipo (I) si ha:

w=flz,t)(m"9)  deg(w)=q

(id —7*s")w = [flz,t)(n"¢) = f(z,0)(7"9),
(dK — Kdw = —Kdw

= —K[f@H(drw) + (L

(Grda + Sdt) Ao

= ql/asds7r¢
= (f(z,t) = f(z,0))7"¢,

quindi
(id — 75" )w = (1)1 Y dK — Kd)w.

Sulle forme di tipo (II), si ha:
w= f(m"¢) Ndt deg(w) =

dw = f(m*dp) N dt + gdx A TP A dt.
x
Poiché vale s*(dt) = d(s*t) = d(0) = 0, otteniamo
(id—1"s"\w =

w
Kdw = (/t f(x,s) ds)m*do + (/t %(1‘, s) ds)dz N\ "¢,
0 0

iKw — (/Otf(x,s) ds)w*d¢+[(/0 g—i(a:,s) ds)dz + f(z,)dt] A 76,

Quindi
(dK — Kd)w = (—1)1w,

da cui, anche per le forme di tipo (II), si ha
(id — 75" )w = (=1)T Y dK — Kd)w.
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In definitiva si ha:
id — *s* = (—1)7"Y(dK — Kd) su QI(M x R).
Questo prova che le applicazioni

Hks*
H*M xR) _ H*M)

Hkn*
sono isomorfismi per ogni k € Z e quindi che H*(M) = H*(M x R). O
Da questo teorema, ponendo M = R", per induzione si ottiene il Lemma

di Poincaré.

Corollario 2.3.3 (Lemma di Poincaré) La coomologia di R" é la sequente:

R sek=0
k ny __
H*(R") = { 0 altrimenti

Proposizione 2.3.2 Due applicazioni omotope inducono la stessa applicazione
in coomologia.

Dimostrazione. Siano f e g due applicazioni omotope tra le varieta
C> M e N allora, per definizione (vedi 1.4.6), esiste un’applicazione C*

F:MxR—-N

tale che
F(z,t)= f(z) set<0
{F(x,l):g(a:) set>1

Equivalentemente, se sg, s : M — M x R sono, rispettivamente, la sezione
zero e la sezione uno, (dove per sezione uno si intende I'applicazione definita
da s1(z) = (z,1)), allora

[ = Fso,

g = F'sy.

Quindi
= (Fso)" = syF”,
g



Poiché sia s; che s} invertono 7 : M x R — M, proiezione sul primo fattore,
esse sono uguali. Quindi

=g,
da cui
HE f* = HYg*
per ogni k € Z. U

Corollario 2.3.4 (Assioma di omotopia) Due varietd con lo stesso tipo
di omotopia (vedi definizione 1.4.7) hanno la stessa coomologia di De Rham.

Corollario 2.3.5 Se A ¢ un retratto per deformazione di M (vedi definizione
1.4.8) allora A e M hanno la stessa coomologia di De Rham.

Concludiamo il capitolo con il calcolo della coomologia di alcuni spazi.

Esempio 2.3.2 Calcoliamo la coomologia di M = S™ C R, Dimostriamo
per induzione su n che vale

krony )] R o sek=0,n
H(S>_{O se k # 0,n.

Per n = 1 & vero (vedi esempio 2.3.1). Ora supponiamo che sia vero per
S"~! e dimostriamo che allora vale anche per S™. Analogamente a quanto
fatto nel caso di S', consideriamo i due aperti U = 5™\ {(0,...,0,1)} e
V =5"\{(0,...,0,1)}. Chiaramente si ha M =U U V. Si ha

U~R'2V,

ad esempio tramite le proiezioni stereografiche. Inoltre per quanto riguarda
unv =5"\{(0,...,0,1),(0,...,0,—1)}, si ha che

UNvV s ix]—-1,1[~2S" xR,

Per vederlo basta considerare 1’applicazione che associa ad ogni punto P di
U NV, il punto d’intersezione della retta passante per P e parallela all’iper-
piano coordinato 1, = 0, con S"!x ] —1, 1[; si vede con facilita che questa
applicazione e un diffeomorfismo. Quindi abbiamo

R sek=0

HY(U) = HY(V) :{ 0 sek#0
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e per l'ipotesi induttiva

R sek=0,n—-1

k _ krgon—1 ~ kraon—1\ __
HYUNV) = H*(S" x R) = H*(S )_{0 ok Z0m_1

Si ha:
H°(S™) = R perché S™ € connesso,
H*(S™) = 0 se k> n =dimS".

Per calcolare gli altri gruppi di coomologia usiamo la successione di Mayer-
Vietoris. Consideriamo prima il caso in cui k = 1:

H'i

HU) & HOW) 2 gow nvy 2o misy 228 gy e HY(V).

Consideriamo HYk : H°(U) @ H(V) — H°(U N V), questa ¢ in effetti
un’applicazione
R&R —-R

tale che
(a,b) — (a —b).

Quindi il nucleo di H°k ¢ {(a,a) € R & R tali che a € R} = R. Percio
dimim H° = 1 e quindi H% ¢ suriettiva e dy ¢ applicazione nulla. Per cui
c’e una successione esatta del tipo:

0 o, gy M4,

da cui H'(S™) = 0.
Siaoral <k <n+1. Siha

Hk

H=LYU) o HL(v) T2 g n vy 22 ghismy T iy @ 1E(V),
che, essendo H*Y(U) @ H*Y(V) e H*(U) ® H*(V) entrambi nulli (perché
k—1,k>0), da:

0 "N iy n vy 22 ks 2

Y

che implica, per I'esattezza, che d;_; € un isomorfismo e quindi che

R sek=n
0  altrimenti.

H*(S") = HF1(S"1) = {
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Quindi, la struttura di H®(S™) come algebra ¢ molto semplice, se t & un
generatore di H"(S™) allora

7

1]

t?)’

H*(S")pr =

—~

dove R[t] sono i polinomi in una variabile a coefficenti in R.

Esempio 2.3.3 Calcoliamo la coomologia di De Rham del toro T' = St x S1.
Come al solito, dalla connessione di T, segue che H°(T) = R e dal fatto che
dimT = 2, segue che H*(T) = 0 se k > 2. Siano (6y,6,) coordinate sul
toro, con 6; coordinata angolare su S!. Consideriamo i sottoinsiemi chiusi
del toro A = S' x {0} e B= S x {n}. Definiamo U =T\ AeV =T\ B;
chiaramente 7' = U U V. Poiché, dato P € S, vale S\ {P} = R, si ha
U=>=S'xR=>=V, quindi

R sek=0,1

H*(U) = H*(V) = H*(S* xR) = H*(S") = { 0 sek#0,1.

Inoltre UNV e ha due componenti connesse, ognuna delle quali e diffeomorfa
a S xR, cioe UNV & diffeomorfo all'unione disgiunta di due copie di S* x R
e quindi

R&R sek=0,1

L o kol kgl —
HYUNV) = H*S' xR) @ H*(S XR)—{O se k #£0,1.

Consideriamo la successione di Mayer-Vietoris per T'. Dall’esattezza di

T 70U n vy 2o 7Y(T),

0 — HOT) 2 5Oy @ HO(V)
si ha che
dimimd, = dim H(UNV) — dimim H%
= 2 - [dim(H*(U) ® H*(V)) — dim im H]
= 1

Vogliamo analizzare H'k : HY(U)® H (V) — HY(UNV). Per farlo vediamo
come si comporta sui generatori. Si ha che i generatori di H(U) e H' (V)
sono (vedi osservazione 2.3.1)

1 _ i 1 — i
H(U) =< [%del] > e HY(V)=< [27rd01] >,
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quindi
H(U) @ H(V) =< ([5-d6], 0), (0, [ -db)]) >

Ora, in generale, H'k(u,n) = i lunv —7 |unv, quindi in particolare si ha:

(5 d0),0) = (5 -d6u).[5-d0))
1
o
_ —Hlk([%del],o),

'R0, [5-d0) = (~[-d0)],~[5—d6y)

quindi dimim H'%k = 1. Ora da quanto appena osservato e dall’esattezza di

2o, vy 25 gy e 5 V) 2R B o vy 2 B2 — 0,
si ha che

dim H*(T) = dimH'(UNV))—dimim H'k =1
dim HY(T) = dimim & + dimim H'i
1+ [dim(HY(U) @ H'(V)) — dimim H'k]

= 2.
In conclusione si ha:
R se k=0,2
HYT)={ RoR sek=1
0 altrimenti.

Esempio 2.3.4 Calcoliamo la coomologia di RP?. Innanzitutto, RP? & con-
nesso (puo essere visto come quoziente di S? che & connesso), e quindi
H°(RP?) = R. Sappiamo anche che, essendo 2 la dimensione di RP?, vale
H*(RP?) =0 se k > 2. Sia

U; = {[z0, 71, 7o) € RP? tali che x; #£ 0}, coni=0,1,2.

Per il calcolo degli altri gruppi di coomologia vogliamo usare la successione di
Mayer-Vietoris associata agli aperti V' = U; e U = Uy U Uy, quindi dobbiamo
prima calcolare la coomologia di U. Per farlo usiamo ancora una volta la
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successione di Mayer-Vietoris associata agli aperti Uy e U;. Chiaramente,
essendo gli U; aperti coordinati per RP?, essi sono diffeomorfi ad R? e quindi

korry . J Rosek=0
H(Ul)_{o se k # 0.

Per quanto riguarda l'intersezione, leggendola in coordinate locali in Uy, e
{(z,y) € R? tali che = # 0},
che ¢ diffeomorfo a due copie di R?, quindi

R&R sek=0

Hk(UOmUl):{ 0 se k # 0.

Scriviamo la successione di Mayer-Vietoris

0 — HOUUU,) 22 HO(U e HO(Uy) 225 HO(Un ) 2% HY(UyUU,) — 0,
si ha

dim H'(Uy U U;) = dimimdy
= dim H*(Uy N U;) — dimim Hk
= 2 —[dim(H(Uy) ® H(U,)) — dim im H"j]
= dim H(Uy U Uy)
= 1.

Quindi H'(Uy U U;) = R. Sia n > 2, si ha la successione esatta
0— Hn(Uo N Ul) — 0,
quindi H*(UyNU;) = 0 se k > 2. Ricapitolando

R sek=0,1
k _ )
H (UOUUI)_{ 0 sek#0,1.
Passiamo ora al calcolo della coomologia di RP?. Abbiamo calcolato la
coomologia di U e quella di V. Consideriamo ora U NV, leggendolo in
coordinate locali ad esempio su Us, si pud vedere come R?\ {(0,0)}. Poiché
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St & un retratto per deformazione di R?\ {(0,0)} (una retrazione ¢ data dal-
'applicazione che associa ad ogni = € R?\{(0,0)} 'elemento (z/ || z ||) € S*)
si ha

R sek=0,1

0 sek#0,1.

Consideriamo la successione di Mayer-Vietoris e consideriamo in particolare
la seguente applicazione

H'%: H\(U)® H'(V) — HY(UNV),

HYUNV) = H*S) = {

in realtd essendo H'(V') = 0, l'applicazione diventa,
H'%: H\U) — H\UNV).

Vogliamo dimostrare che H'k & un isomorfismo, per farlo, essendo H'k un’ap-
plicazione da R a R, basta far vedere che esiste un elemento w € H'(U) la
cui immagine attraverso H'k ¢ diversa da zero. Si ha

H (UNV) =< [df] >

dove 6 ¢ la coordinata angolare su U NV = R?\ {(0,0)}. Vogliamo far
vedere che e possibile estendere df a tutto U in modo che la sua restrizione
attraverso H'k sia df.

Su U NV ho coordinate (z = Hy= %)’

{3::,00089 :>{ p=+/x?+y?

y = psinf ¢ = arctan ¥
Quindi
00 00
d) = —drx+ —d
ox v oy 4
Y
= — d d
$2+y2 x+$2+y2 Y
= Wl -

Vediamo che w si estende in modo C* anche su Uy e U;. Su Uy ho coordinate
(' = w—é,y’ = f:_i) quindi

xr =
y:

~ X

dr = —y%dy’
— dy = idm’ — y‘%dy’.

QRS |
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Percio

dx’
w |UO: 1 +$/2

che &€ C* e chiusa su tutto Uy. Analogamente si vede che si puo estendere
w in modo C* anche su U;. Quindi [w] € H'(U) e si ha H'k([w]) = [df)].
Percid H'k & un isomorfismo. Ora scrivendo la successione di Mayer-Vietoris
si ha subito

H'k
—

H (U)o H(V) Z5 B U nV) 25 BARP?) — H2(U) @ HX(V) =0

quindi si ha

dim H?*(RP?) = dimim 6; = dim H (U N V) — dim im H'k = 0,
da cui H?(RP?) = 0. Analizzando, invece, il seguente tratto della successione
di Mayer-Vietoris

HO%
—_—

0 — HORP?) 22 gy e HOV) 25 g N vy 2o ghrp?) 2

si ha che:

dim H'(RP?) = dimim H'i + dimim d,

dimker H'k + [dim H°(U N V) — dimim H k]
0+ 1— [dim(H*(U) ® H*(V)) — dim im H%]
= —1+ dim H°(RP?)

= 0.

Quindi H!(RP?) = 0. Ricapitolando si ha

R sek=0
0 altrimenti.

H*(RP?) = {

Esempio 2.3.5 Un esempio molto interessante per vedere la struttura di
algebra della coomologia di De Rham di una varieta, ¢ CP". Iniziamo con il

calcolo di H*(CP'). Poiché CP' ¢ diffeomorfo ad S2, si ha

R seq=0,2
0  altrimenti.

HY(CP'") = {
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Supponiamo ora n > 1 e calcoliamo la coomologia di De Rham di CP".
Fissiamo Py = [1,0,...,0] € CP" e consideriamo gli aperti

U = Uy={[zo,..., v, tali che 2y # 0} = C" = R?",
V = CP"\{R}.

Sihache CP"=UUV eUNVC"\{(0,...,0)} 2R*\ {(0,...,0}, ma
quest’ultimo, come osservato nell’esempio precedente, ¢ omotopo a S?"~ 1,
quindi

R seq=0,2n—-1

0  altrimenti,

HY(UNV)=HY(S" ") = {

R seq=0
q _
Hi(U) = { 0 altrimenti.

Percio per usare la successione di Mayer-Vietoris associata agli aperti U e V,
dobbiamo calcolare la coomologia di V. Per farlo, consideriamo ’applicazione

7:V — CP!
definita da
[0, ... xp| — [T1,. .., 2y

La definizione ¢ ben posta perché Py non appartiene a V', quindi si ha che
7m([P]) # (0,...,0) per ogni P € V. Consideriamo poi

j:CP"! SV

definita da
[T1,. . 2] = (0,20, ..., 2],

si ha che mj = idgpn-1. Mentre jm € omotopo all'identita. Infatti, conside-
riamo

F:VxR—-V
F([zo,...,xn],t) = [tro, x1,. .., 2],
si ha che
F(lxg,...,z,],0) = [0,21,...,2,) = j7[xo, ..., Ty
F(lxo,...,z,],1) = [x0,21,...,2,]) = idy[xo, ..., T,
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inoltre F' & C*, quindi ¢ un’omotopia. Percio si ha che V e CP"! hanno lo

stesso tipo di omotopia, quindi, per ’assioma di omotopia della coomologia
di De Rham (corollario 2.3.4),

H*(V) = H*(CP" ).
Proviamo per induzione su n che

. . < g
Hq(CIP”):{R seqeparie () <qg<2n

0 altrimenti.

Per n = 1, & verificato (vedi sopra). Ora supponiamo che valga per n — 1 e

dimostriamolo per n. Scriviamo la successione di Mayer-Vietoris relativa al
ricoprimento {U,V'} di CP™:

s HYUNV) 2 geeer) 25 gewye vy M gaunv) — -

e consideriamo il caso in cui 2 < ¢ < 2n — 2, allora
H™Y UNV)=0=HY(UNV)=HYU),
percio si ha che HY% ¢ un isomorfismo quindi

_ R seqeparie2 <g<2n-—2
q ny o 174 o~ I79 n—1y _
HY(CP") = HY(V) = H*(CP )_{O se g edisparie 2 < g <2n—2.
Supponiamo ¢ = 2n — 1, allora
HTYS* N =0=HYV)=HYU)

quindi anche HY(CP") = 0. Sia ora ¢ = 2n, analizzando il seguente tratto
della successione di Mayer-Vietoris

0=H>YU)e HY(V) 58 gy w vy 23 grecen
T HU) e H*(V) =0,

si ha che H?*"(CP") = H**Y(U NV) = R. Rimangono da determinare i
gruppi di coomologia di grado zero e uno di CP". Per quanto riguarda il
grado zero si ha che H°(CP") = R, perché CP" & connesso in quanto ¢ un
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quoziente di C"**\ {(0,...,0} che & connesso. Determiniamo H'(CP"). Si
ha la successione esatta (H'(U) = H' (V) = 0):

HY%

0 — HO(CP") 22 moU)y e HOV) E5 B0 nv) 22 HY(CP") — 0.
Percio

dim H'(CP") = dimimd,
= dim H°(UNV) — dimim Hk
= 1-[dim(H°(U) ® H*(V)) — dim im H]
= —1+dim H°(CP")
= 0,

da cui H'(CP") = 0. Quindi, ricapitolando,

R sekeparie( <k <2n

k ny __ s ~

H*(CP") = { 0  altrimenti.

Dal calcolo della coomologia di CP" si desume che H% ¢ un isomorfismo per
0 < ¢ < 2n. Se indichiamo con j = iy j, dove iy € 'immersione di V' in CP",
allora, essendo H9(U) = 0 per ogni ¢ # 0, si ha che J induce un isomorfismo
in coomologia

HY* : HY(CP" ') — HI(CP"),

per 0 < g < 2n. Vogliamo dimostrare per induzione su n che, fissato un
elemento t € H?(CP") \ {0}, con n > 0 allora t? genera H?I(CP"), per
0 < q < 2n e quindi

RIt]

(1)’

dove R[t] & I'algebra dei polinomi in una variabile a coefficenti in R. Visto
come sono fatti i gruppi di coomologia di CP" questo equivale a dimostrare
che t7 # 0 per ogni 0 < g < 2n. Per n = 1 ¢ ovviamente verificato. Ora
sia n > 1, allora, come osservato sopra si ha che Hj* ¢ un’isomorfismo di

algebre, quindi se s € H2(CP" ')\ {0} allora

Hpp(CP") =

t=Hj's#0
e, essendo per l'ipotesi induttiva s? £ 0 per 0 < ¢ <n —1, si ha

{1 = (Hy's)" = Hy'(s7) # 0.
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Quindi t? genera H?*(CP") per 0 < ¢ < n — 1. Un metodo immediato per
dimostrare che t" # 0 ¢ usare la dualita di Poincaré, teorema di cui daremo la
dimostrazione in seguito (vedi teorema 3.2.1). Poiché CP" & compatto (puo
essere visto come un quoziente di S?"~! che ¢ compatto) ed ¢ orientabile, per
la dualita di Poincaré si ha che I’applicazione bilineare

H?*(CP") x H*%(CP") — R

definita da
(t, 1" 1) t"
cp™

¢ non degenere. Quindi [.p. t" # 0, percid t" # 0 e t" genera H*"(CP"), il
che completa la dimostrazione.

Un altro modo di dimostrare, senza 1'uso della dualita di Poincaré, che
t" # 0 ¢ farlo tramite calcoli diretti trovando un generatore ¢ di H*(CP").
Calcoliamo, in particolare, un generatore per H?(CP?). Per descrivere le
forme su CP? ¢ sufficente, per densitd, scriverle in coordinate su

Up = {[1,u,v] € CP*} = C?,

controllando pero che siano C*® su tutto CP?. Siano

u = 7“627”'9

— 8627rz¢

conr,s > 0e0 < 6,0 < 2, coordinate su Uy, cioe (r,6) e (s,$) sono
coordinate polari su R%. Si noti che r non & C*, mentre > = 22 4+ 2 lo
¢ e quindi essendo 2rdr = d(r?), anche rdr ¢ C*. Analogamente 270 =
arctan(y/z) non ¢ definita globalmente, ma 27r?df = zdy — ydr ¢ una 1-
forma C*™ e 2wrdr A df = dx A dy € una 2-forma C*>. Procederemo in questo
modo: vogliamo scrivere una 2-forma chiusa w su CP? che non sia esatta, ma
la cui restizione su U sia esatta (w = dn su Uy = R*). Quindi inizieremo
scrivendo la 1-forma 7. Vogliamo dimostrare che

r2df + sd¢
1472+ 52

funziona. Definiamo
w = dn (2.3.1)
(1+ s*)2rdr A dO — 2sds Ar?d0 — 2rdr A s?dp + (1 + r?)2sds A dg
(1+72 + 52)2
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dove la prima uguaglianza vale solo su U,. Dobbiamo dimostrare che w
definisce una forma su tutto CP?. Per fare questo dobbiamo calcolare come
si scrive w tramite 1 cambi di variabili sulle carte U; e Uy, ma per simmetria
¢ sufficente considerarne solo uno. E piu facile fare un cambio di variabili su
7, passare a dn e analizzarla. Consideriamo il cambio di variabili da Uy a U;
si ha

Lu,v] = [1/u,1,v/u]
= ()1, (/) )

— [7’1627”91, 17 81627rz¢>1] )

Quindi il cambio di coordinate &

r=1/r
s=s1/m
0 =—6,
¢ = ¢1 — by,
da cui
dr = (=1/r?)dr,
ds = (1/ry)ds; — (s1/r3)dr
df = —db,
dé = déy — db,.
Quindi

(1/r2)(=db:) + (s3/r3)(dey — db,)
L+ 1/rf +si/rf
—(1 + s3)db, + sidg,
147} + s '

Notiamo che la parte s?d¢; ¢ C*°, mentre la parte che comprende df; non ¢
definita quando r; = 0, che e il motivo per cui 7 non e una forma globale su
CP?. Quindi dobbiamo solo dimostrare che

L+72 453
e C*. Ma questa e

—(1+ s7)2rdry Adby + [(1 472 + 5%)2s1 — (1 + s9)2s1]ds1 A dby
(1472 + s%)2 '
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Abbiamo notato sopra che il termine ridr; A df, ¢ C*. L’espressione nelle
parentesi quadre ¢ 2s177ds; Adf; = (2s1ds1) A (ridb,) e quindi & C*. Quindi
w & una 2-forma su tutto CP?. Poiché su Uy si ha dw = ddn = 0, allora, per
continuitd, dw = 0 su tutto CP?, cio¢ w ¢ chiusa.

Vogliamo anche dimostrare che w non ¢ esatta, ma per farlo e sufficente
far vedere che w A w non ¢ esatta (il prodotto esterno porta forme esatte in
forme esatte). Calcoliamo w A w usando la formula (2.3.1)

2[4rs(1 + s*)(1 +1r?) — 4r3s?]

wAw = 15121 52 dr Ndfd N ds N\ do
8

Usando dr A df A ds A d¢ per orientare CP?, possiamo calcolare

/ wAw = /w/\w
CP? Uo
1 fe’e) 1 00 STS
= —————drdf ds d
/0/0 /0/0 2t szp 0B 00

R rs
= 8 —drd
/0 /0 T+t 0
_—

la prima uguaglianza ¢ dovuta al fatto che CP?\ Uy letto attraverso le carte
¢ un insieme di misura nulla in R*. Quindi, per il teorema di Stokes, w A w
non & esatta percio H2(CP?) & generato da [w]. I calcoli che abbiamo fatto
nel caso di CP? si possono facilmente generalizzare a CP" per dimostrare che

un generatore di H?(CP") ¢ w, che su Uy = {[1,uy, ..., u,]} si scrive come
w=dn
con
_ D rid;

Ty 2T

dove
U; = T,‘€2m€ T Z 0, 0 S 91 S 1

per i =1,...,n. In modo analogo si vede che

/ WA ANw=1,
cP ™

n—volte

76



quindi, se poniamo ¢t = [w], si ha che t" # 0

Un immediato corollario che segue dal calcolo della coomologia ¢ il seguente
risultato.

Corollario 2.3.6 Lo spazio proiettivo CP™ non é omotopo a S** per n > 1.
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3 Coomologia a supporto compatto e dualita
di Poincaré

3.1 Coomologia a supporto compatto

In questo paragrafo affrontiamo la costruzione di un altro invariante per
diffeomorfismo delle varieta C>: la coomologia di De Rham a supporto
compatto.

Definizione 3.1.1 Sia M una varieta C*. Il complesso di De Rham a sup-
porto compatto relativo ad M, ¢ il complesso Q2(M) = (®rez Q¥ (M), d), dove
QF(M) é il sottospazio di H*(M) costituito dalle k-forme differenziali a sup-
porto compatto (vedi definizione 1.3.1) e d ¢é l'operatore differenziale (per
convenzione, come nel caso del complesso di De Rham, si pone H¥(M) =0,
se k < 0). La coomologia associata a tale complesso & detta coomologia di
De Rham a supporto compatto e viene indicata con H®(M) = @rezHE(M).

Osservazione 3.1.1 Chiaramente se M e una varieta C* compatta, si ha
che H*(M) = H?(M). Questo perché data una forma qualsiasi il suo sup-
porto e un chiuso contenuto in un compatto, M stesso, e quindi e compatto.

Esempio 3.1.1 Calcoliamo la coomologia a supporto compatto di R. Su R
le O-forme chiuse sono le funzioni costanti. Poiché nessuna funzione costante
su R e a supporto compatto, si ha:

HY(R) = 0.

Per calcolare H}(R) consideriamo la seguente applicazione

/R;Q;(R) SR

Questa applicazione e chiaramente suriettiva e assume valore 0 sulle 1-forme
esatte. Infatti sia df, con f a supporto compatto, una 1-forma esatta e sia
supp f C [a, b], vale

of bof
R% dx:/a %dx:f(b)—f(a)zo.
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Viceversa se g(x) dx appartiene al nucleo di questa applicazione, allora la
funzione

avra supporto compatto e df = g(x)dzx. Quindi il nucleo di fR ¢ esattamente
I'insieme delle 1-forme esatte a supporto compatto, percio:

H(R) = ggr(ﬂﬁ) ~ im /R _R.

Quindi ricapitolando si ha

i R sek=1
HC(R)_{O se k#0.

Osservazione 3.1.2 Da questo primo esempio si deduce che la coomologia
a supporto compatto non e invariante per omotopia. Infatti, pur essendo
R contraibile, H}(R) = R mentre H!({P}) = H'({P}) = 0 (perché {P} ¢
compatto).

Analogamente a quanto fatto nel caso della coomologia di De Rham, prima di
parlare della successione di Mayer-Vietoris, vorremmo discutere le proprieta
funtoriali di €2.. In generale pero il pull-back tramite una applicazione C*°, di
una forma a supporto compatto, non € necessariamente a supporto compatto,
come esempio basta considerare il pull-back di forme differenziali attraverso
la proiezione M x R — M. Quindi 2. non e¢ un funtore sulla categoria
delle varieta e applicazioni C*. Tuttavia, se invece di considerare tutte le
applicazioni C*, ne consideriamo un’appropriata sottoclasse, 2. diventa un
funtore. Piu precisamente:

1. Q. & un funtore controvariante sulla categoria delle varieta C* e delle
funzioni proprie (ricordiamo che una funzione si dice propria se la
controimmagine di ogni compatto ¢ un insieme compatto).

2. €. e un funtore covariante sulla categoria delle varieta C* e applicazioni
di inclusione di sottoinsiemi aperti. Cioe se j : U — M e la mappa di
inclusione, allora

Jw - SR(U) — QM)
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¢ definita da

. Jw suU
HY =100 su M\ U,

la definizione ¢ ben posta perché, essendo w a supporto compatto, w
¢ uguale a zero su U \ suppw che & un’aperto contenuto in U, quindi
I’estensione e C™.

Da ora in poi, con ). intenderemo indicare il funtore covariante dalla catego-
ria delle varieta C* e applicazioni di inclusione, alla categoria dei complessi
e omomorfismi di catene. Ora definiamo la successione di Mayer-Vietoris per
la coomologia a supporto compatto.

Definizione 3.1.2 Sia M una varieta C* e siano U e V' due aperti tali che
M =UUYV. Date le inclusioni

vnvE TS v

vnv S vEoa

definiamo le applicazioni:

ke : QUUNV) = QU) @ Q2(V)

definita da
wi— (K0, —kYw)
e
jo: QLUY @ QV) — Q2(M)
definita da

(w,¢) = i w + i) ¢.
Proposizione 3.1.1 La successione
0— QUNV) L% QU)  Q(V) = Q(M) — 0

¢ esatta. Tale successione prende il nome di successione di Mayer-Vietoris
delle forme differenziali a supporto compatto.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare 1’esattezza in tre punti:
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1. se una forma w appartiene al nucleo di 7., significa che la sua estensione
a U eaV elaforma nulla e quindi, in particolare, e nulla su U NV,
che dimostra che i, ¢ iniettiva.

2. Chiaramente si ha i.k. e 'applicazione nulla e quindi im k. C keri..
Viceversa, sia (w, ¢) € ker i, allora si ha che iYw + i) ¢ = 0, da cui

w |UmV: - |Umv

w [in@wrvy= 0= ¢ |\ (wnv),

quindi sia il supporto di w che quello di ¢ sono in realta contenuti in
UNYV esiha

(W, 9) = ke(w [vnv)-

Percio ker¢. C im k. e in conclusione ker i, = im k..

3. Siaw € Q2(M). Allora, se {py, pv} ¢ una partizione dell’unita subor-
dinata a (U, V), si ha che pyw e pyw sono forme a supporto compatto,
rispettivamente, in U e V| infatti, prendiamo ad esempio pyw, si ha

supp pyw C supp py N supp w

e per un lemma di topologia generale, un sottoinsieme chiuso di un
insieme compatto € compatto. Inoltre

w = i.(puw, pyw),
che dimostra la suriettivita di 7,. [

Quindi per il teorema 2.1.1 si ha che la successione esatta corta di Mayer-
Vietoris delle forme a supporto compatto, induce la successione esatta, detta
successione di Mayer-Vietoris della coomologia a supporto compatto:

66,7 T T c r
S HIUAV) T HU)SHL(V) " HI(M) = HEon) T

Vediamo in questo caso come e fatto 'omomorfismo di connessione 6¢. Sia
[w] € QL(M), allora vale

H'ic([pow], [pyw]) = [w],
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dove {py,py} € una partizione dell’'unita associata al ricoprimento {U,V'}.
Ora, se poniamo ([pyw], [pyw]) = [¢], per come & costruito 'omomorfismo di
connessione si ha che

0°w] = [k, (do)],
cioe 0°w] ¢ tale che:
e l'estensione tramite zero di °[w] a U ¢ uguale a [d(pyw)],
e l'estensione tramite zero di 0¢jw] a V' & uguale a —[d(pyw)].
Teorema 3.1.1 Sia M una varieta C*. Si ha
HE(M x R) = H2 (M),
(cio¢ HF¥(M x R) = H*Y(M) per ogni k € Z).

Dimostrazione. Se indichiamo con 7w : M x R — M la priezione sul
primo fattore, le forme su M x R si scrivono, in coordinate locali, come
combinazione lineare di (vedi la dimostrazione del teorema 2.3.2):

D) fla, i)™,
(IT)  f(x,t)m" P A dt,

in particolare quindi, anche le forme a supporto compatto si potranno es-
primere in quel modo. Definiamo un applicazione

r s QM x R) — Q2L (M)
tramite
() flz, )¢ — 0,
(1) fla,t)me Adt o ( / Z F@.t) db)o.

Si osserva, analogamente a quanto visto nella dimostrazione del teorema
2.3.2, che l'applicazione, pur essendo definita in coordinate locali, ¢ ben
definita. Inoltre, data w € Q2(M x R), si ha suppw C C X [a,b], con C
compatto in M, quindi, se w = f(z,t)m*dAdt, si avra che supp f C C X |a, b],
perché 7m*¢ non dipende da t. Quindi, in particolare, si avra che

/_Z fla,tydt = /abf(:v,t)dt.
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Inoltre, supp mw C (suppw N M) C C, quindi & compatto (& un sottoin-
sieme chiuso di un insieme compatto in uno spazio di Hausdorff), percio il
codominio di 7, ¢ in effetti Q2(M).

Verifichiamo che 7, € un omomorfismo di catene. Possiamo farlo local-
mente su un sistema di aperti coordinati per M, su cui (zy,...,%,) sono
coordinate locali. Per semplicit, indichiamo S -2/

i=1 Jx;
%dw. Sulle forme di tipo (I) si ha:

w = flz,t)(n"¢)  deg(w)=gq

dx; semplicemente con

drm, = 0
md = m[f(z,t)(drw) + (g—idm‘ + ?)_{dt) A TP
([ 2 ane

(=1 W Ot
(1) (f(a,m) — f(z,—n))d
0 conn>0.

Sulle forme di tipo (II), si ha:

w = f(e)Adt  deg(w)=q
0
dw = f(n*do) Ndt+ a—qu; AT P A dt.
x
Chiaramente se poniamo, con un leggero abuso di notazioni, dr = 7*dz,
essendo 7* un omomorfismo di algebre, si ha dz A ¢ = 7*(dx A ¢).

mdw = (/OO [z, t) dt)do + (/OO %(l‘,t) dt)dx N ¢,

—0o0

dmw = (/_OO f(z,t) dt)dp + [(/_OO %(w,t) dt)dz N ¢.

[e.9]

Quindi 7, & un omomorfismo di catene, percio induce un omomorfismo in
coomologia
Hr,: HY(M x R) — H:Y(M).

Sia e = e(t)dt una 1-forma a supporto compatto su R e con integrale su R
uguale a uno, consideriamo l’applicazione

ey QM) — QT (M x R)
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definita da:

¢ (T7¢) Ae.
Chiaramente I’applicazione e, commuta con d e quindi induce un omomor-
fismo in coomologia

He, : HX(M) — H*(M x R).

Segue direttamente dalla definizione che m.e, = id su Q2(M). Tuttavia
e, # 1d, quindi quello faremo ¢ dimostrare che questa composizione e
omotopa all’identita. Come operatore di omotopia consideriamo:

K :Q2(M x R) — Q1M x R)
definito da
() flo, 66— 0,
W) famond ([ ;f(:v,S) dmo— ([ sl i [ " ofs) ds)

—00

Con calcoli analoghi a quelli eseguiti nella dimostrazione del teorema 2.3.2,
si vede che K ¢ in effetti un’omotopia di catene tra e,m, e I'identita. Quindi
ex € T, inducono isomorfismi inversi in coomologia e quindi vale

H! (M xR)= HY(M). O

Come corollario di questo teorema si ha il lemma di Poincaré per la
coomologia a supporto compatto.

Corollario 3.1.1 La coomologia a supporto compatto di R™ é:

{R sek=n

k ny __
He(R?) = 0 sek#n.

Osservazione 3.1.3 Per determinare un generatore di H!'(R"), partiamo
dalla funzione costante uno su un punto e iteriamo con e,. Questo procedi-
mento da

e(xy)dxy Ae(xg)dxy A -+ A e(xy,)d,.

Quindi un generatore per H(R") ¢ una forma a(x) dzy A -- - A dz,,, dove

/ a(z) dry -+ - dx, = 1.

Il supporto di « puo essere reso piccolo a piacere.
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3.2 Dualita di Poincaré

Definizione 3.2.1 Sia M wuna varieta di dimensione n. Un ricoprimento
aperto {Uy} di M é detto un buon ricoprimento se tutte le intersezioni finite
e non vuote Uy, N+ -+ NU,, sono diffeomorfe a R". Una varieta che ha un
buon ricoprimento finito e detta di tipo finito.

Proposizione 3.2.1 Ogni ricoprimento aperto di una fissata varieta am-
mette un raffinamento che é un buon ricoprimento. Se la varieta ¢ compatta
il buon ricoprimento puo essere scelto finito.

Per la dimostrazione di questa proposizioni si veda [B-T]|, pag.42-43.

Proposizione 3.2.2 Sia M una varieta C*. Se M ¢é di tipo finito la sua
coomologia e la sua coomologia a supporto compatto sono di dimensione
finita.

Dimostrazione. Sia {U, V'} un ricoprimento aperto di M. Dalla suc-
cessione di Mayer-Vietoris

S HTY U N V) IS m o V) 2 gy e HY(V) — -

si ha
HI(UUV)=imé,_; & im H%.

Quindi se HY(U), H4(V) e H**(U N V) hanno dimensione finita anche
H?(M) avra dimensione finita.

Procediamo per induzione sulla cardinalita di un buon ricoprimento di M.
Per una varieta diffeomorfa a R", la proposizione segue dal lemma di Poincaré
(vedi corollario 2.3.3). Supponiamo ora che la proposizione valga per una
varieta che possiede buon ricoprimento di cardinalita p e consideriamo una
varieta che possiede un buon ricoprimento {Uy,...,U,} formato da p + 1
aperti. Ora (Uy U ---UU,_1) N U, ha un buon ricoprimento di cardinalita
p, quindi per ipotesi induttiva la coomologia di Uy U --- U U,_, di U, e di
(UpU- - -UU,_1)NU, hanno dimensione finita e quindi, per I'osservazione sopra,
anche la coomologia di Uy U - - - U U, ha dimensione finita. Questo completa
I'induzione. In modo analogo, usando la successione di Mayer-Vietoris e il
lemma di Poincaré relativi alla coomologia a supporto compatto, si dimostra
la proposizione per la coomologia a supporto compatto. [
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Definizione 3.2.2 Sia M una varieta C* di tipo finito. La caratteristica di
Eulero di M ¢ il numero naturale x(M) € N definito da

n

X(M) = " (=1)¢dim HY(M).

q=0

Osservazione 3.2.1 la definizione ¢ ben posta perché, per la proposizione
precedente, la dimensione di H?(M) ¢ finita.

Definizione 3.2.3 Sia M una varieta C>, orientata e di dimensione n.
Definiamo 'applicazione bilineare

/ CHY(M) @ H (M) — R

Lol [ wno

Ricordiamo che se <,>: V ® W — R e un’applicazione bilineare tra due
spazi vettoriali di dimensione finita, allora <,> e non degenere se e solo se
I’applicazione che ad ogni v € V associa < v, >€ W* definita da

<w, > (w) =<v,w >,
¢ un isomorfismo tra V e W*.

Teorema 3.2.1 (Dualita di Poincaré) Sia M una varieta C*, orientata
e di tipo finito, allora l'applicazione bilineare definita sopra é non degenere.
FEquivalentemente, data una varieta C*, orientata, di dimensione n e di tipo
finito, vale

HY(M) = (H!™(M))".

Dimostrazione. Le successioni di Mayer-Vietoris relative alla coomolo-
gia e alla coomologia a supporto compatto danno luogo al seguente diagram-
ma commutativo a meno del segno:

HQ(U)@H'](V) Hik Hq(UﬂV) oq Hq+1(UUV)
® ® ®
H0) @ HV) o HEUNY) S HPC(UUY)
J/IU+IV lfumv lfuuv
R R R
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dove per commutativo a meno del segno si intende che

/ WA, T = i/ (Oqw) A T,
unv unv

con [w] € HI(UNV) e [r] € HX*1({U UV). Dimostriamo la commutativita
dell’'ultimo quadrato. Indichiamo ¢ semplicemente con 0 e 05 con 0° e,
quando questo non crei confusione, indichiamo [w] semplicemente con w.

Ricordiamo che dw ¢ una forma in H7™ (U U V) tale che
ow [p="d(pyw)

ow [y= —d(pyw)

e 0°7 ¢ una forma in H?~9(U N'V) tale che
(k£]507_7 _k»Y(SCT) = (d(pUT)7 d(va))

Si osservi che d(pyT) = d(py) AT perché 7 ¢ una forma chiusa; analogamente
d(pyw) = d(py) A w. Si ha:

/ wA T = / w A (dpy) AT = (—1)d8) / (dpy) Nw A T.
unv unv unv

Poiché dw ha supporto in U NV, vale

/ &u/\T:—/ (dpy) Nw A T.
Uuv unv

/ WA 8T = (—1)de@)+1 / (6w) A T.
unv unv

In modo simile si dimostra la commutativita a meno del segno per gli altri
quadrati.

Quindi

Per il lemma dei cinque (vedi proposizione 2.1.1) se la dualita di Poincaré
vale per U, V e UNV, allora vale per UUV. Procediamo per induzione sulla
cardinalita del buon ricoprimento. Se M ¢ diffeomorfo a R™, (cio¢ M ha un
buon ricoprimento con cardinalita uno), la dualita di Poincaré segue dai due
lemma di Poincaré sulla coomologia e coomologia a supporto compatto di
R™.
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Supponiamo che la dualita di Poincaré valga per le varieta con un buon
ricoprimento con cardinalita al piu p, e consideriamo una varieta con un buon
ricoprimento formato da p+1 aperti {Uy, ...,U,}. Ora (UyU---UU,_;)NU,
ha un buon ricoprimento con cardinalita p, quindi vale la dualita di Poincaré.
Per ipotesi la dualita di Poincaré vale anche per (Uy U --- U U,_;) e per Up,
quindi, per il lemma dei cinque, vale per UyU- - -UU,,. Questo prova la dualita
di Poincaré per ogni varieta orientata e di tipo finito. [

In realta la dualita di Poincaré vale anche se M non e di tipo finito, (vedi
[Gr], pag.198 e pag.14). L’enunciato & come segue: se M ¢é una varieta C*,
orientata e di dimensione n, vale

HY(M) = (H4(M))*

per ogni intero q.

Tuttavia non & sempre vero che HI(M) = (H"9(M))*. L’asimmetria
segue dal fatto che il duale di una somma diretta e una prodotto diretto, ma
il duale di un prodotto diretto non e una somma diretta.

Corollario 3.2.1 Se M ¢ una varieta C*, orientata connessa e di dimen-
sione n, allora H'(M) = R. In particolare, se M é anche compatta, allora
H™"(M) =R.

Osservazione 3.2.2 Avevamo visto nel corollario 2.3.2 che se M ¢ una
varieta C*, orientata, compatta e di dimensione n allora ’applicazione

/M:H”(M)—>R

e suriettiva. Supponiamo che M sia anche connessa allora, per il corollario
precedente, H"(M) = R, quindi [,, & un isomorfismo.

Definizione 3.2.4 Sia M una varieta C*, di dimensione n, sia S una sot-
tovarieta chiusa (come sottospazio di M ), orientata e di dimensione k e sia
i:S — M linclusione. Definiamo un’applicazione lineare come seque

/S:Hf(M)—>R

= [ i
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Questa applicazione é ben definita perché
suppw |sC (suppw) NS,

quindi w |s € a supporto compatto. Dalla dualita di Poincaré, secondo
cui (HF(M))* = H"*(M), seque che [, corrisponde ad un’unica classe di
coomologia ng € H"*(M). Chiameremo questa classe e anche ogni forma
che la rappresenta, duale di Poincaré chiuso di S. Dalla definizione si ha
che ng & l'unica classe di coomologia in H" *(M) per cui vale

/z’*w:/ w A ng (3.2.1)
S M

per ogni w € HF(M).

Definizione 3.2.5 Sia M una varieta C*, di tipo finito e di dimensione n e
sia S una sottovarieta compatta, orientata e di dimensione k e siai:S — M
linclusione. Definiamo [applicazione lineare

/S:H’“(M)—>R

bl = [ .

Per la dualita di Poincaré all’applicazione [, € (H"(M))* corrisponde un
unica classe di coomologia [ns] € HY *(M) detta duale di Poincaré compatto
di S. Il duale di Poincaré compatto é caratterizzato da

/i*w—/ w A g (3.2.2)
S M

per ogni w € H*(M).

Osservazione 3.2.3 E chiaro che se S & compatto, & anche chiuso (M & di
Hausdorff) quindi esiste anche il duale chiuso di Poincaré di S e, poiché la
formula (3.2.2) implica la formula (3.2.1), segue che il duale compatto di S
e, come forma, anche il duale chiuso di S, cioe I'applicazione

HY (M) — HH(M)
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manda il duale compatto di Poincaré di S nel duale chiuso di Poincaré di S.
Quindi il duale di Poincaré chiuso di una sottovarieta compatte e orientata
ammette un rappresentante a supporto compatto. Tuttavia come classi di
coomologia [ns] € H" *(M) e [ns] € H"*(M) possono essere piuttosto
differenti, come dimostra il seguente esempio.

Esempio 3.2.1 Siano M = R" e S = {P}. Poiché H"(R™) = 0, il duale di
Poincaré chiuso ng ¢ la classe nulla, mentre il duale di Poincaré compatto e
una classe non banale in H(R") = R.

Un altro risultato molto importante per il calcolo della coomologia, la cui
dimostrazione si basa ancora una volta, sull’'uso della successione di Mayer-
Vietoris, e il seguente teorema.

Teorema 3.2.2 (Formula di Kiinneth) (1) Siano F' e M due varieta C*,
tali che almeno una sia di tipo finito. Allora

H*(M x F)=H*(M)® H*(F).
Questo significa che

H"'(M xR)= & HP(M)® HYF) perognin € N.

p+q=n
(2) Siano M e F due varieta C*, allora vale
H:(M x F)=H:M)® H:(F).

Dimostrazione. (1) Supponiamo ad esempio che M sia di tipo finito.
Usando i lemma II, III, IV, pag.197, [Gr], si estende tale dimostrazione al
caso generale.

Le due proiezioni naturali
MxF - F
M

danno luogo ad un’applicazione sulle forme differenziali
WR G T wApo
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che che induce un’applicazione in coomologia
Y:H*(M)® H*(F) — H*(M X F)

definita da
(W@ [e]) = [T"w A p*o].
Infatti siano [w] € H*(M) e [¢] € H*(F) allora

d(m*w A p*¢) = 7 (dw) A p* ¢+ 7w A p*de = 0,

cioe m*w A p*¢ & una forma chiusa quindi esiste [7*w A p*¢] € H*(M x F).
Inoltre siano

w = w+dn,
¢ = ¢+dp,

allora si ha

“(w+dn) A p* (¢ +dp)]
(m*w +d(7™n)) A (p*¢ + d(p* )]

[T A p*d] = [
[
[m*w +d(7™n)] - [p"¢ + d(p" )]
ks
[

"Wl - [p*d)

W A p el

quindi 1 € ben definita. Dimostreremo che 1 ¢ un’isomorfismo.

Se M = R", la formula di Kiinneth ¢ equivalente al lemma di Poincaré
(vedi corollario 2.3.3). Sia M qualsiasi e siano {U,V'} due aperti in M e sia
n un intero fissato. Dalla successione di Mayer-Vietoris

S HP(UUV) — HP(U) ® HP(V) — HP(UNV) —
si ottiene una successione esatta tensorizzando con H" P(F')

S HP(UUV)® H™P(F) — (HP(U)® H"P(F)) @ (H?(V) @ H"(F)
— H(UNV)® H" P(F) — - -

perché tensorizzare con uno spazio vettoriale preserva l’esattezza.
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Sommando sugli interi p tra zero e n si trova la successione esatta
n
— Y H(UUV)® H"(F)
p=0

— Y (HP(U)® H?(V)) @ H" "(F)

. in(U“ V)@ H" P(F) —> -

p=0
Si ha che il seguente diagramma ¢ commutativo

¥

S HHUUV)@ Hr(FE) 5 H"(UUV) x F)
! !

S (HP(U) @ HY(V)) @ H'P(F) % H"U x F)® H"(V x F)
l |

St H(UNV) @ HR(F) 5 H({UNV) x F).

La commutativita e chiara eccetto forse per il riquadro
ZZZO HPUNV)® H"P(F) N ZZZO HPY (U UV) ® H™P(F)
¥ Ik
H"((UNV) x F) KN HnJrl((UUv) x F),

cosa che ora proveremo. Sia w ® ¢ € HP(UU V) @ H" P(F). Allora vale
Po(w ® @) = 7 (0w) A p*o

dP(w© ¢) = d(T"w A p*0).

Ricordiamo che (vedi teorema 2.1.1) se {py, pv} € una partizione dell'unita
subordinata al ricoprimento {U, V'} allora

[ dlpyw) suU
ow = { —d(pyw) su V.

Poiché il pull-back della partizione {7*py,7*py} € ancora una partizione
dell’'unita su (U U V) x F subordinata al ricoprimento {U x F,V x F}, su
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(UNV) x F siha

AT wAp'e) = d((m"pu)m"w A p'¢)
(dr™(pyw)) A p*¢ poiché ¢ & chiusa
= 7 (dw) A p*o.

Quindi il diagramma ¢ commutativo.

Quindi per il lemma dei cinque (vedi proposizione 2.1.1) se il teorema
e vero per U, V, e UNYV, allora ¢ vero anche per U U V. La formula di
Kiinneth si dimostra per induzione sulla cardinalita di un buon ricoprimento
di M, esattamente come nella dimistrazione dellla dualita di Poincaré.

(2) In modo analogo si procedo per dimostrare la formula di Kiinneth per
la coomologia a supporto compatto. [

Osservazione 3.2.4 L’isomorfismo 1 della dimostrazione precedente induce
su H*(M)® H*(F') un’operazione prodotto che da una struttura di algebra e
rende v un isomorfismo di algebre, cioe siano w,w’ € H*(M) e ¢, ¢’ € H*(F)

W(weed) (W) = Plwee) YPuwedd)
= (T"wAp") - (1" Ap"9)
= TwApOANTV AP
= (=) BT (WA W) A p (P A Q)
= (—1)*ES (WA @) @ (W A )
= (- 9) @ (V- ).

Esempio 3.2.2 Consideriamo il toro 7' = S x S', di cui abbiamo gia
calcolato i gruppi di coomologia, usando la formula di Kiinneth si ha

H*(T)=H*(S"' x S') = H*(S") ® H*(S"),
questo da la struttura di algebra di H*(T'), cioe se df ¢ il generatore della
coomologia di S! e poniamo
dr*0 = 7"df = db,
dp*0 = p*df = dbs,
si ha
Hl(T) = < d91 A 1,1/\d(92 >,
H*(T) = <df; Adby >,
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quindi come algebra anticommutativa H*(T) ¢ isomorfo a A(R?). In generale
si ha che se 7" = S* x --- x S* allora
~————

n-volte

H*(T") = A(R).

3.3 Coomologia di un fibrato vettoriale

I due lemma di Poincaré,
H*(M xR)=H*(M),
H(M xR) = H™"(M),

possono essere visti come risultati sulla coomologia del fibrato banale M x R
su M. Piu in generale sia £ = (E,m, B) un fibrato vettoriale di rango n. Si
ha la seguente proposizione.

Proposizione 3.3.1 Sia { = (E,m, B) un fibrato vettoriale allora 7™ induce
un isomorfismo in coomologia

Hr*: H*(B) — H*(F),
che ha per inversa 'applicazione indotta dalla sezione nulla.

Dimostrazione. Sia sg la sezione nulla, allora essendo 7ws = id, si ha
che s*7* = id. Viceversa si ha che la composizione st ¢ omotopa all’iden-
tita. Infatti, vediamo E come 'unione disgiunta delle sue fibre e definiamo
I’omotopia su ogni fibra come

F,: & xR —=€&,
come

Dopo di che definiamo
F.EXR—FE

come
F(yvt) = Fx(yvt)
se y € &,. La definizione e ben posta perché ogni punto di E appartiene

ad un’unica fibra ed e ovviamente C*°, quindi per 2.3.4 induce l'identita in
coomologia. [
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Quindi, per la proposizione appena dimostrata si ha che

H*(E) = H*(B).

Si potrebbe pensare che per la coomologia a supporto compatto valga

H:(E)= H:"(B).

In realta questa formula vale solo nel caso in cui sia F che B siano varieta
orientabili di tipo finito. La dimostrazione ¢ basata sulla dualita di Poincaré.

Sia m la dimensione di B.

I

H? (H™"*(E))* per la dualita di Poincaré su F

I

2

H:™(B) per la dualita di Poincaré su B.

(H™™=*(B))* per l'assioma di omotopia della coomologia di De Rham

(3.3.1)

Esempio 3.3.1 Diamo ora un esempio in cui si vede che la formula (3.3.1)
non vale se il fibrato non e orientabile. Consideriamo il gruppo ciclico di

ordine due

02 = {]-7 0}7

e vediamo S! come

{zeC | |2 =1}.
Consideriamo ’azione di C5 su S* data da
oz = z’l,
si ha che S'/Cy = RP' e I'applicazione
S1/C, — S

definita da
2

(2] — 2
¢ un diffeomorfismo. Consideriamo 'azione di C5 su S' x R data da
(2,) = o(z,t) = (27, —),
allora il nastro di Mobius si puo definire come

on = (Sl X R)/CQ
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Sia
T — St

I’applicazione definita da

[2,t] — 2

allora dimostriamo che & = (p, 7, S1) & un fibrato vettoriale di rango 1 su S*.
Consideriamo i tre aperti di S*

Vi = {™eS0<0<2}

Vo = {2 eSS [1<o<?}

Vi = {7 eS| 2<h< 1y,
V1, Vo, Vs ricoprono St e, poiché ¢ facile verificare che se z € V; allora 2z~ & V

per ¢ = 1,2, 3, si ha che
Vit VixR = |y,

definita da
(2,t) = [2,1]

¢ un diffeomorfismo. Sia z € St allora

£ = {[w,t]€u|w2:z}
= {lw.t] ep|w==%z}
= {lztlen|teR}

quindi le fibre sono 1-spazi vettoriali e fissato z € U;
Yiz(t) = [2,1]

e un’applicazione lineare. Quindi £ € un fibrato vettoriale di rango 1. Calco-
liamo ora la coomologia del nastro di Mdbius. Siano

ST xR

U - 02 \51
ST xR

V - 02 \gl

Allora {U,V'} & un ricoprimento aperto di u (perché 1 #¢71).
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Inoltre si ha

U = p\{[L1,[=11})
{lz.1] € u [ S(2) > 0}

~ [2eS5"|3(2) >0} xR
~ 10,1[xR (tramite la proiezione su R(z))

I

]RQ
Vo= p\{ln1: [ 1})
{lz,t] € p | R(2) > 0}

~ {zeS'|R(E)>0} xR

=~ 10,1[xR (tramite la proiezione su (z))

~ [R?
quindi

k . k . R se k=2
H:(U) = H:(V) = { 0 altrimenti.
Analogamente
St xR
2

= {2l epn|S(2) >0, z#4}
>~ {2e S5 |S(2) >0, z#1}
~ (RUR) xR

R? 1 R?,

(dove con U indichiamo I'unione disgiunta) quindi

RAER sek=2
0 altrimenti.

HNUNV) = {
Ora consideriamo la successione di Mayer-Vietoris della coomologia a sup-
porto compatto associata a {U, V'}
- HYU) @ HY(V)e — H(p) — H,(UNV)- -
poiché H (U NV) = 0 = HX(U) ® H)(V), si ha che anche H%(u) = 0.

Consideriamo ora il tratto della successione di Mayer-Vietoris
0 — H} () = HAU N V) &5 HAU) & HAV) 5 H2 (1) — 0
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si ha

dim H?(y) = dimim H?i,
= dim(H*(U) @ H2(V)) — dimim H?k,
= 2—[dim H3(UNV) — dimim §7]
dim H} (u).
Dobbiamo vedere come si comporta H?k, sui generatori di H*(U NV). Sap-

piamo che U NV ha due componenti connesse diffeomorfe ad R? che lette in
coordinate su U sono

C = {[ztlen]|3(z) >0, R(z) >0}
C'" = {lztlen]S(z) >0, R(z) <0},

mentre lette in coordinate su V sono

¢ = A{lztlen]
¢ = {lztlepl

Y

(2) >0, R(z) >0}
(2) <0, R(z) >0},

quindi una forma su C' ha la stessa espressione in coordinate sia su U che su
V', mentre una forma su C’ ha espressioni opposte in coordinate su U e V.
Siano w e w' due generatori di H2(U) tali che

suppw C C
suppw’ C (',

e siano ¢ e ¢’ due generatori di H?(V) tali che

suppgp C C
suppgy’ c (',

allora si ha che [w |¢] e [¢ |¢] sono due elementi non nulli di H2(C'), mentre
[w' |cr] e [¢ |c/] sono due elementi non nulli di H2(C") e vale

[wlc] =19 lc]
W' o] = ~[¢ o]

Scegliamo come generatori di H2(U NV), ad esempio,
([w |C]70) € (07 [w, |C’D
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si ha che:
H*k.:ROER—-RIOR

([wc),0) = (kwlcl,—[kSw [c]) = (], [¢]
0w ) = (B o), =k w" or]) = ([w], —[¢])

perché kY e kY sono applicazioni che estendono tramite zero le forme su UNV
a, rispettivamente, U e V. Quindi H?k, ha rango due, cio¢ & un isomorfismo
da cui
dim H'(y) = dimim 6 = dim ker H?k, = 0.
In conclusione
H¥(u) =0 per ogni k € Z,

da cui si desume che la formula (3.3.1) non vale, infatti
0= H(u) # H'(SY) = HY(S') =R.
Questo corrisponde al fatto che p non e orientabile.

Lemma 3.3.1 Sia { = (E,m, B), un fibrato vettoriale reale, orientabile, di
rango n e sia B, a sua volta, orientabile. Allora E é una varieta orientabile.

Dimostrazione. Per la proposizione 1.4.1, essendo & orientabile, am-
mette una rappresentazione coordinata {U,, .}, con trasformazioni coor-
dinate associate g, a determinante positivo. Ora, per un teorema generale
sulle varieta, una varieta ¢ orientabile se e solo se possiede un atlante {U,, ¥, }
tale che per ogni « e (§ per cui vale U, N Ug # 0, si ha che il determinante
jacobiano di wazﬁﬁ_l e positivo. Sia {U,, 1} un tale atlante per B che ¢
orientabile (non é restrittivo supporre, eventualmente passando a dei raffina-
menti, che il ricoprimento dell’atlante di B sia lo stesso che banalizza £). Si
ha che un atlante per E ¢ {E |y, (1 X idga)p,'}, allora le funzioni

(Y i) )(0 X idan)ip!) - RP X RP — R™ X R”
mandano (z,y) in (Yot (2), ga,s(¥5" (2))(y)). Quindi la matrice jacobiana
associata e

( D(tathz") * )
0 ga,,@(wﬁ_l(x)) 7

dove D(wawgl) ¢ la matrice jacobiana di Q/Jaw/gl- Il determinante di questa
matrice e ovviamente positivo e quindi £ e orientabile. L’orientazione su E
indotta dall’atlante sopra definito e detta orientazione di prodotto locale. [J
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Corollario 3.3.1 Se { = (E,w, B) é un fibrato vettoriale orientato e se B ¢é
di tipo finito e orientato, allora si ha H(E) = H? ™ (B).
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4 Isomorfismo di Thom e classe di Eulero

4.1 Isomorfismo di Thom

Per i fibrati vettoriali si puo definire un altro tipo di coomologia: la coomolo-
gia a supporto compatto nella direzione verticale.

Nel seguito del capitolo con fibrato vettoriale intenderemo fibrato vetto-
riale reale. Un fibrato vettoriale complesso da, per restrizione del campo, un
fibrato vettoriale reale.

Definizione 4.1.1 Sia ¢ = (E,m, B) un fibrato vettoriale. Definiamo il
complesso delle forme differenziali a supporto compatto nella direzione ver-
ticale, Q2 (E), nel modo sequente: una n-forma differenziale w su E appar-
tiene a Q' (E) se e solo se per ogni sottoinsieme compatto K di B, si ha

71 (K) Nsuppw é compatto o equivalentemente, se e solo se
T |suppw: SUPPwW — B

e un’applicazione propria. La coomologia associata a questo complesso, de-
notata con H2 (FE) é detta coomologia a supporto compatto nella direzione
verticale di E o coomologia compatta verticale di E.

Osservazione 4.1.1 Sia w € Q7 (E) allora, poiché

Supp w |¢, C suppw N &,

¢ un sottoinsieme chiuso di un insieme compatto, si ha che suppw [¢, €
compatto. Quindi la restrizione di una forma in Q¢ (E) ad ogni fibra ha
supporto compatto.

Osservazione 4.1.2 Sia { = (E, 7, B) un fibrato vettoriale. Allora in gene-
rale vale QF(E) C QF (E) e, in particolare, se B & compatto si ha I'uguaglian-
za. Infatti, sia w una forma su E a supporto compatto e sia K un compatto
contenuto in B. Allora

suppw N7 H(K) C suppw,

percid suppw N7 1 (K) ¢ un sottoinsieme chiuso (perché K ¢ un compatto
in uno spazio di Hausdorff e quindi ¢ chiuso, quindi anche 771(K) & chiuso)
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di un compatto, quindi ¢ compatto. Supponiamo ora che B sia compatto e
sia w € 2, (E); allora per definizione si ha che

suppw N7 *(B) = suppw N E = suppw

¢ compatto e quindi w € Q2 (F).

Sia £ = (E, 7, B), un fibrato vettoriale orientato e di rango n. Analogamente
a quanto fatto nella dimostrazione del teorema 3.1.1, vorremmo definire
un’applicazione

Tt Qo (E) — Q7 (M).

Consideriamo prima il caso di un fibrato banale E = BxR". Siano (ti,...,%,)
coordinate sulle fibre, ossia su R". Analogamente a quanto visto nella di-
mostrazione del teorema 2.3.2 una forma differenziale su E puo essere vista
come una combinazione lineare di due tipi di forme:

(I) f(.il?,tl,,tn)(’/T*QS)/\dtn/\/\dtlr r<<n
(II) f(x7t1a7tn)(7r*¢)/\dt1/\/\dtna

dove ¢ ¢ una forma su B. Definiamo 'applicazione 7, sulle forme di tipo (I)
o di tipo (II) nel modo seguente

(1) f(z,ty,... ty) (7 Q) Ndtyy N---Ndt;,, — 0 r<n (4.1.1)
(H) f<m7t1> s 7tn)(ﬂ-*¢) A dtl AERA dtn = ( f(:)j,t) dtl e 'dtn)¢7

R"

poi estendiamo la definizione a tutte le forme per linearita. Analogamente
a quanto fatto nella dimostrazione del teorema 2.3.2, si vede che, anche se
I’espressione di una generica forma come combinazione lineare di forme di
tipo (I) e di tipo (II) non & unica, la definizione non risulta ambigua. Inoltre,
essendo w = f(x,t1,...,t,)(7*®) Adty A--- Adt, a supporto compatto nella
direzione verticale, la definizione ¢ ben posta perché f ha supporto compatto
per ogni fissato x € B. Ora, sia £ = (E, 7, B) un arbitrario fibrato vettoriale
orientato, di rango n e con rappresentazione coordinata orientata {Us,, @q }-
Sun1(U,) = U, xR", siano (z1,...,Tm,t1,...,t,) coordinate locali indotte
da ¢,'. Data una forma w € Q°(E), se indichiamo w |;-1(y,) con wy, si ha
che w, si puo esprimere ancora come una combinazione lineare di forme di
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tipo (I) o di tipo (II), dove, questa volta, ¢ € una forma su U,. Definiamo
l’applicazione 7, su w, come l'applicazione nulla se w, ¢ di tipo (I) e come

To(wa) = ([ [flz,t) dby---dt)o,

R
se
Wo = f(T1, .o Ty by, oo ) (T°0) Adty A= A dty,.

Infine definiamo
7.+ 00, (B) — 0 (B)
come
Tw(T) = Tuwe(z) se x € U,. (4.1.2)

Dimostriamo che, data w € Q2 (E), su U, N Up, si ha 7w, = m.wg, cloe T, &
ben definita. Siano (z,...,z% t1,...,t,) € (x'f, 2B uy, . uy) coordi-
nate locali rispettivamente su 7~ (U,) e 7~ *(Us), indotte rispettivamente da
ol e gogl. Poiché {U,, ¢, } € una rappresentazione coordinata orientata, le
trasformazioni coordinate g, ad essa associate assumono valori in G L, (R")*
(cioé nell'insieme delle matrici invertibili a determinante positivo). Quindi,
fissato P € U,NUg, il cambiamento di coordinate da (u1, ..., u,) a (t1,...,ty)
¢ individuato da una matrice in GL,(R™)", sia A” = g,5(P) tale matrice.
Fissiamo w € Q¢ (E). In coordinate locali w, sara combinazione lineare di
forme di tipo (I) e di tipo (II), quindi, per la linearita di 7., possiamo sup-
porre semplicemente che w, sia o di tipo (I) o di tipo (II). Supponiamo che
w, sia di tipo (I), cioe che si scriva in coordinate come

Wao = Z w1§i1<---<ip§n dl’?l VANRRIVAY dxf; VAN dt]l VANRREIVAY dtjy,,

1<ii<<ip<n 1< <<jr<n

1< < <gr<n
conr <mn. Siha

dty, = d((A (@)u);,) = 3 d(AL) Jun, + AL, du,

hr=1

— o (67
Wy = E Wi<ii<<ip<n d!Eil VANEIEIVAN dl’ip

1<j1<<gr<n

AN d(AL, Yun, + AL dun ) AN (OY D d(AY, Yun, + A duy,,).

hi1=1 hy=1
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Percio, essendo I'espressione sopra somma di forme al pit di grado r in ¢, si
ha che anche wg non contiene il termine du; A- - - Adu,, quindi ¢ combinazione
lineare di forme di tipo (I), da cui

Tawo = 0 = mwg.

Invece, supponiamo che w, sia di tipo (IT). In generale, w, avra un espressione
in coordinate locali del tipo

Wo= 3w dzf Ao Ndaf Adty A Ay,

1<iy <--<ip<m
ma, ancora una volta per la linearita di 7, possiamo supporre che
wo = f(z,t) dzf A--- ANdad Adty A--- A dt,.

Allora si ha

W*WOA(SOQ(P» — ( f(l’, t) dtl e dtn)dle A A dxi,«

Rn

= (| flz,Apu)det Ap duy ---duy)dx;, N--- N\dz;,
R

= (| flz,u) duy---duy)dxy A--- ANdz;,
R

= T«Wg

per il teorema di cambiamento di variabile (essendo det Ap > 0).

Proposizione 4.1.1 Sia £ = (E, 7, B) un fibrato vettoriale orientato di
rango n e sia

w8, (B) — @(B)

Uapplicazione definita sopra (formula (4.1.2)). Allora m, é un omomorfismo
di catene.

Dimostrazione. Dimostriamo che 7, € un omomorfismo di catene, cioe
che commuta con d. Sia {U,, ¢, } una rappresentazione coordinata orientata
per £ e fissata w € Q2,(E), indichiamo w |,-1(y, ), semplicemente con w,. Sia
{pa} una partizione dell'unita subordinata a {U,}. Data w € Q2 (F) si ha

W= Zpaw.
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Poiché sia d che 7, sono lineari basta provare che
ATy (paw) = Tud(paw).

Questo equivale a ridursi al caso in cui £ = B x R". Se w € Q2 (B x R") ¢
una forma di tipo (II), cioe w = f(x,t)(7*p) Adty A --- A dt,, si ha

dmw = d(( | f(z,t) dt;---dt,)o)

]Rn
= E ( (x,t) dty---dt,)de; No+ (| flz,t) dty---dt,)de
(&
— Of : N
mdw = T a—d:ci/\ﬂ GNdty N Ndt, + fride Ndty A - Adty,)
€T
=1

Che dimostra 1'uguaglianza per le forme di tipo (II). Sia ora
w= f(z,t)(7"P) Ndty N--- Ndt;,,

con r < n, una forma di tipo (I). Si ha

dm,w = 0
e
Tedw = W(iﬁdm/\ﬂ*qﬁ/\dt» A ANdt
* * — al’z (2 71 r
—dt; NTFO N dti, A - A dt;
+;8ti TP .
+f(x, t)ym*dp Adty, A--- Ndt,
= (—1)de@ (S5dt AT AN dtiy A A dt).
(Y Gt A )
Per ogni + = 1,...,n ci sono due casi
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L] Sedtz/\dt“/\/\dtzr#idtl/\/\dtn allora

0
m(a_f.dtz‘ AT G Ndly, A--- Ndti, ) =0,

e se invece, dt; Adt;, \--- ANdt;, = £ dty N\ --- A\ dt, allora

R i

e ancora zero perché, essendo f a supporto compatto in t, si ha

>0
/_Ooa_i:(%t)dtiZf(---ﬂ?,-..)—f(...7—77,...):()

per n > 0.
Quindi in ogni caso m.dw = 0 sulle forme di tipo (I). O

Teorema 4.1.1 (Isomorfismo di Thom) Sia{ = (E,w, B) un fibrato vet-
toriale orientato, di rango n. Allora

Hr,:H:(E)— H"(B)
e un’isomorfismo.
Premettiamo alla dimostrazione del teorema alcuni lemma.

Lemma 4.1.1 (1) (Formula di proiezione) Sia & = (E,m,B) un fibrato
vettoriale orientato di rango n. Siano T una forma differenziale su B e w
una forma su E a supporto compatto lungo le fibre. Allora

T ((7"T) ANw) = 7 A Taw.

(2) Supponiamo inoltre che B sia orientato e di dimensione m. Allora, se
orientiamo E con ['orientazione di prodotto locale, si ha

/E(W*T)Aw:/MT/\(mw),

per ogni w € Q4 (E) e T € QI "4(B).
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Dimostrazione. (1) Poiché due forme sono uguali se e solo se sono
uguali localmente, possiamo assumere che £ = B x R". Se w ¢ una forma di
tipo (I), w = f(x,t)m*p Adt;; A --- ANdt;, , dove r < n, allora

T (7" T) ANw) = T (f(z, )7 (T Aw) Adtyy A=+~ ANdt;) =0 =7 A mw.

Se w ¢ una forma di tipo (II), w = f(x,t)7*¢ A dty A --- A dt,, allora

(7" 7) Aw) = ( . flx,t) dty---dt,))T AN =T A Tep.

(2) Sia {U,, ¢} una rappresentazione coordinata orientata per £ e sia
{po} una partizione dell’unita subordinata a {U,}. Scrivendo w = )" paw,
dove paw ha supporto in 771(U,), si ha

/E (T*7) Aw = ; /ﬁ 71%)(7%7 A (paw)
/Mr/\w*w:;/ar/\w*(paw).

In queste due espressioni 7 A7, (pow) ha supporto compatto perché il suo sup-
porto € un sottoinsieme chiuso dell’insieme compatto supp 7 e, similmente,
anche 7*7 A (paw) ha supporto compatto. Quindi & sufficente dimostrare la
formula per B = U, e E = U, x R™. Per il punto (I) si ha

[ ramiow = [ miwn) n o),

Nel caso in cui w sia di tipo (I), con calcoli identici a quelli del punto (1), si
ha che entrambi gli integrali sono nulli e quindi sono uguali. Se, invece, w e
di tipo (II), w = f(x,t)7*d A dty A -+ A dt,, si ha

/ T ((T°T) A (paw)) = / ( - flx, t)pg dty---dt,)T A @

= / T A (paw),
71 (Ua)

per la definizione di integrale su una varieta e per il teorema di Fubini (vedi
[Sp|, pag.56). O
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Lemma 4.1.2 (Lemma di Poincaré) Sia B una varieta C* e sia m, l'ap-
plicazione definita in precedenza. Allora

Hr,: H: (B xR") — H* "(B)
e un isomorfismo.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che, per la proposizione 4.1.1,
. € un omomorfismo di complessi e quindi induce un omomorfismo Hr, in
coomologia. Ricordiamo che, essendo B x R™ un fibrato banale, m, & definita
semplicemente dalla formula (4.1.1). Sia ora e = e(ty,...t,)dty A --- Adt,
una n-forma su R™ a supporto compatto con integrale su R™ uguale a uno.
Consideriamo ’applicazione

e, Q°(B) — Q(B x R")
definita da
w— W Ae.
La definizione ¢ ben posta perché da

supp(m*w A e) C suppe,

segue che m*w A e ¢ a supporto compatto e quindi, per 'osservazione 4.1.2,
e a supporto compatto nella direzione verticale. Inoltre, per come e definita,
e, commuta con d, quindi induce un omomorfismo in coomologia

He, : H*(B) — H*™(B x R™).

Segue direttamente dalla definizione che m.e, = id su H*(B). Tuttavia
e, # id, quindi quello che si fa e dimostrare che questa composizione e
omotopa all’identita. Come operatore di omotopia si considera:

K: Q) (BxR") — Q"B xR")
definito da
(D) flz,t)ym* o Ndty N---Ndt;, — 0 r<n

(IT) f(z,)m* Ndty N+~ ANdt, +— (| flx,s)ds)m"¢
Ay

] f@o dt)(/ e(s) ds)r* A dt,

R~ Ay
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dove dt = dt; N --- Ndt, e
Ay ={(s1,...,8,) € R"taliche s; <t;i=1,...,n}.

Analogamente a quanto fatto nella dimostrazione del teorema 2.3.2, si di-
mostra che K e in effetti un’omotopia di catene tra e,m, e 'identita, il che
conclude la dimostrazione.

Lemma 4.1.3 Sia{ = (E,m, B) un fibrato vettoriale e siano U, V due aperti
di B tali che B=UUV. Allora la successione di Mayer-Vietoris

0— Q(E) -5 Q*(x H(U) @ Q*(x (V) 5 Q*(r (U NV)) — 0
st restringe alla successione esatta corta
0 — Q(E) = Q2 (1) @ Qo (V) == QT (U N V) — 0,

dove i' e k' sono le restrizioni di i e k. Questa successione prende il nome
di successione di Mayer-Vietoris della coomologia a supporto compatto nella
direzione verticale.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare 1’esattezza in tre punti. L’iniet-
tivita di 7/ ¢ conseguenza banale dell’iniettivita di i. Per quanto riguarda
la suriettivita di &', presa w € Q2 (771 (U NV)), esiste ' € Q* (7 1(U)) ®
Q* (7 1(V)) tale che k(w') = w. Basta far vedere che ' & a supporto compatto
nella direzione verticale. Ricordiamo che data w, si ha che W' = (W}, wy,) €
definita come segue (vedi dimostrazione della proposizione 2.1.1)

E E
, | oppw sexeUNV / | oppw sexecUNV
wy () _{ 0 se x € V \ supp p& wy(r) = 0 se x € U \ supp p&

dove {pE, pE} ¢ una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento

{7 Y (U),7~(V)} di E. Si ha
supp wy, C suppw

quindi wi, € Q% (771 (V)) e analogamente w}, € Q2 (7~1(U)), che dimostra
che W’ ¢ a supporto compatto nella direzione verticale. Infine, per dimostrare
che ker k = im1, si procede come nel punto due della dimostrazione della
proposizione 2.1.1. Si vede facilmente anche che 'omomorfismo di connes-
sione della successione di Mayer-Vietoris della coomologia a supporto com-
patto nella direzione verticale, ¢ la restrizione alla coomologia a supporto
compatto nella direzione verticale, dell’omomorfismo di connessione relativo
alla successione di Mayer-Vietoris di H®*. [
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Dimostrazione del teorema 4.1.1. Diamo qui di seguito la
dimostrazione del teorema, sotto l'ipotesi che B sia di tipo finito. Una
dimostrazione del teorema generale si puo trovare in [B-T]|, teorema 12.2,
pag.131-132.

Siano U, V due aperti in B tali che B = U U V. Consideriamo il
diagramma

HE (' (V) @ HE,(x=H(V)) MK HE (e~ (UNV)) %, HEY(E)
He"(U) & HI(V) ok HEWUAV) e HIUL(B)

e dimostriamo che € commutativo. Inanzitutto fissiamo una partizione dell’u-
nita {py, pv } subordinata al ricoprimento {U,V'} di M. Allora se definiamo

py =7py e pu=T1py

si ha che {pE, pE} ¢ una partizione dell'unita subordinata al ricoprimento
{m=Y(U),7=%(V)} di E. Si vede banalmente che 7,/ = im, e Tk = km,.
Dimostriamo la commutativita nell’'ultimo quadrato. Ricordiamo che, data
w e Hi (w1 (UNYV)), si ha che jw & una forma in HZ(E) tale che

0w |r-1)= d(pyw)

0w |r—10n= —d(pfw).

Allora, per la formula di proiezione (vedi 4.1.1), si ha

(TebW) [r1y =

analogamente
(Te0w) |[r-1v)= (0Tw) |v

che dimostra la commutativita del diagramma. Se U ¢ diffeomorfo a R"
allora, per il corollario 1.4.1, la restrizione di ¢ a U ¢ il fibrato banale, quindi
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per il lemma 4.1.2, si ha che 7, € un isomorfismo. Percio, nel diagramma
sopra m, € un isomorfismo per gli aperti contraibili. Inoltre, per il lemma dei
cinque, se 'isomorfismo di Thom vale per U, V', e U NV, allora vale per B.
Ora procediamo per induzione sul numero degli aperti che costituiscono un
buon ricoprimento finito per B. Per n =2, U2V 2 U NV = R", e quindi
si conclude per quanto detto sopra. Ora supponiamo che (Uy,...U,) sia un
buon ricoprimento per B. Allora (UyU- - -UU,,_1)NU,, e (UgU- - -UU,,_1) hanno
un buon ricoprimento composto da n—1 aperti, quindi, per I'ipotesi induttiva,
su (UpU---UU,_1)NU, e (UpU- - -UU,,_1) vale I'isomorfismo di Thom. Inoltre,
poiché U,, =2 R", si ha che 7, & un isomorfismo anche su U, e quindi, per il
lemma dei cinque , € un isomorfismo su (UpU---UU, 1)UU, =B. O

Definizione 4.1.2 Sia & = (E, 7, B) un fibrato vettoriale orientato di rango
n. Allora lisomorfismo inverso di Hm, ¢ indicato con

T :H*(B) — H:™(E)
ed e detto isomorfismo di Thom.

Definizione 4.1.3 Sia £ = (E;m, B) un fibrato vettoriale orientato, di ran-
go n. Allora, tramite l’isomorfismo di Thom, l'immagine di 1 in H°(M)
determina una classe di coomologia ® =T (1) € H. (FE), chiamata la classe
di coomologia di Thom del fibrato vettoriale &.

Osservazione 4.1.3 Sia { = (E,m, B) un fibrato vettoriale orientato, di
rango n e sia ® la classe di Thom di £&. Allora, poiché 7, = 1, per la
formula di proiezione (lemma 4.1.1, punto (1))

Tu(MTWw A P) =w A TP = w.
Quindi I'isomorfismo di Thom, che e I'inverso di ,, ¢ dato da

7T (w) =7"(w) A ®.

Proposizione 4.1.2 La classe di Thom ® di un fibrato vettoriale £ orientato
e di rango m puo essere caratterizzata come ['unica classe di coomologia in
H (E) (dove E ¢ lo spazio totale di &) la cui restrizione ad ogni fibra &, ¢ il
generatore canonico di H™(&,).
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Dimostrazione. Poiché 7, ® = 1, si ha che ® |¢, € una forma a supporto
compatto (vedi 4.1.1) con integrale uno su ., quindi (vedi osservazione 3.1.3)
¢ il generatore di H(§) = H(R™). Viceversa, supponiamo che &' € H (E)
si restinga al generatore su ogni fibra, allora

(W) AP =w A TP =w.

Quindi 7*( ) AP’ deve essere I'isomorfismo di Thom 7 e & = 7(1) ¢ la classe
di Thom. 0O

Proposizione 4.1.3 Siano {¢ = (E,n,M) e ¢ = (E',n',M) due fibrati
vettoriali orientali e consideriamo la loro somma di Whitney £ @ &' (vedi
paragrafo 1.2 punto 3). Abbiamo le proiezioni

EQE —\ E

;

Allora, se fissiamo su & @ &' Dorientazione canonica di somma di Whitney
(vedi esempio 1.4.1) e se indichiamo con ®(EDE) la classe di Thom di £ HE'
vale

P E) =) ATTD(S).

Dimostrazione. Sia m il rango di & e sia n quello di &’. Allora si ha
che T*®(&) An™*®(¢') & una classe in HI'"(E @ E') la cui restrizione ad ogni
fibra e il generatore della coomologia a supporto compatto della fibra, perché
I'isomorfismo

H™™(R™ x R™) =2 H™(R™) @ H(R"™)

¢ dato dal prodotto esterno dei generatori (vedi teorema 3.2.2). [

4.2 Dualita di Poincaré e classe di Thom

Sia M una varieta C*, di dimensione n, sia S una sottovarieta chiusa, orien-
tata e di dimensione k. Ricordiamo (vedi definizione 3.2.4), che il duale di
Poincaré di S ¢ la classe di coomologia della (n—k)-forma differenziale chiusa

ng caratterizzata da
/ iw = / w A ng,
S M
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per ogni w € H¥(M). In questo paragrafo spiegheremo come il duale di
Poincaré di una sottovarieta S e legato alla classe di Thom di un fibrato. Per
fare questo, introduciamo la nozione di intorno tubolare di S in M.

Definizione 4.2.1 Sia M una varieta C*°, di dimensione n, sia S una sot-
tovarieta di dimensione k. Un intorno tubolare di S in M é un’intorno aperto
di S in M diffeomorfo allo spazio totale E di un fibrato vettoriale di rango
n —k su S, in modo che se indichiamo con 1 il diffeomorfismo tra T e F,
con t l'inclusione di S in T e con s la sezione nulla, allora il diagramma

s M. g

T —— F
P

commuta.

Definizione 4.2.2 Una successione di fibrati vettoriali su una varieta C*
M,

0—E— ¢ —¢ —0,

¢ detta esatta se per ogni x € M la successione di spazi vettoriali
0—&—§— & —0

e esatta.

Sia M una varieta C*e sia S una sua sottovarieta, ricordiamo che il fibrato
normale a S in M ¢ definito come (vedi esempio 1.2.1)

TM |s

TS ~
dove T'S ¢ il fibrato tangente ad S e TM |g ¢ la restrizione a S del fibrato
tangente ad M. Allora si ha che la seguente successione ¢ esatta

N = Ng/nm =

0—TS—TM|s— N —0.

Teorema 4.2.1 (Teorema dell’Intorno Tubolare) Sia M una varieta C*®
e sia S una sottovarieta. Allora esiste un intorno tubolare T di S e T ¢ in

effetti diffeomorfo al fibrato normale a .S in M.
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Per la dimostrazione si veda [G-P], pag.76.

Proposizione 4.2.1 Sia M una varieta C*, orientata, n-dimensionale e
sia S una sua sottovarieta, chiusa, orientata e di dimensione k. Sia pot,
j: T — M, linclusione di un intorno tubolare T' di S in M. Poiché sia S che
M sono orientabili, il fibrato normale Ngnr, essendo il quoziente di TM |g su
TS, e orientabile e, per convenzione, supponiamo abbia l'orientazione indotta
da quella fissata suTM |s e suTS (vedi esempio 1.4.2), dove ['orientazione
su TM |g ¢ indotta dall’orientazione su TM. Allora possiamo applicare
I"isomorfismo di Thom al fibrato normale T'= Ng/p e in tal modo otteniamo
la successione di applicazioni

H*(S) 2% Her M (T) 25 Ho"F (M)

?

dove ® ¢ la classe di Thom di T e j, e l’estensione tramite zero. Si ha che
il duale di Poincaré ng di S ¢ la classe di Thom ® del fibrato normale a S
i M. P precisamente si ha

ns = js(LA®) = j,®.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che j, ¢ definita perché ab-
biamo a che fare con forme su 7' che si annullano vicino alla frontiera di 7T'.
Per provare la proposizione e sufficente far vedere che j,® soddisfa la pro-
prietd che definisce il duale di Poincaré ricordata sopra. Sia [w] € H¥(M) e
sia ¢ : S — T linclusione, vista come la sezione nulla del fibrato vettoriale
m: T — S. Poiché 7 ¢ una retrazione per deformazione di 7" su S, si ha
che 7 e 7* inducono isomorfismi inversi in coomologia. Quindi le forme w e
m*1*w differiscono per una forma esatta cioe

w=T7m"""w+dr.
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Si ha
/ wA P = /w A ® perché suppj,® C T
M T

= /(W*i*w +dr) N
T

= /(W*i*w) N D
T
(perché /(dT) NO = / d(t A ®) = 0 per il teorema di Stokes)
T T

= /i*w Am,® per il lemma 4.1.1 punto (2)
s

= /i*w perché m,® = 1.
s

Questo conclude la prova. Si noti che se S & compatto, allora il suo duale di
Poincaré ns = j,® ha supporto compatto. [

Al contrario supponiamo che §& = (E, 7, M) sia un fibrato vettoriale
orientato e sia M una varieta orientata. Allora la sezione nulla immerge
diffeomorficamente M in E e ¢’e una successione esatta

0—TM —TE |y— E—0,

cioe il fibrato normale a M in F & E stesso (basta osservare che localmente
E |y, = U, x R? quindi TE |y, = TU, @ R?). Per la proposizione precedente
il duale di Poincaré di M in F ¢ la classe di Thom di £. Riassumendo

Proposizione 4.2.2 (1) Sia S una sottovarieta chiusa e orientata di una
varieta orientata M, allora, una volta fissato un’intorno tubolare T di S, il
duale di Poincaré di S e la classe di Thom del fibrato normale a S, possono
essere rappresentati da forme differenziali, rispettivamente, ns e ®, tali che

Nls = w*q)a

dove 1 e il diffeomorfismo tra T e lo spazio totale del fibrato normale a S in

M.

(2) La classe di Thom di un fibrato vettoriale orientato & = (E, 7, M), con
M warieta orientata, e il duale di Poincaré della sezione nulla di &, possono
essere rappresentati dalla stessa forma.
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Esempio 4.2.1 Sia M una varieta C*>, di dimensione n, vogliamo calcolare
il duale di Poincaré di un punto P in M. Un intorno tubolare 7" di P e
semplicemente un disco aperto di dimensione n intorno a P. Un generatore
di H2(T) ¢ una n-forma con integrale totale 1. Quindi il duale di Poincaré
di P in M e una n forma a supporto compatto su M con integrale totale 1.

Proposizione 4.2.3 (Principio di localizzazione) [l rappresentante del
duale di Poincaré di una sottovarieta S puo essere scelto in modo tale che il
suo supporto sia contenuto in ogni dato intorno tubolare di S.

Usando la costruzione esplicita del duale di Poincaré come la classe di Thom
del fibrato normale, proveremo una proprieta della dualita di Poincaré.

Definizione 4.2.3 Sia M una varieta C*°. Date R e S, sottovarieta di M,
st dice che R e S si intersecano trasversalmente se

T.R+T,S=T,M

per ognt x € RN S. Per una tale intersezione trasversale la codimensione in
M ¢ additiva (vedi [G-P], pp.27-32), cioé vale

codim RN S = codim R + codim S.
Questo implica che il fibrato normale a RN S in M sia
Nrns/pr = Nryy © Ny

Proposizione 4.2.4 Attraverso la dualita di Poincaré l'intersezione trasver-
sale di sottovarieta chiuse e orientate corrisponde al prodotto esterno di forme
differenziali.

Dimostrazione. Sia M una varieta orientata e siano R e S sue sotto-
varieta chiuse e orientate di M che si intersecano transversalmente. Fissia-
mo su Ngng/y P'orientazione canonica di somma di Whitney Ng/nr @ Ng/ar,
dove Ng/y e Np/y hanno l'orientazione indotta dalla struttura di fibrato
quoziente. Se denotiamo la classe di Thom di un fibrato vettoriale £ con
(), allora per la proposizione 4.1.3 si ha

O(Nprrs/m) = P(Nrvt @ Nsjvr) = (Ngyar) A P(Ngyur),

quindi
Nrns = NMr A 1ns. U
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4.3 Classe di Eulero

Definizione 4.3.1 Sia £ = (E, 7, B) un fibrato vettoriale di rango n e sia
® € H](FE) la sua classe di Thom. La classe di Eulero del fibrato & é la
classe di coomologia e(§) € H™(B), tale che

e(§) = H"s3j. P,
dove sg ¢ la sezione nulla del fibrato € e j,. : H3(E) — H*(E) ¢é definita da

Definizione 4.3.2 Sia & = (E,w, B) un fibrato vettoriale orientato di rango
k su una base B orientata, compatta e di dimensione k. Allora H*(B) & R
e quindi la classe di Eulero e(§) di & puo essere identificata con il numero
reale [, e(§) che prende il nome di numero di Eulero di &. In particolare se
M ¢ una varieta compatta e orientata il numero di Fulero di M é il numero
di Fulero relativo al fibrato tangente a M.

Osservazione 4.3.1 Poiché, come abbiamo visto nella proposizione 3.3.1,
dato un fibrato vettoriale £ = (B, m, E), la proiezione induce un isomorfismo
in coomologia con inversa l’applicazione indotta dalla sezione nulla, si ha
che la classe di Eulero di & puo essere caratterizzata come l'unica classe
e(§) € H"(B) tale che

Hnw*e(g) = J«®,
dove @ e la classe di Thom di &.

Proposizione 4.3.1 Sia & = (E,w, B) un fibrato vettoriale e sia sqg la sezione
nulla. Sia s un’altra sezione di &, allora s € omotopa a sg.

Dimostrazione. Consideriamo I'applicazione
F:BxR—F

definita da
F(z,t) = ts(x).

Chiaramente F' & C*™ e, per t fissato, F'(z,t) € &. Inoltre

F(z,0) = 0, = so(x)
F(x,1) = s(x).

Quindi F e un’omotopia tra s e s. [



Osservazione 4.3.2 Si noti che se s € una sezione di un dato fibrato vet-
toriale & per definizione si ha che ms = id, quindi s induce in coomologia
un’inversa per Hr*, percio la classe di Eulero di ¢ ¢ data da

e=H"s"j"O,
dove @ ¢ la classe di Thom di €.

Definizione 4.3.3 Sia & = (E,m, B) un fibrato vettoriale e sia s una sezione.
Diciamo che x € B é uno zero di s se e solo se s(x) = 0.

Lemma 4.3.1 Sia { = (E, 7, B) un fibrato vettoriale di rango n su una base
B compatta, sia g una metrica Riemanniana su £ e sia ||-|| la norma essa
associata. Sia U un intorno della sezione nulla in E. Allora esiste € > 0 tale
che dato y € E se |ly|| < € alloray € U.

Dimostrazione. Scegliamo una rappresentazione coordinata Rieman-
niana per £ (per l'esistenza vedi la proposizione 1.4.2), cioé una rappresen-
tazione le cui applicazioni conservano la norma. Sia x € B allora esiste un
intorno aperto V,, di x in B tale che V,, € contenuto in un aperto trivializzante
per ¢ e quindi 771(V,) & V, x R". Percid, eventualmente restingendo V,,
possiamo supporre che esista un ¢, > 0 tale che per ogni fissato y € 7= (V)
se ||ly|| < e alloray € UNa(V,). Consideriamo ora {V,},cp, questo & un
ricoprimento aperto di B che e compatto, quindi esiste un sottoricoprimen-
to finito cio¢ esistono k-punti in B xy, ...,z tali che B = ULV, quindi
E = Ut 77Y(V,,). Definiamo

i

€= min €,
=1,k

allora e soddisfa le richieste del lemma. O

Proposizione 4.3.2 Sia £ = (E, 7, B) un fibrato vettoriale orientabile di
rango k su una base B compatta e sia P la classe di Thom ad esso associata.
Se s e una sezione di & con un numero finito di zeri xi,...,x, allora il
supporto della classe di Fulero di & puo essere localizzato all’interno di n
dischi aperti arbitrariamente piccoli Dy, ..., D, tali che x; € D;.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che, essendo B compatto, la
classe di Thom e rappresentata da una forma a supporto compatto (vedi
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osservazione 4.1.2). Sia ® una forma che rappresenta la classe di Thom e,
per ogni costante reale positiva R, consideriamo 'applicazione

,uR:EHE

definita da
y — Ry.

Allora, se poniamo pjp® = ®p, si ha che
1 1
®r C up supp ® = Esupp@.

Inoltre & ¢ ancora un rappresentante della classe di Thom di £ in quanto la
restrizione di i ad ogni fibra ¢ una forma a supporto compatto con integrale
totale sulla fibra uno, cio¢ ¢ un generatore di H*(¢,). Consideriamo, d’altra
parte, B’ = B\ (U, D;); questo ¢ un chiuso in B e quindi ¢ compatto, percio
s(B’) & un compatto in F che non interseca la sezione zero in quanto, per
ipotesi, s(x) # 0 per ogni = & {z1,...,2,}. Essendo E di Hausdorff, s(B’)
e chiuso in F, quindi esiste un intorno aperto U della sezione nulla che non
interseca s(B’). Ora fissiamo una metrica su £ e applichiamo il lemma 4.3.1
a U, cioe sia € > 0 tale che per ogni y € E se ||y|| < € allora y € U. Essendo
supp ¢ compatto esiste
Jmax |yl = M,

quindi scegliendo R > %, si ha che

Il < L( max Iyl =2 <
N a e
yeg&)}%a il = R yelglp};cb y R &

percio si ha che supp @ C U, da cui supp ® N s(B’) = (). In conclusione, se
e(€) € una forma che rappresenta la classe di Eulero, si ha

supp e(§) = supp s*®p C s ' (supp ®r) C B\ B' = UL, D;. O

Definizione 4.3.4 Siano M e N due varieta C*, orientate e di dimensione
n, sta M compatta e sia N connessa. Sia f: M — N una funzione C*. Il

grado di f e
degf = [ rw
M

dove [w] é un generatore di H"(N).
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Proposizione 4.3.3 Sia f : M — N una funzione C* tra due varieta C*,
orientate e di dimensione n, sia M compatta e N connessa. Allora se f non
e suriettiva il grado di f € zero.

Essendo M compatto, 'immagine di f ¢ un compatto in NV, che ¢ uno spazio
di Hausdorff, quindi e chiusa in N. Sia ora P € N \ im f, allora esiste
un intorno aperto U di P tale che U C N \ im f. Sia w un generatore di
H(N) = R il cui supporto sia contenuto in U, allora

degf:/Mf*w:(). U

Definizione 4.3.5 (1) Sia M una varieta C*°. Un sottoinsieme S di M é
detto di misura nulla se puo essere coperto da un un numero numerabile di
aperti coordinati U; tali che ¢;(U; N S) sia un insieme di misura nulla in R™
(dove le applicazioni @; sono le carte su U;).

(2) Sia f : M — N un’applicazione C* tra varieta C*°. Un punto P € M
¢ detto punto critico per f se Uapplicazione dpf : TpM — TypyN non é
suriettiva. L immagine di un punto critico e detta valore critico, mentre un
punto di N che non é immagine di un punto critico ¢ deto valore regolare di

f.

Teorema 4.3.1 (Teorema di Sard) Sia f: M — N una funzione C* tra
varieta C*™°. L’insieme dei valori critici di f e un insieme di misura nulla in

M.

Per la dimostrazione vedi [Sal.

Proposizione 4.3.4 Sia f : M — N una funzione C* tra due varieta C*,
orientate e di dimensione n, sia M compatta e sia N connessa. Allora in
grado di f € un numero intero.

Dimostrazione. Per la proposizione 4.3.3 possiamo ridurci al caso in
cui f e suriettiva. Per il teorema di Sard quasi tutti i punti in /N sono valori
regolari di f. Sia P € N un tale punto. Per ipotesi la controimmagine di P e
diversa dal vuoto. Sia ()1 € M un punto nella controimmagine di P. Allora,
per ipotesi 'applicazione dg, : To, M — TpN ¢ suriettiva quindi, avendo M
e N la stessa dimensione, ¢ un isomorfismo. Percio esiste un intorno di
su cui f e un diffeomorfismo (segue dal teorema di invertibilita locale, vedi
[Sp|, pag.35). Allora, per la compattezza di M si ha che la controimmagine
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di P deve essere un insieme finito di punti. Infatti se f~'({P}) fosse infinito,
dovrebbe avere un punto di accumulazione )y (perché un insieme infinito
in un compatto ammette sempre un punto di accumulazione) e @y, per la
continuita di f, dovrebbe stare nella controimmagine di P, ma ¢ ovvio che in
tal caso f non sarebbe un diffeomorfismo locale intorno a @)y, il che e assurdo.
Sia quindi {Q1, ... Qx} la controimmagine di P. Scegliamo un generatore «
di H(N) il cui supporto sia localizzato vicino a P. Allora f*a ¢ una n
forma il cui supporto ¢ localizzato intorno ai punti @);. Inoltre 'integrale e
invariante a meno del segno per diffeomorfismi. Quindi si ha

k k
degf:/Mf*a:;/Uif*a:;:tl,

dove £1 ¢ determinato in base al segno del determinante di dg,f. Quindi
deg feZ O

Vogliamo dare una definizione di grado locale. Sia M una varieta C*°,
orientata, di dimensione n e sia f : M — R” un’applicazione C*°. Sia P € M
tale che f(P) = 0 e P sia uno zero isolato di f. Sia (U,, ¢,) una carta locale
orientata su P e fissato § € R positivo, indichiamo con D(P,J) il disco di
centro lorigine e raggio § (rispetto alla metrica indotta su U, da ¢_ ') con §
sufficentemente piccolo in modo tale che

{0y nD(P,.é) = {P}.

Un tale ¢ esiste perché P e uno zero isolato di f. Scelto € € R positivo e
opportunamente piccolo, sia r(e) il minimo reale positivo tale che

F7HD(0,€)) N D(P,3) € D(P,r(e)/2),

allora si ha che
r(e) — 0.

e—0
Infatti 7(e) ¢ una funzione decrescente di € quindi esiste il limite di r(e) per
€ che tende a zero. Sia [ tale limite. Allora [ > 0; supponiamo per assurdo
che [ > 0, allora per ogni € > 0 esiste Py € f~1(D(0,¢)) N D(P,9) tale che
Py & D(P,1/3) (ho scelto come raggio [/3 semplicemente perché [/3 < 1/2).
Se scegliamo € = % otteniamo una successione di punti P, in D(P,§). Ma

essendo D(P,d) compatto esiste una sottosuccessione P, che converge a

Q € D(P,0). Allora, per la continuita di f, deve valere
£ — Q).
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ma questo ¢ assurdo perché per costruzione f(P,, ) € D(0, é), quindi f(P,,)

tende a 0 per k& — oo, mentre f(Q) # 0 per lipotesi fatta su D(P,J).
Fissiamo € in modo che r(€) < /2 e consideriamo ora w € Q(D(0,€)) tale
che [, w =1. Siha che

supp(f*w) N D(P,d) = supp(f*w) N D(P,r(e)) C D(P,§/2)

che € un chiuso in un compatto e quindi compatto; percio e ben definito

/ ffw.
D(P,)

In primo luogo facciamo vedere che, fissati d, € e r(¢), I'integrale non
dipende dalla scelta di w. Sia w’ un’altra n-forma a supporto compatto in
D(0,€) e con integrale totale uno. Allora [w] = [w'] € H?(D(0,¢€)) cioe

w=uw +dn

con 7 a supporto compatto in D(0,€). Si ha

/ fuo = / £ + dn)
D(P,8) D(P,s)
_ / o / d(f*n)
D(P,J) D(P,(S)

= [ pws [ g
D(P) a(D(P))
(per il teorema di Stokes)

_ / o,
D(Po)

perché per costruzione il supporto di f*n & strettamente contenuto in D(P, ).
Ora facciamo vedere che l'integrale non dipende neanche dalla scelta di ¢,
e e r(e); infatti, osservando che tutte le n-forme a supporto compatto su
R™ con integrale totale uno stanno nella stessa classe di coomologia (quin-
di differiscono per una forma a supporto compatto su R") e che abbiamo
a che fare con dischi concentrici, quindi contenuti gli uni negli altri (cioe
ad esempio se € < ¢ si ha D(0,e) C D(0,€)), ci si riconduce al caso so-
pra. Infine si ha che la definizione di grado locale non dipende neanche dal
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sistema di coordinate scelto su U, infatti supponiamo che ¢z sia un altro
sistema di coordinate orientato allora pg(D(P,d)) non sara necessariamente
un disco in R”, ma essendo un aperto in R™ esistera un disco D(pg(P),d")
contenuto in pg(D(P,d)) e quindi posso ripetere lo stesso ragionamento su

5 (D(p(P), ).

Definizione 4.3.6 Sia M una varieta C*, orientata, di dimensione n, sia
f M — R"™ un’applicazione C* e sia P € M uno zero isolato di f. Allora
fissati &, € e r(€) come sopra definiamo il grado locale di f in P come

degp f = /D !

dove w € Q2(D(0,¢€)) ha integrale totale uno su R".

Proposizione 4.3.5 Sia M una varieta C*, orientata, di dimensione n e
sia f : M — R™ un’applicazione C*°. Allora se P € M ¢ uno zero isolato di
f il grado locale di f in P € un numero intero.

Dimostrazione. Sia 6 € R positivo tale che
D(P,6) N f~1({0}) = {P}.
Siano poi €, € R positivi tali che
f7H(D(0,€)) N D(P,6) C D(P,r/2),

con r < §/2. Sia () un valore regolare per f in D(0,¢) (esiste per il teorema
di Sard) allora per ogni Q; € f~(Q) N D(P,J) si ha che I'applicazione
dg, : To, M — THR™ ¢ suriettiva quindi, avendo M e R" la stessa dimensione,
e un isomorfismo. Percio esiste un intorno Uy di @)1 su cui f e un diffeomorfi-
smo (segue dal teorema di invertibilita locale) e, eventualmente restringendo
tale intorno, possiamo supporre che esso sia contenuto in D(P, ). Si ha che
I'insieme f~1(Q) N D(P,¢) ¢ finito; infatti supponiamo per assurdo che sia
infinito, allora, essendo per ipotesi f~1(D(0,¢)) N D(P,§) C D(P,r/2), tale
insieme deve possedere un punto di accumulazione S in D(P,r/2) C D(P,?),
perché tale insieme e compatto e ogni insieme infinito in un compatto possiede
un punto di accumulazione; per la continuita di f, si ha che f(S) = @, ma
chiaramente non puo esistere un intorno di S su cui f sia un diffeomorfismo
il che e assurdo. Sia

{Qo,....Qx} = [7H(Q) N D(P.9).
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Scegliamo un generatore w di H?(D(0,¢€)) il cui supporto sia localizzato in-
torno a () e con integrale totale uno su R™. Allora f*w ¢ una forma il cui
supporto e localizzato intorno ai punti che stanno nella controimmagine di
() e quindi in particolare supp(f*w) N D(P,¢) e localizzato intorno ai @Q;, su
cui f & un diffeomorfismo. Inoltre 'integrale e invariante a meno del segno
per diffeomorfismi. Quindi si ha

k k
dogps= [ yu=Y [ re=3 s
=1 i =1

D(P,s

dove £1 ¢ determinato in base al segno del determinante di dg, f. Quindi
degp f€Z. U

Definizione 4.3.7 Sia & = (E, 7, B) un fibrato vettoriale, sia s una sezione
e sta P € B uno zero isolato di s, allora definiamo la molteplicita di zero di
s in P come il grado locale in P della composizione

UM E2U xR B R,

dove U ¢ un intorno aperto di P contenuto in un aperto trivializzante per &
e p2 € la proiezione sul secondo fattore.

Teorema 4.3.2 Sia £ = (E,m, B) un fibrato vettoriale orientato e di rango
n, sia B compatto, orientato, di dimensione n e sia s una Sezione con un
numero finito di zeri. Allora la classe di Eulero di & é la somma dei duali di
Poincaré degli zeri di s contati con molteplicita.

Dimostrazione. Siano { Py, ..., P} gli zeri di s. Fissata una metrica
Riemanniana su B, scegliamo una rappresentazione coordinata Riemanniana
orientata {U,, ¢, } per £ e sia fissata su E l'orientazione di prodotto locale.
Per ogni i = 1,...k, fissiamo un intorno aperto D; = D(P;,9;) di P;, tale
che D; sia contenuto in un aperto trivializzante per £ e gli aperti D; siano
disgiunti. Vogliamo calcolare la molteplicita di zero di s in P;, questa ¢ per
definizione il grado locale in P; della composizione
D, B |p~ Dy x R B R,

(come intorno U di P; in B possiamo scegliere direttamente D;). Vediamo
come si scrive po in coordinate locali: sia «; tale che D; C U,,, allora

(‘Pozi) |Di: Di XR"— F |Di
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¢ un diffeomorfismo e E |p. si puod vedere come 'unione disgiunta per x € D;
di &,; si ha che
D2 . FE

p,— R"

¢ definito da
p2<l', y) = gogz{x(y)v

dove x € D; e y € &,. Ora fissiamo ¢; e ; in modo che
D2s ’B} (D(0,€) N D; C D(P;,73/2),

con r; < 6;/2. Consideriamo w; € QF(D(0,¢;)) tale che [,,w; = 1. Allora
psw; & una n-forma su F |p; a supporto compatto nella direzione verticale
(perché py |¢,= ¢a, . € un diffeomorfismo e quindi ¢ un’applicazione propria)
tale che, se indichiamo con (piw;). la restrizione di piw; alla fibra &,, per ogni

x € D;, vale
/ (p;wz)x = / ((Pai,a:)*wi :/ Ww; = 1,
£I 51 n

(perché, per come abbiamo fissato 'orientazione su E, i diffeomorfismi ¢, .
hanno determinante jacobiano positivo) quindi per la proposizione 4.1.2 si
ha che pjw; € un rappresentante della classe di Thom del fibrato banale & |p, .
D’altra parte sia & € Q7(FE) un rappresentante della classe di Thom di &,
scelto in modo tale che

supp s*® C UleD(Pi, )

(vedi proposizione 4.3.2). Chiaramente se poniamo ® |g| D ®; e un rappre-
sentante della classe di Thom di & |p, e quindi

[‘I’i] = [PZ%‘L
cloe
Pow; = @i + dn;,

dove dn; ¢ una forma su E |p, a supporto compatto nella direzione verticale
e vale
supp s*dn; = supp d(s*n;) C supp s"psw; C D(P;, ;)

(perché supp s*®; C D(P;,r;)). Quindi per il teorema di Stokes, si ha

/ s*dn; = 0.
D;
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In conclusione:
k k
Z molteplicita di zero di s in Pi = Z degp, p2s
i=1

= é/D §"pawi
- 3 [ e
- Z [ @
_ g/ﬁ@
©

:/Be

Quindi la classe di Eulero di £ ¢ una n forma su B a supporto compatto
contenuto nell'unione di opportuni intorni D; dei punti P; e il cui integrale
su D; e la molteplicita di zero di s in P; e questo, ricordando come e fatto il
duale di Poincaré di un punto in una varieta compatta (vedi esempio 4.2.1),
conclude la dimostrazione. [

Corollario 4.3.1 Sia £ = (E,w, B) un fibrato vettoriale orientato, di rango
n, sia B compatto, orientato e di dimensione n. Allora se & ammette una
sezione mai nulla la classe di Eulero di & é zero.

Teorema 4.3.3 Sia M e una varieta C* orientata e compatta. Allora il
numero di Eulero di M e la caratteristica di Eulero di M (vedi definizione
3.2.2) coincidono.

Premettiamo alla dimostrazione del teorema i seguenti lemma.

Lemma 4.3.2 Sia M una varieta C*, orientata, compatta e di dimensione
n. Sia {w;} una base dello spazio vettoriale H*(M) (che ha dimensione finita
essendo M compatto e quindi di tipo finito) e sia {7;} la base duale attraverso
la dualita di Poincaré, cioé
/ Wi A\ Tj = 51]
M
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Siano 7 e p le due proiezioni di M x M in M,
MxM —— M

M.
Allora il duale di Poincaré na della diagonale A in M x M ¢

na = Z(—l)deg“’"ﬂ*wi A prT;.

Dimostrazione. Per la formula di Kiinneth, vedi teorema 3.2.2, si ha
che H*(M x M) = H*(M) ® H*(M) e che una base di H*(M x M) ¢ data
da {m*w; A p*7;}. Quindi essendo na una forma in H*(M x M) si scrivera
come

na = Z Cij T wi A P T

i,J

Consideriamo la mappa diagonale

d: M —-ACMxM
definita da

d(x) = (ZL', x)v

allora si ha
/ T A pTw = / A Nd*p*wy
A M
= / Tk A wy
M
(_1)(degm degwr) 5,

D’altra parte, per la definizione di duale di Poincaré (vedi formula (3.2.2)),
si ha

/ ™ A ptwp = / T A\ PR Ana
A
— Z Cij / T A prwp A T W A prT
i MxM

— ZCij(_1>(deg7k+degwl)(degwi)/ W*(wi /\Tk)p*(wl /\Tj)
ij MxM

_ (_1) (deg Tk—l—degwl)(degwk)ckl ‘
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Quindi

(o0 se k #1
Ckl = (—1)deewr  se k=1 0O

Lemma 4.3.3 Sia M una varieta C* e sia A C M x M la diagonale. Allora
1l fibrato normale N e il fibrato tangente Ta alla diagonale sono isomorfi.

Dimostrazione. Poiché la mappa diagonale d : M — A C M x M
manda diffeomorficamente M in A, si ha che d*TA = T M. Dal diagramma
commutativo

0 —— Th — T(MxM) —— Np —— 0

Lk I L

0O —TM —— TMoTM —— TM —— 0

segue che Na =TM =Th. U

Dimostrazione del teorema 4.3.3. Ricordando che il duale di
Poincaré di una sottovarieta chiusa S puo essere rappresentato dalla stessa
forma che rappresenta la classe di Thom di un intorno tubolare di S, si ha

/AUAZ/A‘D(NA)
(

dove ®(N,) ¢ la classe di Thom del fibrato normale a A

visto come un intorno tubolare di A in M x M)

:/Ae(NA)

(poiché la classe di Thom ristretta alla sezione zero

e la classe di Eulero)

- /A e(Tx)
:Af@My
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D’altra parte, per quanto dimostrato nel lemma 4.3 si ha

Na = (—1)deg“’i/7r*wi/\p*ﬂ
[ = %

i A

_ Z(_l)degwi/ *W*wi/\d*p*n

i M

= Z(—Ddeg%/ w; A T;

_ Z(_1>degwi
= ) (~1)"dim H(M)

= x(M),
il che conclude la dimostrazione. O

Definizione 4.3.8 Sia M una varieta C* e sia V un campo di vettori su M,
allora V' puo essere visto (vedi esempio 1.3.2) come una sezione del fibrato
tangente. Sia P € M uno zero isolato di V allora definiamo ["indice di V' su
P come il grado locale di V in P.

Teorema 4.3.4 (Teorema dell’indice di Hopf) Sia M una varieta C*
ortentata e compatta e sia V un campo di vettori su M con zeri isolati.
Allora la somma degli indici di V' ¢ la caratteristica di Fulero di M.

Dimostrazione. Per il teorema 4.3.2 la somma degli indici di un cam-
po di vettori su M ¢ il numero di Eulero di M, ma quest’ultimo per la
proposizione 4.3.3 ¢ la caratteristica di Eulero di M. [

Proposizione 4.3.6 Sia f : B' — B un’applicazione C* tra varieta orien-
tate e compatte . Sia & = (E, 7, B) un fibrato vettoriale orientato di rango k
su B. Sia f*& il pull-back di & (vedi esempio 1.1.3) allora

e(f€) = H"f*e(€).

Dimostrazione. Ricordiamo che f*¢ ¢ un fibrato vettoriale di rango k
su B’ il cui spazio totale £’ ¢ I'unione disgiunta di £,y con x € B’. Inoltre
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l'identita ) — &) definisce un’applicazione di fibrati ' : f*{ — & che
induce f sulle basi, cioe il seguente diagramma commuta

E .

- &

B —— B.
f

Sia ®(£) un rappresentante della classe di Thom di &, allora F*® ¢ una
n-forma su E tale che

(F7®) |(sr0.= (F*®) |e,= @ | (a),

quindi F*® per la proposizione 4.1.2 & un rappresentante della classe di Thom
di f*¢. Inoltre e chiaro che anche il diagramma

B . B

F — FE.
F

commuta (dove sq e s(, sono le sezioni nulle associate a, rispettivamente, £ e
f*€), quindi, se indichiamo con e(&) e e(f*¢) i rappresentanti delle classi di
Eulero di, rispettivamente, £ e f*¢, si ha

e(f'e) = si(F®)
= f*s;®
= fre(§). O

Esempio 4.3.1 Ricordiamo che il fibrato tautologico su CP!, vedi esempiol.1.6,
¢ il fibrato vettoriale complesso 7! = (E, 7, CP') di rango 1 dove

E={(z,])cC*xCP" | z€l}

7: E — CP!

¢ la proiezione sul secondo fattore. Inoltre se {Up, U;} ¢ il solito ricoprimento
aperto di CP', allora una rappresentazione coordinata per 7' ¢ {U;, 4} con
1 =20,1, dove

¢02U0XC—>E|UO
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¢ definita da
%([LUH) = ((tutu>7 [Lu])?

w1IU1X(C—>E’U1

¢ definita da
¢1<[u, 1]7t) = ((tu7t>7 {uv 1])

Vogliamo calcolare la classe di Eulero di 7! considerato come un fibrato

vettoriale reale di rango 2, dove sul fibrato reale consideriamo 1’orientazione
indotta in modo naturale dal fibrato complesso (vedi osservazione 1.4.5). Sia

p:C—R

un’applicazione C* tale che

1
p(z) = —3 se |zl =1
Il

©(z) # 0 per ogni z € C.

Consideriamo 'applicazione C*°
S UO — F

definita da
[1, 2] = ((p(2), p(2)2), [1, 2]).

Ricordiamo che il cambiamento di coordinate da Uy a U; e dato da
1,2] = [1/2,1].

Questa sezione si estende in modo C* a tutto CP'\ {[0, 1]}, infatti, sull’aperto

U, si ha
1 1\ 1
1]) = — — | = 1
st = (e (3 ) oo (5 ) 2w
che & C™ per w # 0. Estendiamo 'applicazione a tutto CP' ponendo
s((0,1]) = ((0,0), [0, 1]).
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Questa estensione & C* perché se consideriamo [w, 1] tale che [|w|| < 1 allora
|£]] > 1, quindi (%) = [Jw]|*, quindi si ha

2
2 Jlwl

s(fw, 1) = ((flw]*, =), [w, 1)) = (o, @), [w, 1).

Quindi s cosi definita & una sezione su CP* che si annulla solo su [0, 1]. Percio,
considerando 7! come un fibrato reale, tramite I'identificazione di C con R?
data da

)

s ¢ una sezione di 7! che si annulla solo nel punto P, = [(0,0),1]. Poiché
CP' & compatto (& diffeomorfo a S?) e orientabile e anche 7' lo & ({U;, 1} ¢
una rappresentazione coordinata orientata), per sapere come ¢ fatta la classe
di Eulero di 7! ¢ sufficente calcolare la molteplicita di zero di s in Py, cio¢ il
grado locale di pys in Py dove py ¢ la proiezione locale di F |,2 U; x R? su
R2. Come intorno di P, scegliamo

U=A{lz1] el | [z <1},
allora pos su U si scrive in coordinate locali come
pZS([(xa y)7 1]) - pg((l’2 + y27 ('T7 _y>>’ [(I,y), 1]) = (l‘, _y)
cioe letta attraverso le carte su CP*
(xvy) = (flf, _y)
Sia P € U tale che P # 0 allora

1 0
JPp23_<0 _1)

percio det Jppos = —1 e quindi il grado di pys in Fy ¢ —1. In conclusione la
classe di Eulero di 7; & una 2-forma differenziale su CP' a supporto compatto
in un intorno di [0, 1] e tale che

/cn»l e(t!) = —1.

Ora vorremmo calcolare la classe di Eulero per 7" il fibrato tautologico su
. Per farlo consideriamo I'immersione
CP". Per farl deriamo I’

i : CP"! — CP"
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definita da
[T1, .. @] = [0, 21, .. 2],

vogliamo dimostrare che i*7" = 7"~ Vediamo come ¢ fatto i%7". Fissato
[ € CP" ! la fibra su z & T o) cloe, se | = [l1,...,In],

(@) = {((xo, 21, - - T0), [0, 11, ..., 1)) = (2, 1') € C"T x CP" | 2’ €1'},

¢ chiaro che perché sia verificata la condizione 2’ € I’ deve valere o = 0.
D’altra parte si ha

= {((1, ) by 1)) €CP X TP |z e 1)

Sia E lo spazio totale di 7"7! e sia E’ lo spazio totale di i*7", definiamo
I’applicazione
j:E—F

come

gz, ), [y ) = (0,21, .o @), [0, 0, - o 1))

Innanzitutto j ¢ ben definita perché, indicando j(z,[) con ((0,),0,1]), si
ha che se z € [ allora (0,z) € [0,], inoltre j ¢ un diffeomorfismo. Vediamo
come si comporta sulle fibre: fissiamo [ € CP"! e supponiamo che [ € U™}
con i € {1,...,n}, cioe | = [ly,...,1,...,1,], dove I'l & all’i-esimo posto,
allora un punto (x,!) nella fibra di [ & individuato da x; € C; consideriamo
ora j(x,l), si ha che [0,{] € U e j(x,l) ¢ ancora individuato da x; € C. In
altre parole j € un isomorfismo di fibrati che induce I'identita sulle fibre. Ora
consideriamo I'immersione

in_q: CP"2 = CP!

definita da
[xb s 7xn71] = [07 AP 73771]’

si ha ancora che i 771 = 772

successivi si ottiene che

, quindi in un numero finito di passi
i*TTl g 7_17
dove abbiamo posto i = iyi3 - - - i,. Quindi per la proposizione 4.3.6

H%i*e(t™) = e(i*1") = e(Th).
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Ma avevamo visto nell’esempio 2.3.5 che i, per ogni n induceva un’iso-
morfismo in coomologia tra H?(CP") e H*(CP"™ '), quindi anche i induce
un’isomorfismo in coomologia tra H2(CP") e H*(CP'), da cui

Definizione 4.3.9 Sia M wuna varieta C*, compatta e orientata e sia
f: M — M una funzione C*. Allora f induce applicazioni

Hf*: H(M) — H'(M).
1l numero di Lefschetz di f e

dim M ‘ _
L(f)= ) (~)'tH'f",
i=0

dove tr H' f* indica la traccia dell’applicazione lineare H' f*.

Esempio 4.3.2 Sia M una varieta C>°, compatta e orientata allora

dim M dim M
Lidy) = Y (=D tridgan = Y (—1)' dim H' (M) = x(M),
=0 =0

cioe il numero di Lefschetz dell’identita su M & la caratteristica di Eulero di
M.

Definizione 4.3.10 Sia M una varieta C* e sia f : M — M. Dato P € M
si dice che P ¢ un punto fisso per f se f(P) = P.

Definizione 4.3.11 Sia M una varieta C*, orientata e di dimensione n.
Sia f: M — M un’applicazione C* e sia P in M un punto fisso isolato per
f. Definiamo il grado locale di f in P come

degp f = degp(¢f — ¢),

dove

¢o:U—R"

e una carta orientata su M.
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Teorema 4.3.5 (Teorema di Lefschetz) Sia M una varieta C*°, compat-
ta e orientata e sia f : M — M una funzione C* che ha punti fissi isolati

{Pl,...,Pq}. Si ha
L(f) = degp f.
=1

Dimostrazione. Sia n la dimensione di M e sia A C M x M la
diagonale in M x M. Consideriamo

F:-M—>MxM
definita da

Fx) = (f(x), ),

allora F~Y(A) ={Py,...,P,}. Sia {U,, ¥, } un atlante orientato per M. Per
ogni punto fisso P; consideriamo un intorno aperto V; di P; tale che V; e
contenuto in una carta U,, e

VinV; =0 perij.

Per la continuita di f esiste W; aperto tale che P, € W; C Ve f(W;) C V;. Se
indichiamo con na un rappresentante per il duale di Poincaré della diagonale
in M x M, possiamo sceglierlo in modo che il suo supporto sia contenuto
in un arbitrario intorno tubolare U della diagonale, vedi proposizione 4.2.3
e proposizione 4.3.2; quindi, eventualmente restringendo V; e di conseguenza
W;, possiamo supporre che (analogamente a quanto fatto nella dimostrazione
della proposizione 4.3.2)

supp(na |mxw;) CVix W, Cc U (4.3.1)

q
F*UA = / F*UA

Consideriamo il diffeomorfismo
gOz‘/;XWZHRnXWl

definito da
(vv w) = (¢ai (U> - ¢ai<w)7 w)v
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si vede facilmente che p; da a V; x W, una struttura di intorno tubolare di
AN(MxW;)e
ol lw,: Wy = R" x W;
w = (¢az(f(w)) - wai(w)a UJ)
¢ una sezione del fibrato banale i cui zeri sono i punti fissi di f ristretta a
W; cioe ¢;F' |w, ha un unico zero che ¢ P,. Quindi per il teorema 4.3.2 se
indichiamo con ®; un rappresentante della classe di Thom del fibrato banale

/ (%’F
W;
R" x W; — R"

e la proiezione sul primo fattore, quindi

pQOiF |Wz Wi — R"

w,) P = degpi (i [w,),

dove p

¢ definita da
w = (Yo, (f(w)) = Yo, (w)),
cioe
poil" lw,= Yo, f — Vs
da cui, per definizione,

degpi (poi ' |w,) = degpi f
Fissato {P} € M, si ha che A e M x {P} si intersecano trasversalmente
quindi per la proposizione 4.2.4 si ha che

/UA \Mx{P} = / na N Nvx{p)
M MM

= / TH{PYx{P}
MxM
= 1’

dove l'ultima uguaglianza segue dall’esempio 4.2.1. Se poniamo, per sempli-
cita 17; = na |mxw;, per ogni fissato @ € W; si ha

/n(%_l)*m |]R”><{Q} = /VTh' |Vm{Q}

= / na |mxgpy  per la formula (4.3.1)
M
= ]_’
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quindi (p; 1)*n; & un generatore della classe di Thom ®; del fibrato banale
R™ x W;. In conclusione

q
/MF Na = ZZI/WF NN
q
= > [ P )
1z1 g
_ F*n,
q
_ F*o*®,
;/W o
q

= > degp(poiF lw,)

i=1
q
= Z degp, f.
i=1

D’altra parte sia {w;} una base dello spazio vettoriale H*(M) (che ha di-
mensione finita essendo M compatto e quindi di tipo finito), sia {7;} la base
duale attraverso la dualita di Poincaré, cioe

/ wi/\Tj:&j
M

e siano 7 e p le due proiezioni di M x M in M, allora abbiamo visto che
(vedi dimostrazione del lemma 4.3.2) il duale di Poincaré di A in M x M

si scrive come na = Y, (—1)%8«ir*w; A p*7;. Se identifichiamo I’applicazione

H'f* con la matrice che la rappresenta nella base {w; | degw; =}, si ha

/ F*UA:/ HF*UA
M M

:/M(HF*(Z(—l)deg‘”"ﬂ*wi A p*Ti))

)

=Sovte [ P )
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0 Jidegw;=1

=Y (=1)trH' f*

che conclude la dimostrazione. [

Corollario 4.3.2 Sia M wuna wvarieta C*, compatta e orientata e Sia
f: M — M una funzione C*. Allora se f non ha punti fissi L(f) = 0.

Esempio 4.3.3 Sia f:S™ — S™ un’applicazione C* allora

L(f)=1+(—1)"deg f.

Infatti poiché gli unici gruppi di coomologia di S™ diversi da zero sono quelli
in grado zero e in grado n si ha

L(f) = tr Hf* + tr H" f*.
Si ha che
HOf* . HO(sn) N HO(Sn)
¢ definita da
c—cf

dove ¢ e l'applicazione che associa ad ogni punto di S™ la costante ¢ in R,
quindi tr H'f* = 1. Essendo S™ compatto, H"(S") = R e l'isomorfismo ¢
dato da

W = w.
Sn
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Sia ora w € H"(S™) tale che

/n“’:

wH(f) = [

Allora si ha che
ffw =deg f.

Quindi se deg f # (—1)", 'applicazione f ha almeno un punto fisso.

Esempio 4.3.4 Sia f : CP" — CP" un’applicazione C*°. Abbiamo visto
che se t ¢ un generatore di H2(CP"), si ha che H?*(CP") & generato da t* e
H?*H(CP") = 0. Quindi se

(H*f*)t = at
si ha
(HQkf*)tk — Ozktk,
(H f* & un omomorfismo di algebre). In conclusione si ha
n antl_1

L(f) = Z(—l)%ak — { — sea#1

n se o = 1.
k=0

Quindi L(f) = 0 se e solo se @ # 1 e "™ = 1. In particolare se n ¢ pari
L(f) & sempre diverso da zero.

Corollario 4.3.3 Sia f : CP" — CP" una funzione C*. Allora se n é pari
f ha almeno un punto fisso.
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