1. Dimostrare il seguente Teorema di convergenza dominata per funzioni continue, usando I’analogo teorema
di convergenza dominata per successioni.

Teorema Siano ; C RN, Qy ¢ RM insiemi aperti. Supponimao che f : Q; x Qs — R soddisfi le
condizioni seguenti:

1) per ogni y € Qs la funzione = — f(x,y) appartiene ad L'(y).

2) quasi per ogni z € O la funzione y — f(x,y) €’ continua.

3) esiste una funzione g € L*(Q1) tale che |f(z,y)| < g(z) quasi per ogni # € Q1 e per ogni y € €.

Allora la funzione

F(y) = ; f(z,y)dx

¢’ continua in Q9
esercizio svolto in classe
2. Dimostrare il seguente Teorema di convergenza dominata per limiti, usando ’analogo teorema di con-
vergenza dominata per successioni.
Teorema Siano Q; C RV, aperto e Q; ¢ RM. Supponimao che g sia di accumulazione per Q; e
f Q1 x Qs — R soddisfi le condizioni seguenti:
1) per ogni y € Qs la funzione z — f(x,y) appartiene ad L(£21).
2) esiste una funzione [ € L'(4) tale che quasi per ogni = € Oy esiste limy ., f(z,y) = ()

3) esiste una funzione g € L'() tale che |f(x,y)| < g(z) quasi per ogni x € 21 e per ogni y € .

Allora

posto F(y) = f(z,y)dx esiste lim F(y) = l(x)dz
N Y—yo (o7}

l’esercizio si risolve procedendo come nell’esercizio 1, sostituendo la definizione di funzione continua
con quella di limite, e riducendosi al teorema di convergenza dominata per successioni

3. Dimostrare il seguente Teorema di convergenza dominata per derivate, usando il teorema di convergenza
dominata per limiti.
Teorema Siano Q; C RN, Q3 ¢ RM, aperti. Supponiamo che yg € Qs e f : Q1 x Qs — R soddisfi le
condizioni seguenti:
1) per ogni y € Qy la funzione x — f(x,y) appartiene ad L'(Qy).
2) quasi per ogni x € ; e per ogni y € y esiste Iy f(z,y)
3) esiste una funzione g € L(€2;) tale che |9, f(z,y)| < g(z) quasi per ogni z € Q1 e per ogni y € Oa.

Allora IF
posto F(y) = f(z,y)dx esiste —(y) = Oy f(z,y0)dz
Ql dy Ql

Scrivere la derivata di F' come limite del rapporto incrementale e verificare che si puo’ passare al limite
usando l’esercizio 2

4. Dimostrare il seguente Teorema di convergenza dominata in LP, usando il teorema di convergenza
dominata per le successioni

Teorema Siano ©; C RY, Supponiamo una successione f, : Q; — R soddisfi le condizioni seguenti:

1) per ogni n € N la funzione © — f,(x) appartiene ad LP(;).
2) esiste una funzione f definita in 2; tale che quasi per ogni x € Q; e esiste lim, f,(x) = f(z)

3) esiste una funzione g € L*(Q1) tale che |f,, ()P < g(z) quasi per ogni z € Q; e per ogni n € N.



Allora f appartiene ad LP e f, conferge a f in LP

usare lippotesi 3) per provare che f sta in LP e applicare il teorema della convergenza dominata per
successioni L' alla successione |f,(xz) — f(x)|P per provare la seconda affermazione

. Provare che se f,, tende a f in LP allora || fy||, tende a || f|| in LP.

. Sia
tpt2
F Fit)=—5—.
R — R, (t) o
Provare che se f,, tende a f in L? allora [ F(f,(z))dz tende a [ F(f(z))dx.
. Sia

[t[Plog([t] + 1)
F:R—R, F()= 20900+ 2)
(*) log(|t| + 6)

Provare che se f,, tende a f in L? allora [ F(f,(z))dx tende a [ F(f(x))dz.
. Sia

_ [tPlog*(t)

~log2(t) + 1

Provare che se f,, tende a f in L? allora [ F(f,(z))dx tende a [ F(f(z))dz.

F:R— R, F(t)

. Sia (gy) successione in L3, convergente a g € L3, sia (f,,) successione in L3/, convergente a f. Provare

che
/ fngn — / fg

. Sia (g,,) successione convergente a g € L*, sia (f,,) successione convergente a f in L2, sia (h,,) successione

convergente a h in L*. Provare che
[ foguttn = [ s

Per le successioni seguenti dire se esiste il limite puntuale, il lim,, || f,,|| e se esiste il limite in LP.
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fai R R, fu(2) = exp(—(z - n?))
fn:R—= R, fo(x)=exp(—(z—3+1/n))
fa: RN = R, fo(z) = 2/

fo i RN 5 R, fox) = <HEED

i [0,1] 5 Ry falw) =2
fo:[0,1] = R, falz) = Vna"

fn:[0,1] = R, fuo(z)=nz"



