Equazione di Helmholtz

Equazione di Helmholtz in un rettangolo

Consideriamo il problema di Dirichlet per 'equazione di Helmholtz

{Au(x,y) + Au(x,y)=0 (x,y)E€R

u(x,y)=0 (x,y) € IR @

con R=10,L[ x]O,M[ e A€R.

Studiamo per quali valori di A esistono soluzioni non identicamente nulle di questo
problema.

Tali A sono detti autovalori del problema (1).

Procediamo per separazione delle variabili, quindi cerchiamo una soluzione nella forma

u(x%,y)=X(x)Y (),

con X e Y funzioni di una variabile non identicamente nulle, definite rispettivamente in
[0,L] ein [0,M].
Se u ¢ in questa forma, il problema diventa

X"(x)Y()+X(x)Y"(y)+AX(x)Y(y)=0 (x,y)€R
X(x)Y(0)=0 x€[0,L]
X(x)Y(M)=0 x€[0,L]
X(0)Y(y)=0 y €[0,M]
X(L)Y(y)=0 ye[o,M].

Dividendo ’equazione differenziale per X (x)Y(y), si ottiene
X// X Y//
(x)  Y°0)

A=
X v 0

e quindi
X'x) _ Y'0)
X(x) Y(y)

Il membro di sinistra di questa uguaglianza ¢ funzione della sola x , mentre quello di destra ¢

- A.

funzione della sola y , quindi entrambi sono costanti; percio esiste k£ €R tale che

XYW YOy
X(x)

Y()
La prima di queste equazioni equivale a

X"(x)=kX(x);

inoltre le condizioni sulla frontiera X(0)Y(y) =0 e X (L)Y (y) =0 sono soddisfatte se e solo
se

visto che Y non ¢ identicamente nulla.



L’equazione differenziale

X"(x)= kX (x)

¢ lineare a coefficienti costanti, con polinomio caratteristico t? — k&, che si annulla per t =0

se k=0, per t =+vk se k>0 eper t =+iv/—k se k<0.

Quindi l'integrale generale (reale) ¢
X(x)=c,+¢,x sek=0,
X (x)=c,senh(vk x) +¢,cosh( vk x) sck>0,
X(x):clsen(\/—_/ex)+czcos(\/—_/ex) sek<0.

Nel caso & =0 la condizione X(0)=X(L)=0 equivale a

¢, =0
¢, +¢L=0;

quindi ¢, =0 e, sostituendo nella seconda equazione, anche ¢, =0. Percio I'unica soluzione
¢ quella identicamente nulla.
Nel caso k& >0 la condizione X(0)=X(L)=0 equivale a

¢, =0
{C1 senh(\/z[,) +c, cosh(\/z[,) =0;

quindi ¢, =0 e dalla seconda equazione, visto che senh(«/z L) #0, segue ¢; = 0. Percio

anche in questo caso 'unica soluzione ¢ quella identicamente nulla.
Nel caso £ <0 lacondizione X(0)=X(L)=0 equivale a

c,=0
{C1 sen(x/—_/eL) +c, cos(x/—_kL) =0;

quindi ¢, = 0. Se sen(v/—k L) # 0 allora dalla seconda equazione segue ¢, =0 e I'unica
soluzione ¢ quella identicamente nulla.

Se invece sen(v/—kL) = 0 allora la seconda equazione ¢ verificata qualunque sia c

e quindi la funzione sen(v'—kx) e i suoi multipli scalari sono soluzione dell’equazione

differenziale che si annullanoin 0 ein L.

Siha sen(v/—k L) =0 seesolose ¥—kL ¢ multiplo intero di 7, cio¢ se e solo se esiste

n intero tale che v —k L =n7 ; evidentemente un tale 7 ¢ positivo.
Percio esiste una soluzione non nulla per £ = —n?7?/L? con n €N\ {0} e in corrispon-
denza di tale k& una soluzione ¢

nmw

X(x)= sen(T x) :

Per questo valore di %, la funzione Y & soluzione dell’equazione

Y// nZ 7_52
O,

Y(y) L’




i \
C10€

} 22
Y'0)+ (A= —5) Y0) =0,
con le condizioni
Y(0)=Y(M)=0

Il problema ¢ del tutto analogo a quello per la funzione X ; gli unici cambiamenti sono
dovuti al fatto che abbiamo 7?7?/L*— A al postodi & e M alpostodi L.
Abbiamo quindi soluzioni non identicamente nulle se solo se

n?? m?

M
con m € N\ {0} ed in tal caso una soluzione e

Y(y)= sen(% y) :

Percio gli autovalori del problema (1) sono i A che possono essere scritti nella forma

n*n?  m’r?
L’ * M?
con n,m € N\ {0} . In corrispondenza di tali autovalori abbiamo le autofunzioni
( ) < nrT > < mT )
u, (x,y)=sen(—x)sen(—1y).

Lo stesso A puo corrispondere a coppie diverse di interi (1,7) ed in tal caso si hanno piu

A=

autofunzioni linearmente indipendenti relative allo stesso autovalore, cioé vi sono autovalori
di molteplicita geometrica maggiore di 1. Ad esempio se L =M le funzioni

ny,(x,y) = sen(% x) sen(zfﬂ y) , #y1(x,9) = sen(zg x) sen(%y)

sono entrambe autofunzioni relative all’autovalore 127%/L*+2*7?/L?, cio¢ 57 /L*.

Si puo dimostrare che gli autovalori hanno tutti molteplicita geometrica 1 se e solo se
L?/M? ¢ irrazionale.

Le autofunzioni #,,, sono ortogonali tra loro nel senso di L*(R) .

Infatti si ha

(unl,ml ’ an,mz)

= f sen(anﬂ x) sen(% y) sen(nZTn x) sen(% y) dxdy

R
= LL sen(ann x) sen(nzTn x) dx LM sen(% y) sen(% y) dy.

nw
Visto che le funzioni sen (T x) (con n €N\ {0} )sono ortogonali tra loro in L*([0,L]) e

mr
le funzioni sen(7 y) sono ortogonali tra loro in L*([0,M]), se n, # n, allora I'integrale
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rispetto alla variabile x siannulla, mentrese m, # m, allorasiannulla I'integrale rispetto alla
variabile y . Percio se (n,,m,) # (n,,m,) almeno uno dei due integrali semplici si annulla,
quindi il prodotto scalare ¢ nullo.

Si puo dimostrare che queste funzioni costituiscono un sistema ortogonale completo per
L*(R), quindi ogni funzione appartenente a L*(R) puo essere sviluppata in serie di funzioni

un,m .

Consideriamo ora il problema di Dirichlet

Au(x,y)+ Au(x,y) =0 (x,y)ER
#(0,y)=0 y € [0,M]
1 #(L,y)=0 y €[0,M] 2
u(x,0) = f(x) x €[0,L]
u(x,M)=0 x €[0,L]

con A€R che non sia un autovalore del corrispondente problema con dati al bordo omoge-
nei, cio¢ con f =0.

Procedendo per separazione delle variabili come sopra, si cercano le soluzioni dell’equa-
zione di Helmholtz nella forma X (x)Y(y) e si trova che esiste £ €R tale che

X”(x):k, Yo o,
X(x) Y(y)
Deve essere X(0)=X(L)=0, quindi si ha
nmw
X(x):sen(T x) ,
con n €N\ {0}.
A seconda del valore di A avremo
n*m?
Y(y)=c,+ ¢y se A= 2
n’mn? n’mn? n*n?
Y(y):clsenh< B —/1y> +Czcosh< B —/1y> se A< 2
Y(y)=c, sen< A— nj;fz y> +c, cos< A— nth y> se A> nZCZ :

Scegliamo ora ¢, e ¢, in modo che sia Y (M) =0, condizione che segue da #(x,M)=0.

Se A=n?n?/L? deve essere ¢; +c,M =0 e quindi ¢, = —c,M , percio una soluzione ¢
n*m?

Se A<n?*n?/L?, ponendo a = — A, deve essere

¢, senh(aM)+ ¢, cosh(aM) =0,



da cui segue

cosh(aM)
(=——0;
! senh(aM)
quindi possiamo scegliere ¢, = —cosh(aM) e ¢, =senh(aM) e una soluzione e

Y (y) = —senh(ay)cosh(aM) + cosh(ay) senh(aM) = senh (a(M — y))

n’

Se A>n?r?/L?, ponendo B=4/A— T deve essere

c;sen(BM)+ c,cos(BM)=0,

abbiamo supposto che A non sia un autovalore e quindi ¢ sen(8M) # 0, percio otteniamo

. :_cos(/ﬁM)c .
! sen(BM) 2’

quindi possiamo scegliere ¢; = —cos(8M) e ¢, =sen(BM) e una soluzione ¢

Y (y) = —sen(By)cos(BM)+ cos(By)sen(SM) = sen(B(M —y)) .

Percio se poniamo

la funzione

,(x,9) =sen (= %), )

verifica il problema (2) tranne la condizione #(x,0) = f(x). Cercheremo quindi dei coeffi-
cienti b, in modo che la serie

g b, sen(nTn x) Y (v)

sia convergente e la somma verifichi la condizione #(x,0)= f(x).

Ci0 richiede che si abbia
ST sen(”—” 0)Y,(0)= f(x)

equindii b, andranno scelti in modo che 4, Y (0) siano 1 coefficienti dello sviluppo in serie
di seni della funzione f . Percio dovra essere

2 L nw
b,= % (O)Lfo sen(T x)f(x)dx :

n




Equazione di Helmholtz in un cerchio

Cerchiamo gli autovalori del problema di Dirichlet per 'equazione di Helmholtz

{Au(xy)+ u(x,9)=0 (x,y)€S(0,L) ()

(x,y)=0 (x,y)€dS(O,L)

dove $(0,L) e il cerchio di centro lorigine e raggio L.

Dimostriamo anzitutto che ogni autovalore ¢ positivo.

Data una funzione # di classe C? nel cerchio, applicando il teorema della divergenza al
campo vettoriale # grad# , cioe alla funzione

(x,9) = (o, (x, )0, ), (x,9)u(x, 7)) 5
s1 ottiene

f div(u grad u)(x,y)d x dy:f (ugradu,v)ds

S0 as(,L)

dove v ¢ il vettore normale esterno a JdS$(0,L). Abbiamo
div(ugradu) = (un,), +(nn,),

=un, +un, +uu, +un=ulu+ ui + %yz ,

inoltre
du
(ngradu,v) = u(gradu,v) =u—.
dv
Percio
du
f (n(x,y)Au(x,y)+ u>(x,9)+ u’(x,y)) dxdy = f n—-ds.
* g JS(O,L) dv
S(O,L)
Se u ¢ soluzione del problema (3), allora Au = —Axn e u ¢ nulla sulla frontiera del

cerchio, quindi I'uguaglianza precedente diventa

f (—Au(x,9) + 2 (x, )+ uj(x,y)) dxdy =0,
S(O.L)
cioe
A f n*(x,y)dxdy = f (uj(x,y)+uy2(x,y)) dxdy .
S(O.L) SQ.L)

La funzione # non ¢ identicamente nulla, quindi

f u*(x,y)dxdy>0.

S(O,L)



Percio dalla uguaglianza scritta sopra possiamo ricavare A, ottenendo

[ (#2(x)+ul(x,y)) dxdy

S(O,L)
f w (x,y)dxdy
S(O,L)

A=

Le funzioni u,_ e %, non sono entrambe identicamente nulle; infatti in caso contrario #

sarebbe costante e quindi, essendo nulla sulla frontiera, essa sarebbe identicamente nulla;
percio

f (ui(x,y)+ uyz(x,y)) dxdy>0.

S(O,L)

Quindi A ¢ quoziente di due numeri positivi, dunque ¢ positivo.
Passando in coordinate polari ’equazione di Helmholtz diventa

1 1
vpp(p,9)+;vp(p,<9)+ ?vgg(p,9)+/17)(p,<9)zo O<p<L, 0<60<2m,

mentre la condizione sulla frontiera diventa

o(L,6)=0 0<O<2r.

Inoltre, il fatto che v si ottenga esprimendo in coordinate polari una funzione che, in coor-
dinate cartesiane, ¢ di classe C?, implica che debba essere

v(p,0) =v(p,27) O<p<lL
vy(p,0) = vy(p,27) O<p<L

e che esista v(0,0), indipendente da 6.

Queste condizioni sono verificate se v ¢ ottenuto scrivendo in coordinate polari una fun-
zione di clase C? in coordinate cartesiane. Invece in generale non ¢ sufficiente che queste
condizioni siano verificate per poter trasformare v in coordinate cartesiane; pero si verifi-
ca direttamente che tutte le soluzioni che troveremo possono essere riscritte in coordinate
cartesiane ottenendo funzioni di classe C?.

Percio studiamo il problema

1 1
v,,(0,0)+ ;fz)p(,o,@)+ ?v%(p,ﬁ) + Av(p,0)=0 0<p<L,0<6<2n
v(p,0) =v(p,27) O<p<L
v4(0,0) = vy(p,27) O<p<L
o(L,0)=0 0<H<2n
v(0, ) indipendente da

Procediamo per separazione di variabili, cercando una soluzione nella forma

v(p,6) = R(p)O(0).



L’equazione diventa

1 1
R(£)0(0) + =R (0)00) + R(p)0"(0)+ AR(p)0(0) =0

da cui, dividendo per R(0)®(0) e moltiplicando per p?, segue

R'(0)  R(p) ©"(0)

“Re) TR Tel T
e quindi
Ro) R(e) ., o)
AoP=———2~,
R FRe) T )

Il membro di sinistra di questa uguaglianza dipende solo da p , mentre quello di destra dipen-
de solo da @, quindi entrambi debbono essere costanti, percio esiste & € R tale che

K@) Rle) ,_ 00)

+ + Ap” = =
"Ry TR T T e0)
Risolviamo anzitutto ’equazione
o"(0
B ():k’
o(0)

che equivale a

Inoltre deve essere

0(0)=0(2r) ©(0)=0'(27),

cioe O deve verificare le cosiddette condizioni periodiche nell’intervallo [0,27] .

L’equazione differenziale ©”(8)+ £O(0) ¢ lineare a coefficienti costanti, con polinomio
caratteristico t2+k, che si annulla per t =0 se £ =0, per t =++/—k se k <0 e per
t=+ivVk se k>0.

Quindi P'integrale generale (reale) ¢

Ol)=c,+c,0 sek=0,
©(0) = ¢, senh (v —k 0) + c,cosh (v —k 6) sek <0,
@((9):clsen(\/z<9)+czcos(\/z<9) sek>0.

Nel caso &£ =0 le condizioni su © equivalgono a

c,=c¢ 42
=0

percid ¢, =0, mentre ¢, puo essere qualsiasi. Quindi una soluzione ¢ ©(0)=1.
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Nel caso k£ <0 le condizioni su © equivalgono a

¢, = ¢;senh(v/—k 27) + ¢, cosh (v —k 277)
e,V =k = ¢, ¥~k cosh(V—k 27) + ¢,/ =k senh (v =k 27) ;

ciog, eliminando il fattore v/ —k nella seconda equazione,

¢ senh(\/—_/e27'c) +C2(COSh(1/—_/€27'C) — 1) =0
¢ (cosh(\/—_/e27'c) — 1) +c, senh(\/—_/e27'c) =0.

Il determinante della matrice dei coefficienti di questo sistema ¢
senh’ (v —k27) — (cosh(v/ —k27) — 1)2
=senh’(v/ —k27) — cosh® (v —k 277) +2cosh(v —k 27) — 1
= 2cosh(v —k 27':) -2,

che ¢ diverso da 0; percio I'unica soluzione ¢ ¢, = ¢, =0 e quindi © deve essere identica-
mente nulla.
Nel caso £ >0 le condizioni su © equivalgono a

C,=¢ sen(x/zZﬂ:) +czcos(x/z27t)
q«/%: clﬁcos(\/z%'c) — CZ\/E sen(\/EZTC) ;

ciog, eliminando il fattore v’k nella seconda equazione,

¢ SGI‘I(\/EZTC) +c2(cos(1/z27-c) —-1)=0
cl(cos(\/zZﬂ) — 1) — czsen(x/zZﬂ:) =0.

Il determinante della matrice dei coefficienti di questo sistema ¢
—sen?(Vk 27) — (cos(vVk27) — 1)?
= —sen®(Vk27) — cos*(Vk 27) + 2cos(Vk 27) — 1
=2cos(Vk2r) -2,

che € uguale a 0 se solo se cos(x/zZTC) =1, cio¢ se e solo se vk & intero. Percid se vk
non ¢ intero il sistema ha solo la soluzione ¢, =¢, =0 e quindi © deve essere identicamente
nulla. Se invece £ =n?, con n €N\ {0}, allora tutti i coefficienti del sistema si annullano,
quindi si hanno le soluzioni

O(8) = ¢, sen(nb)+ c,cos(nb) .

Percio affinché esista una © non identicamente nulla che soddisfa I’equazione e le condi-
zioni di periodicita deve essere £ =n?,con n €N esi ha

O(0) = ¢, sen(nl) + ¢, cos(nb),

nel caso 7 =0 il primo addendo ¢ nullo.



Resta da risolvere I’equazione

R R,
Ao”=n",
"R PR T

cioe
p*R'(p)+ pR (o) + (4p° —n*) R(p)=0. )
Se A =1 questa ¢ un’equazione di Bessel, nel caso generale possiamo ricondurci a un’e-
quazione di Bessel con un cambiamento di variabili, ricordando che abbiamo gia dimostrato

che 1>0.
Supponiamo che R verifichi ’equazione (4). Fissato 4 € Rt consideriamo la funzione

R tale che .
R(p)=R(ap).

Abbiamo

R (p)=aR/(ap)
R (p)=a’R"(ap)
e quindi, visto che vale (4),
P'R (p) =—apR(ap) — (A0 = n)R(ap) = —pR (p) — (Aa*0? = n*)R(p);
se scegliamo 2 = 1/+/1 allora R ¢ soluzione dell’equazione di Bessel di ordine 7

P'R () + PR (p)+ (0" = n*)R(p) = 0.

Le soluzioni dell’equazione di Bessel di ordine 7 sono combinazione lineare delle funzio-
ni di Bessel di ordine 7 , quindi

R(p)=cl,(p)+ Y, (0)

da cui segue

R(p)=cJ,(V2p) +6,Y,(Vp).

La funzione R deve essere definita anche in O, in caso contrario la soluzione v di (3)

non sarebbe definita nell’origine. Le funzioni di Bessel di seconda specie Y, sono singolari

in 0, quindi deve essere ¢, =0 percio le soluzioni sono 1 multipli scalari di

R(p)=1,(V2p).

Inoltre dalla condizione v(L,0) = 0 segue R(L) = 0, quindi A deve essere tale che
1, (ﬁ L) =0; ciog, indicati con &, ,&,,,... gli zeri positivi della funzione [, , deve essere
£2

7]
=2
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Percio il problema (3) ha gli autovalori & 712j /L?*, le corrispondenti autofunzioni sono

vn,j,1<p,<9>=1n(% p) cos(nt)
2,200 =], (57 p) sen(nf)

Possiamo quindi concludere che gli autovalori fozj /L? hanno molteplicitd geometrica 1,
mentre se 7 >0 gli autovalori & j]. /L? hanno molteplicitd geometrica 2.

Le autofunzioni elencate sopra sono tutte ortogonali tra loro.

Infatti se 7 # m ed entrambi sono non nulli si ha

(V15 Uot) = f ’O]”<T] p) cos(n8)] <T’k,o> cos(m@)dpdt

[0,L]%[0,27]
21

:LLP]"<§Zj p)fm(%/o) dIOL cos(n)cos(m)do
0,

perche
27
f cos(nf)cos(mb)dfd =0.
0

In modo analogo si puo dimostrare che si ha anche (v, ;,9,,,,) =0, (v,,,,7,,,) =0,

(vn,j,l’ vO,k) =0, (vn,j,Z’ vo,k) =0e (’Un,,‘,v vn,k,Z) =0.

Se j £k allora

(Vs> V1) = f e, (5"’7 p) cos(nd)], (% p) cos(nt)dpdd

L
[0,L]x[0,27]
L é’n,‘ gn,k 27
:L /O]n( L] p)]n( 7 p) dIOL cos’(n6)d 0
=0

perché

LLP]n((SZ’j p)ln(gzk p)dp=0.

Analogamente (v, ;,,v,,,) =0 e (v,,75,) =0.

Si puo dimostrare che il sistema delle autofunzioni € completo.
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Nel caso che A > 0 non sia autovalore per il problema (3), consideriamo il problema con
dati al contorno non omogenei:

®)

{Au(x,y)+/1u(x,y) =0 (x,y)€S0,L)
u(x,y) = f(x,7) (x,7)€S(0,L).

Passando in coordinate polari il problema diventa

1 1

V,,(0,0) + =0, (0, 0) + = v59(0,0) + A0(0,0) =0 0<p<L,0<0O<2n
P P

v(p,0) =v(p,2m) O<p<L

vy(0,0) = vy(p,27) O<p<L

o(L,0) = g(0) 0<H<2r

v(0, 8) indipendente da

dove g(0)=f(pcost,psenl).
Procedendo come sopra, separando le variabili si ottengono le soluzioni dell’equazione di

Helmholtz
vo(p> 0) =1, (‘/EP)

v,1(0,0)=17,(¥Ap) cos(nb)

n=1,2,...
v,2(0,0) =1, (V) sen(nb)

quindi cerchiamo una funzione che verifichi la condizione al bordo nella forma

v(p,0)= aolo(ﬁp) + i:]n (ﬂp) (a,cos(n@)+ b, sen(nd)) .

La condizione v(L,0)= g(8) ¢ verificata se

g(0)= aolo(ﬁL) + i]n (ﬁL) (a,cos(nf)+ b, sen(n0)) ,

quindi le costanti a, e b, siricavano dai coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di g .
Questo ¢ possibile perché abbiamo supposto che A non sia autovalore del problema

omogeneo, quindi ], (ﬁ[,) £0.

Dovra essere

1 2r
g = —————— d
o= 7D |, st
1 2n
a, =— cos(n d
. n]n<ﬂL>L (np)g(p)de
b, = — fhsen(w)g(qﬂ)w :
n]n<ﬂL) 0
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Percio

o) = ]o«/_pj

27'5]o 1/_L

= J.(
cos(n6)cos(n sen(n8)sen(n d
YD m>J< (n0)cos(ng) + sen(n)sen(ng)) g (p)dy

]o(‘/—,o) T o0 2
= AN cos(n(6 — do .
zn-jo(ﬁL)J z:: I ( [L)f (n(6 —9))g(p)dy

Se poniamo
] 0 ‘/_/O

Pie0)= 21),(VAL) L)

< T
E ‘ (n6
17'1.'] [L)Cosn)

allora abbiamo

v(p,0) = fo ﬂPA(pﬁ— @)g(p)dy.

Consideriamo ora il problema di Neumann per ’equazione di Helmholtz

Au(x,y)+ Au(x,y) =0 (x,y)€ S(0,L)

X ©6)
—(x,y)=0 (x,y)€dS(0,L)
dv

indicando con — la derivata normale a dS$(0,L), cio¢ nella direzione (x/L,y/L).

y
Cerchiamo gli autovalori di questo problema, cio¢ i A per cui esiste una soluzione non

identicamente nulla del problema.

Procedendo come nel caso del problema di Dirichlet si prova anzitutto che gli autovalori
sono non negativi.

In questo caso O ¢ autovalore e le relative autofunzioni sono le funzioni costanti. Inoltre

se & & ... sono gli zeri positivi della funzione J , ¢li autovalori sono
n,1 n,2 g p n g

—2

3
)
A= B
e le corrispondenti autofunzioni sono
3 _
'Uo,j(/o’ 6)= ]o<_0/0> 7=12,...
3
,4(0:0) =1, p ) cos(nf)
— n=12,... j=12,
.y
©,2(0:0)=],( p ) sen(nf)



Equazione di Helmholtz nel piano

Cerchiamo gli autovalori del seguente problema per ’equazione di Helmholtz

{Au<x,y>+Au<x,y> =0 (x,7)€R? ?)

u limitata

Utilizziamo il metodo di separazione delle variabili, sia in coordinate cartesiane che in
coordinate polari.

In coordinate cartesiane, procedendo in modo analogo a quanto fatto per il problema nel
rettangolo, dobbiamo trovare due funzioni X e Y limitate e non identicamente nulle, tali

che
XwW_ Y
X(x) Y(y)

—A=k.

perun k€R.
L’equazione
X"(x)—kX(x)=0

ha soluzioni limitate se e solo se £ <0, in particolare se & =0 si ha la soluzione X(x)=1,

mentre se £ <0 si hanno le due soluzioni linearmente indipendenti X (x) = cos(v—kx) e
X(x)=sen(v—Fkx).

Quando k <0 possiamo scrivere le combinazioni lineari di queste funzioni come
cicos(vV —kx) +c,sen(v —kx)

= cf—l—cj(Lcos( —kx)+Lsen( —/ex)).

Due numeri tali che la somma dei loro quadrati vale 1 possono sempre essere scritti come
coseno e seno di uno stesso numero, percio esiste x, € R tale che

L:cos(\/—_/exo) C—Z:sen(\/—_/exo),

2 2 2 2
Cl +C2 Cl +C2

quindi
¢, cos(v/—k x) + ¢, sen(v/—k x)
= /2 + 2 (cos(V=h xo) cos(vV=k x) + sen(v/ =k x) sen(v/=k x) )
= Jei+ eos(Vok(x~ %))
cioé ogni combinazione lineare pud essere scritta nella forma
X (x)=ccos(v/—k (x — x,)) -
Ci0 vale anche se £ =0.

14



Dequazione

Y'(y)+(A+k)Y(y)=0

¢ del tutto analoga a quella relativa alla funzione X , con —A—#k al posto di & . Perciod questa
equazione ha soluzioni limitate se e solo se A+4 >0, cio¢ A> —k . Anche in questo caso le

soluzioni possono essere scritte nella forma ccos(v A+ k(y —y,)) con ¢,y,€R.

Possiamo concludere che ogni A non negativo ¢ autovalore; le autofunzioni sono
ccos(V —k(x — x,)) cos(vV A+ k(y — ;)

qualunque siano x,,y, €ER, c € R\ {0}, k€ [—A,0]. Queste funzioni possono anche essere
scritte nella forma

c cos(a(x — xo)) cos (,5()/ - yo))

con a,3>0 taliche &’ + 3*=A.
Osserviamo che in questo caso abbiamo infiniti autovalori per ciascuno dei quali (con
I’esclusione di A =20) vi sono infinite autofunzioni linearmente indipendenti.

Ponendosi in ambito complesso, invece di cos(v—kx) e sen(v/—kx) dovremo consi-
derare le funzioni e’Y=** e ¢=¥=**; mentre al posto di cos(vVA+ky) e sen(vA+ky)

dovremo considerare le funzioni e’VAtkY e e=iVATEY
In questo modo otteniamo le autofunzioni

ol (ax+py) ’

con o, €R taliche a*+ %= A.
Consideriamo ora I’equazione in coordinate polari, limitandoci al caso 4> 0.
Procedendo per separazione di variabili dobbiamo trovare due funzioni R e © tali che

R R, o)
"R PR T T e

per un k& € R. Come nel caso del cerchio, la funzione © deve soddisfare le condizioni

periodiche, quindi deve essere £ =7n* con n €N e

O(0) = ¢, cos(nb) + ¢, sen(nb) .

La funzione R deve soddisfare I’equazione

1 n?
R'(p)+—R'(p)+ <i - —2> R(p)=0
2 P

e deve avere limite reale per o che tende a 0, quindj, ripetendo quanto gia visto,
R(p)=c],(V1p) -
Percio ogni A€ R* ¢ autovalore a cui corrispondono le autofunzioni
v(p,0)=], (ﬁp) (¢, cos(n8)+ c,sen(nd)) ,
con n€N.
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Le funzioni di Bessel hanno limite 0 all’infinito, quindi queste autofunzioni hanno limite
0 per o chetende a oo, cioe sono autofunzioni del seguente problema pits restrittivo di (7)

Au(x,y)+ Au(x,y) =0 (x,y)eR?
lim  #(x,y)=0

lIGesy)l[=o00

In ambito complesso, si hanno le autofunzioni
c/, (ﬁp)e”’e ,

con n €Z (ricordando che se 7 ¢ intero positivo allora | =(—1)"] ).

Vediamo un collegamento tra le autofunzioni trovate per separazione di variabili espri-
mendo la funzione incognita in coordinate cartesiane e quelle trovate esprimendo la funzione
incognita in coordinate polari.

In coordinate polari I'autofunzione e’ ®**+5?) diventa e’f(*<s0+5sin%) = Apbbiamo

acost+ Bsinf = \/a -I—,BZ( = +ﬂ2005(9+ = +ﬂ251n<9>

quindi se poniamo A = a®+ [3? e scegliamo 0, tale che senf; = ——— e cosf, =
A/ o + ,52

acosf+ Bsinf = ﬁ(sen 0, cos6 + cosGysinf) = ﬁsen(@ +6,),

uindi autofunzione ¢
q
ei ﬁp sen(6+06,)

Ricordando la formula

zxsen@ Z ] m@

n=—oo
st ha

zpﬁsen (6+64) — Z] ‘/_/0 in(6+6,) _ Z emt90] [p) inf

n=—oo n=—oo

e quindi le autofunzioni ottenute per separazione di variabili in coordinate cartesiane si otten-
gono mediante una serie i cui addendi sono le autofunzioni trovate in coordinate polari.

Equazione di Helmholtz nell’esterno di un cerchio

Cerchiamo gli autovalori del problema di Dirichlet per 'equazione di Helmholtz

An(x,y)+ Au(x,y) =0 (x,y)¢ S(O,L)

u(x,y)=0 (x,y)€dS(O,L) 8)
" li)r”n u(x,y)=0
x,9)|| =00
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dove S(0,L) e il cerchio di centro lorigine e raggio L.

Procedendo per separazione di variabili in coordinate polari, dobbiamo trovare due fun-
zioni R e O tali che
@//(9)

S N A
+ Ap” = o0 k,

,R"(p) N R'(p)
P Re) " P R(p)

perun k€R.
Procedendo come nel caso del cerchio, viste le condizioni a cui deve soddisfare © , deve
essere deve essere £ =n% con n €N e

O(0) = ¢, cos(nb) + ¢, sen(nb) .

La funzione R deve soddisfare I’equazione

R'(0)+ ~R' (o) + <A - ”_2> R(0)=0,
P p

con le condizioni

R(L)=0
lim R(p)=0.
/O—>OO

Questa ¢ un’equazione di Bessel se A = 1 e, come gia visto, se A > 0 ci si puo ricon-
durre a un’equazione di Bessel con un cambiamento di variabili; percio I'integrale generale
dell’equazione ¢

Ognuna di queste funzioni verifica la condizione all’infinito, perché le funzioni di Bessel
hanno limite 0 all’infinito.
Inoltre deve essere soddisfatta la condizione sulla frontiera del cerchio, quindi deve essere

dJ,(VAL) +d,Y,(VAL) =0,

Le funzioni di Bessel di prima e seconda specie non hanno zeri in comune, quindi almeno uno
dei coefficienti € non nullo, percio ’equazione ha infinite soluzioni che formano uno spazio
vettoriale di dimensione 1. Possiamo scegliere

d, =Y, (VL)
d,= —]n<\/1L) .

Percio qualunque A >0 ¢ autovalore per (8) a cui corrispondono le infinite autofunzioni
linearmente indipendenti

(v, (VAL)J,(VAp) =], (VAL) Y, (V2p) ) cos(n0)
(v,(VAL),(VAp) =], (VAL) Y, (V2p) ) sen(nf)

n n

con n €N (ovviamente per 7 =0 non va considerata la soluzione con sen(n6)).
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Il problema dato ammette quindi sempre infinite soluzioni; ¢ possibile individuarne una
aggiungendo una condizione sul comportamento della soluzione all’infinito. Per esprimere
questa condizione ¢ necessario studiare il problema in ambito complesso.

Introducendo le funzioni di Hankel Hfll) e Hflz) , definite da
HO(t)=],()+iY,(t)  HI(t)=],(t)—1Y,(t)

le soluzioni del problema

Au(x,y)+ Au(x,y) =0 (x,y)¢S(0,L)
" li)r|1|n u(x,y)=0
x,))|| =00

che abbiamo trovato possono essere espresse come combinazione lineare di
HOWIp)e™ HO(p)e™  HIW gy (V)

con n €N o anche

[_]|(nl|)<ﬁlo>emt9 [_1|(j|)<ﬁ/o>emt9

con n€.
Per ¢ che tende a oo il comportamento asintoticodi J, e Y, ¢

J.(t)= \/g cos(t - 2n:— 17':) —I—o(t—l/Z)

2 2n+1
Y (t)=4] — sen(t - 7'c> +o(t7?)
Tt 4
e quindi
2 2n+1 2n+1
HY() =4/ — <cos<t — 7t>+i sen(t - 7'c>> +0(t_1/2)
" Tt 4 4
2 . 2n+1
— _el<t— n 77:) +o(t_1/2)
Tt
2 2n+1 2n+1
HO() =4/ — <cos<t — n)—isen(t - 7'c>> +0(t_1/2)
" Tt 4 4
2 . 2n+1
— _e—l<t— n n') —|—0<t_1/2> )
Tt

Percio le soluzioni trovate verificano

A 2 4 2|n|+1 4
H(l) ‘//1 em@ — el(ﬁp— 4 ﬂ)em€ +o —-1/2

= G, o (o)
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. 2 A 2|n|+1 4
HEO (W) = | — o= (T8 s o
\ =vis

=Dn,ep_1/2 e—iﬁp +0(/o_1/2) .

Consideriamo le funzioni R, e R, tali che

Rl(/o) — p—l/zeiﬁp Rz(P) :p—l/ze—iﬁp )

Si ha
1 ‘ :
Rll(lo) —_ EP—S/Zezﬁp +l‘ﬁp—1/26m/jp
11 _
==~ Ri(p)+iV AR (p)
I
1 . ‘
R/Z(/O) —_ 510—3/2 e—lﬁp _ iﬁp—l/Ze—lﬁp
11 .
=73 —Ry(p) - “/ERz(P) .
I
Quindi abbiamo
| 11 ]
RQ(p)—zﬁRxp):—E;R1<p>=o<p 2y,
mentre

2

. 11 : _
Ry(p)—i AR2<p>=—5;R2<p>—2zﬁRz<p>~cp v

Si puo dimostrare che cio che vale per R, vale anche per Hfll)(ﬁ p) , mentre ci6 che

vale per R, vale anche per H'? (ﬁ p) - Percid le soluzioni dell’equazione di Helmholtz che

soddisfano la condizione

lim ﬁ(g—;(p,ﬁ)—i Au(p,e)) —0

sono combinazione lineare delle funzioni del tipo

HY (VAp)e™ .

Le funzioni /, ¢ Y, non hanno zeri comuni, quindi la funzione H(" ¢ sempre diversa da

0, percio I'unica soluzione nulla su dS(0,L) che soddisfa la condizione scritta sopra ¢ quella
identicamente nulla.
La condizione

. du .
lim ﬁ(g—(p,@)—z Au(,0)) =0
Jo
¢ detta condizione di radiazione di Sommerfeld.
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Con discorsi analoghi a quelli fatti per trattare ’equazione di Helmholtz in un cerchio
con dato non omogeneo sulla frontiera, possiamo concludere che per A € R* il problema
non omogeneo

Aue.y) + Aulxy) = (v,9) ¢ 50,1)

u(x,y) = f(x,y) (x,7) € IS(0,L)

ogn,_#(x,) =0 )
- o a0 o

L T Tu(ey) =,

ha una soluzione che puo essere espressa in forma di serie di potenze

ZCH \/_/O in0

n=—oo

coni c, scelti in modo che

Z cnl—ﬁ(;l)(ﬁ[,)eme = f(Lcos@,Lsen0);

n=—oo

ciod ¢, H' (ﬁ L) deve essere " 7 -simo coefficiente dello sviluppo in serie di Fourier della

|
funzione @ — f(Lcos8,Lsend).

Soluzione fondamentale dell’equazione di Helmholtz

Cerchiamo ora una soluzione fondamentale per ’equazione di Helmholtz, cioé cerchiamo
una distribuzione # € 2(R?) tale che

Au+Au=37,

dove A€R".

Visto che il supporto della distribuzione & ¢ {(0,0)}, ¢ ragionevole aspettarsi che per
(x,9) # (0,0) # verifichi I’equazione di Helmholtz nel senso delle funzioni. Cerchiamo
quindi una distribuzione che sull’insieme R?\ {(0,0)} coincida con una funzione tale che

An(x,y)+Au(x,y) =0 (x,7)#(0,0).

Questa equazione ha simmetria radiale, per questo motivo cerchiamo una # a simmetria
radiale, cio¢ una funzione il cui valore in (x,y) dipende solo da [|(x,y)||. E chiaro che non
c¢’e nessun motivo per cui debbano esistere solo soluzioni radiali, ed in effetti esistono anche
numerose soluzioni non radiali; tuttavia non ci interessano tutte le soluzioni, ma vogliamo
trovarne almeno una. Percio cerchiamo una soluzione nella forma #(x,y) = f(||(x,»)l]) ,
dove f ¢unafunzione definita su R*.

Ricordando Pespressione del laplaciano in coordinate polari, il fatto che # radiale soddisfi
’equazione di Helmholtz equivale a

f”<p>+%f’<p>+xf<p>=
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Moltiplicando per p*, questa diventa I’equazione (4) con 7» =0 ed abbiamo gia visto che ha
come soluzioni le funzioni

flp)= C1]o<ﬁp) +C2Yo(ﬁp> .

Una soluzione fondamentale ha come laplaciano la distribuzione &, quindi non puo es-

sere una funzione regolare. Per questo motivo ci interessa una f del tipo f(p) =7, (ﬁ e) -
Posto

u(x,y) =Yy (v Ax*+5%))

calcoliamo

Au(x,y)+ Au(x,y)

nel senso delle distribuzioni.

Sia v € P(R?).

(Bue,y)+ (e, ), 0(,9)) = (n(x,9)), Av(,3)+ Ao(x,)) -

Percio, indicando con w la funzione v espressa in coordinate polari, abbiamo

(Au(x,y)+ An(x,y),0(x,y)) =

[ [ oo

J*w 1 dw 1 J*w
x(gpz (,0,6’)+;8—( 9)+? 892(,0,9)+/1w(p,(9)>d(9dp
2 5’ dw
= 0))dodd
f f °)7; pgp(p, ))dp

21 [ aZ,w
—Y A ,0)dod

+fﬂfow ApYs(V2p)w(p,0)dpdd .

Integrando per parti rispetto a p , abbiamo:

Jzﬂf ?j:(p,@)) dpd=

- Josz [yo(ﬁp)pi_j(p,e)]zmde

=0

27 oo dw
_L fo ﬁYo’(ﬁp)pa—p(pﬁ)dpd&

Il primo addendo ¢ nullo, perché si puo dimostrare che lirré tYy(t) =0 ed inoltre w(p) ¢
r—

nulla per p grande, visto che ¢ ottenuta trasformando in coordinate polari una funzione a
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supporto compatto. Quindi otteniamo
21 oo aw
= —J f AV (V) po—(p,6)dpdf .
o Jo P
Integrando nuovamente per parti, la quantita scritta sopra € uguale a:

— JOZW [ﬁYé(ﬁp)pw(p, (9)] a6

p=0

+J2nfoo(/1pYé/(ﬁp) + ﬁYé(ﬁp))fw(p,@)d/@d@ )

Si puo dimostrare che lim¢Y,(¢) =2/, quindi si ottiene

t—0

T

3 LM w(0,80)d 0 +L2”L°° </1,0YO//(\/;,0) + ﬁYé(ﬁp))w(p,@)dp do .

Visto che w ¢ la funzione v in coordinate polari, qualunque sia € si ha w(0,0) =
v(0,0), quindi

7T 7T

2 27 2 27
—f fw(O,@)d@:—J 2(0,0)d 8 =4v(0,0).
0 0

Inoltre

[T 2 nti0 Spetasie= [ riao)]
=0.

Jdw

9 9:27761
5500)],_ de

Percié abbiamo

(Au(x? 4+ %)+ du(x? +y%), 0(x,p)) =

fﬁfw(xpyg(ﬁp) +VAY(VAp) + 4pYo(VIp) )wio, O)dpdt

o +40(0,0).
La funzione Y, & soluzione dell'equazione di Bessel di ordine 0
ey (6)+ 1y (1) + ?y(1) =0,
quindi, ponendo ¢ =+vAp,
7Y (V2p) +VApY (VAp) + A0’Y, (¥ 2p) = 0;

percié il primo addendo scritto sopra & nullo, ¢ abbiamo

(AY (4 A +97)) + AV (// A(x? +92)), 0(x,y)) =40(0,0) =4(5,v) ;

quindi ZYO( A(x*+y?)) ¢ soluzione fondamentale per I’equazione di Helmholtz.
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