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(1) Siano f : R → R tale che

f(x) =


0 , se x < 0
3x2 , se 0 ≤ x ≤ 5
0 , se x > 5

e g la distribuzione δ′′ + χ[3,5] .
Calcolare la convoluzione f ∗ g .

Soluzione: (f ∗ g)(x) = 6χ[0,5](x)− 30δ(x− 5)− 75δ′(x− 5) + (x− 3)3χ[3,5](x) +

+
(
(x− 3)3 − (x− 5)3

)
χ[5,8](x) +

(
125− (x− 5)3

)
χ[8,10](x)

(2) Trovare, col metodo delle serie di potenze, una soluzione dell’equazione differenziale

x2y′′(x) + (x2 − x)y′(x) + (3x− 3)y(x) = 0 x ∈ R+

Soluzione: y(x) =
∞∑

n=0

(−1)n(n + 5)
n!

xn+3

(3) Facendo uso della trasformata di Fourier, risolvere il seguente problema
∂u

∂t
(x, t) = 2

∂2u

∂x2
(x, t)− 2u(x, t) (x, t) ∈ R× R+

u(x, 0) = e−2x2+2x x ∈ R

Soluzione: u(x, t) =
1√

16t + 1
e
−2t− 2x2−2x−8t

16t+1

(4) Trovare autovalori e autofunzioni del problema

9
∂2u

∂x2
(x, y) +

∂2u

∂y2
(x, y)− 4

∂u

∂y
(x, y) + λu(x, y) = 0 (x, y) ∈ ]0, π[× ]0, 4π[

∂u

∂x
(0, y) = 0 y ∈ [0, 4π]

u(π, y) = 0 y ∈ [0, 4π]
∂u

∂y
(x, 0) = 0 x ∈ [0, π]

∂u

∂y
(x, 4π) = 0 x ∈ [0, π]

Soluzione: autovalori 9m2+9m+
25
4

+
n2

16
con m ∈ N∪{ 0} , n ∈ N , corrispondenti autofunzioni

u(x, y) = ce2y cos
((

m +
1
2

)
x
) (

8 sen
(n

4
y
)
− n cos

(n

4
y
))


