Esempi di soluzione di equazioni differenziali
mediante serie di potenze

Cerchiamo una soluzione dell’equazione differenziale
3xy"(x)+y'(x)+y(x)=0  x€R”
nella forma

)= e
n=0

con o,a, €R.

Una serie di potenze generalizzata di questo tipo si puo sempre scrivere, cambiando even-
tualmente o , in modo che sia 4, # 0. Infatti, supponiamo che nella serie scritta sopra sia
a, = 0; indichiamo con ; I'indice del primo coefficiente 4, non nullo, cio¢ sia j tale che

40:41:---:aj_1:o, a]-;éO.

Allora abbiamo
oo oo 00 00
o n__ .o n__ .o m+j _ o+] m
x E a,x" =x E a,x" =x E @y X" =x E Ay X"
n=0 n:j m=0 m=0
TR
C10¢
00 00
o n_ .53 n
x E a,x" =x E b,x",
n=0 n=0

dove =0+ e b,=a,,;,quindiabbiamo b, =4a; #0.
Percio nel seguito supporremo sempre a, 7 0.
Derivando ciascun termine della serie, abbiamo

Y ()= a,(0 +n)x!
n=0

y"(x) Zian(a +n)(o+n—1)x7t"2

n=0

e, sostituendo nell’equazione, otteniamo

3Zdn(0 +n)o+n—1)x"t! +Zan(a +n)x7t ! +Zanx”+” =0,

n=0 n=0 n=0
cio¢
Zan(a +7)30 +3n—=2)x " 4 Zanx”+” =0.
n=0 n=0

Modifichiamo I'indice di somma nella seconda sommatoria, in modo che I’esponente di x sia
lo stesso della prima sommatoria; cio significa prendere un nuovo indice di somma 7 tale
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che n=m —1,cioe m=n+1. Visto che nella sommae n >0, avremo m >1 e quindi

o0 o0

o+n __ o+m—1 ,
E anx = E am_lx 5
n=0 m=1

percio dovra essere

Zan(o +7)30 +3n—=2)x "+ Zan_lx”+”_1 =0,
n=0

n=1
Y
Clo¢

ayo (30 —2)x7~ 1—|—Z Jo+n)30+3n—2)+a, )x"T"=0.

L'uguaglianza deve valere per ogni x € R*, quindi tutti i coefficienti della serie devono essere
nulli, percio devono essere verificate le seguenti equazioni:

a,0(30—2)=0
a(c+n)30+3n—2)+a, ;=0 n=12,3,...

Avendo supposto a,# 0, la prima equazione ¢ verificata se 0(30 —2)=0, cio¢ se 0 =0
oo=2/3.

Consideriamo il caso ¢ =0.

Possiamo scegliere a, =1 (con scelte diverse si ottengono soluzioni multiple di quella cosi
ottenuta). Per » =1,2,3,... dovra essere

a,n(3n—2)+a, =0
Y
cioe
n(3n—2)a,=—a,_,

e quindi, visto che #n(3n —2)#0,

ﬂn—l
a,=— )
? (3n—2)
da cui, ricordando che 2, =1, segue
1
o1
a, 1
612 = —
2-4 1.-2-1-4
a, 1
a;=— =

L (=1)" B (=1)"
"T1.23..0-147...3n=2) n'-1-4.7...3n=2)

Possiamo concludere che la funzione
x)=1+ x”
y() Zn!~1-4-7...(3n—2)

n=1

¢ soluzione dell’equazione.



Visto che

ﬂn-ﬁ-l

_ n'-1-4.7...3n-2)
= lim

lim = lim
nooo(p41)1-1-4.7...3n+1) nroo(n+1)3n+1)

n—0oo

d?l

st puo concludere che la serie di potenze ottenuta ha raggio di convergenza oo .
Consideriamo il caso 0 =2/3.
Possiamo scegliere ay=1.Per n=1,2,3,... dovra essere

a(n+2/3)(3n+3-2/3-2)+a, =0
cio¢
n(3n+2)a,=—a,_,

e quindj, visto che (37 +2)#0,

n—1

a, _
n(3n +2)

da cui, ricordando che a, =1, segue

1
ay=——
! 1.5
4 1
27 2.8 1.2.5.8
a, 1
(,13:— = —
3.11 1.2.3.5.8.11
(=1)" (=1)2
a, = = .

"7 1.2:3..n-5-8-11...3n+2)  n!-2-5-8...(3n+2)

Possiamo concludere che la funzione

=
y(x)—gn!.z.s-&..(%i-i-z)

xn+2/3

¢ soluzione dell’equazione.

Visto che
oA 2n!-2-5-8...3n+2)
lim =l = lim
n—ool g n=002(n+1)1-2-5-8...(3n45) n=o(n+1)3n+5)

st puo concludere che la serie di potenze ottenuta ha raggio di convergenza oo .
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Cerchiamo una soluzione dell’equazione differenziale

xy"(x)=y'(x)+y(x)=0  x€R"

sotto forma di serie di potenze generalizzata.
Procedendo come sopra I’equazione diventa

a(oc+n)o+n—Dx"""1=> a (0+n) "+”1+E a,x’
cioe

Z“n((f +7’1)(0 +n _2)x0+n—1 +Zdnxa+n —
n=0

n=0

Modificando I’indice di somma nella seconda sommatoria, otteniamo

0 [eS)

o+n __ o+m—1
E dnx = E am_lx 5
n=0 m=1

percio dovra essere

Zﬂn(O' +n)(o+n—=2)x"""" 4 Zan_lx””_l =0,

n=1
: A\
Cl10¢

a,0(0 —2)x°~ 1+Z Jo+n)o+n—2)+a, )x"*"=0.

L’uguaglianza deve valere per ogni x € R*, quindi tutti i coefficienti della serie devono essere
nulli, percio devono essere verificate le seguenti equazioni:

ayo(0c—2)=0
a(c+n)o+n—-2)+a, ;=0 n=123,...
Avendo supposto a, % 0, la prima equazione ¢ verificatase o(0c —2) =0, cio¢ se o =0
oo=2.
Consideriamo il caso ¢ =0.
Scegliamo ay,=1.Per n=1,2,3,... dovra essere
ann—2)+a, =0
cio¢
n(n—2)a,=-a,_, .

Per n =1 I’equazione diventa
—a, = —ay,,

quindi @, = 1. Per n =2 ’equazione diventa
0=—a,

e questo e impossibile. Quindi non esiste nessuna soluzione con o =0.
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Consideriamo il caso o =2.
Scegliamo a,=1.Per n=1,2,3,... dovra essere

a,n+2)n+a, =0

cioe
n(n'+_2)dn ::__dn—l
e quindi, visto che n(n+2)#0,

ﬂn—l

n(n+2)

a, = —

da cui, ricordando che a, =1, segue

1
a, =——
! 1.3
a, 1
a,=— =
2-4 1.2.3.4
a, 1
43:— = —
3.5 1-2.-3.3.4.5
) (-1 _ (12 _ (2

" 1.2-3..n-3-4-5...(n42) 1-2:3..n-1-2.3-4.5...(n+2) nl(n+2)

Possiamo concludere che la funzione

o (D2 L
x)=» ———x
() Z:o: 21 (n+2)!
¢ soluzione dell’equazione.
Visto che
. |4 2n!(n+2)
lim =1 = - - _
n—oo| g n=00 2n+Dl(n+3) oo (n+1)(n+3)

st puo concludere che la serie di potenze ottenuta ha raggio di convergenza oo .
Cerchiamo una soluzione dell’equazione differenziale
xy"(x) = (1+x)y'(x) +7(x)=0  x€R’

sotto forma di serie di potenze generalizzata.
Procedendo come sopra I’equazione diventa

Zan(a +n)o+n—1)x"t""1 - Zan(a +n)x7t" T — Zan(a +n)xt” +Zanx"+” =0
n=0 n=0 n=0 n=0



cioe

> a(o+n)o+n=2x"t"" =D a (0 +n—1)x"*"=0.
n=0 n=0

Modificando I’indice di somma nella seconda sommatoria, otteniamo
oo oo
-1
E a(oc+n—1)x""" = E a, (oc+n—=2)x""""",
n=0 n=1

percio dovra essere

a,0 (o —2)x"! +i(4n(a +n)o+n—2)—a, (c+n—2))x""""1=0.

n=1

L'uguaglianza deve valere per ogni x € R*, quindi tutti i coefficienti della serie devono essere
nulli, percio devono essere verificate le seguenti equazioni:

ayo(o0—2)=0
a,(c+n)o+n—-2)—a, (c+n—-2)=0 n=1,23,...

Avendo supposto 4, # 0, la prima equazione ¢ verificata se o(0 —2) =0, cioe¢ se 0 =0
oo=2.

Consideriamo il caso 0 =2.

Scegliamo a,=1.Per n=1,2,3,... dovra essere

a,n(n+2)—a, n=0

e quindi, visto che n(n+2)#0,

ﬂn—l
a,=
n+2
da cui, ricordando che a, =1, segue
1
a, = —
'3
a, 1
ay=—=—
4 3.4
a, 1
G=—=—
5 3.4.5
1 2 2
a, = =

"T3.4.5..(n+2) 12345 (n+2) (n+2)

Possiamo concludere che la funzione

¢ soluzione dell’equazione.



Visto che

a 2(n+2) 1
lim |2 = lim u: lim =0

n—oo| g n—002(n+3) noopn43

st puo concludere che la serie di potenze ta ha raggio di convergenza oo . Inoltre

oo © 2 =2
nZ o 2:§Ex :;Ex —2—-2x=2(e"—1—x).

Consideriamo il caso o =0.
Scegliamo a,=1.Per n=1,2,3,... dovra essere

ann—2)—a, (n—2)=0;

Per n =2 equazione ¢ verificata qualunque siano 4, e a,, mentre per 7 # 2 abbiamo

Percio

mentre @, puo essere scelto arbitrariamente. Se scegliamo @, = 0 anche 4, =0 per n =
3,4,... equindi
y(x)=1+x.

Scegliendo invece 4, =1 icoefficienti @, con 7 >2 coincidono con gli 4, , trovati nel

caso ¢ =2, percio si ottiene una combinazione lineare delle soluzioni gia trovate.
Cerchiamo una soluzione dell’equazione differenziale
Yy (x) =2+ xP)y(x)=0 xR’

sotto forma di serie di potenze generalizzata.
Procedendo come sopra I’equazione diventa

Zan(a +n)o+n—1)x""" — Zzﬂnan _ Zdnxo+n+z —0
n=0 n=0

n=0
cio¢
Zan(a +n+1)(o+n—2)x""" — Zanx”+”+2 =0.
n=0 n=0

Modificando I'indice di somma nella seconda sommatoria, in modo che I’esponente di x sia
lo stesso della prima sommatoria, si ottiene:

Zan((r +n+1)o+n—2)x""" — Zan_zx”” =0,
n=2

n=0



cioe

(a0 (0 —1) = 2a5)x” + (a,(0 + 1)o —2a,)x "'+

+Z(an(0 +n+1)oc+n—2)—a, ,)x" "=

n=2

L'uguaglianza deve valere per ogni x € R*, quindi tutti i coefficienti della serie devono essere
nulli, percio devono essere verificate le seguenti equazioni:

ayg(oc+1)(oc—2)=0
a(0+2)(c—1)=0
a(c+n+1)o+n—-2)—a, ,=0 n=273,...

Avendo supposto a, # 0, la prima equazione ¢ verificata se (o + 1)(oc —2) =0, cio¢ se
c=20c=-1.

Consideriamo il caso 0 =2.

Possiamo scegliere a,=1. Le equazioni scritte sopra diventano

{a 4=0
a,n(n+3)—a, ,=0 n=2,3,...
quindi @, =0 e per n=2,3,..., abbiamo
n(n+3)a,=a,_,
e quindi, visto che n(n+3)#0,

an—Z
a,= ————
n(n+3)
da cui, ricordando che a, =1, segue
1
a,=—
7 2.5
a, 1
a,=
4.7 2.4.5.7
1
p —
kT 5 4. k.57 ... (2k +3)
3(2k+2) 3(2k+2)

24 2k-(2k42)-3-5-7-----(2k+3)  (2k+3)!
mentre da 4, =0 segue che tutti i coefficienti di indice dispari si annullano, cioe per ogni %

stha a,, ,=0.
Possiamo concludere che la funzione
0 2/€ + 2
x2 Z Zk
/e:O 2k + 3

¢ soluzione dell’equazione.
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Visto che

32k +4)(2k+3) 1
Tk (2k +2)(2k +5)

. Aopyr .
lim = lim
k—oo @y, k—oo 3(2k +2)(2k +5)!

st puo concludere che la serie di potenze ottenuta ha raggio di convergenza oo .
Ricaviamo una espressione esplicita (cioé senza sommatorie) di y . Ricordando che una

serie di potenze puo essere derivata membro a membro nell’intervallo di convergenza, se
x #0 abbiamo

3(2k +2)
(2k +3)!
2k+2

S (2k +3)!

1
mxwﬁ)
(Zk—il)!xzkﬂ)

1

(2k+1)!

:3xj_x(sinx x _1)

x cosh x —sinh x

xzk

=2
—~

=
~

Il

=
N

x2k+1

I
w
=

8

2k+2

Il
w
2

X

2~
Il

Il [l
w w
2 =

Il
w
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Sl s B T i N

/N /N /N
M 1M 1M

R~ K|~ K|+

2k _ 1)

.
||
o

=3x P
x

3x coshx —3sinhx

X

Consideriamo ora il caso ¢ = —1. Scegliamo anche in questo caso 4, = 1. Le equazioni
scritte sopra diventano

—2a,=0
a,n(n—3)—a, ,=0 n=2,3,...
quindi 4, =0 e per n=2,3,..., abbiamo
n(n—3)a,=a, ,,

n n

da cui, se 7 #3, si ricava



Percio, avendo scelto 4, =1, abbiamo

1
ENE)
a, 1
“=y 1~ 2.4-(=1)-1
1
=S 2k (—=1)-1-3----- (2k —3)
—(2k—1) 2k —1

2.4 2k1-3--(2k=3)-(2k—1)  (2k)

Per n =3 ’equazione diventa 0-a; —a, =0 che ¢ verificata qualunque sia a;, visto che
a, =0. Inoltre abbiamo

as
a. = ——
> 5.2
4 as
az
7-4 5.7.2-4
as
a =
k1" 5 5 Qk+1)-2-4- (2k —2)
6ka, 6k

357 (k+1)2-4--(2k—2)2k (k4117

Otteniamo cosi la soluzione

_ N —(2k — N 2+
Yx)=x <§ (2/e) kZ 2/e+1 >
ma
1OO 2k+1 N =y bk+6 2k+2
* gzkﬂ gzkﬂ Z;(zkﬁ)x

e quindi la funzione che moltiplica a; ¢ quella gia trovata nel caso o = 2; possiamo porre
a; =0 senza perdere soluzioni.
Abbiamo cosi trovato la soluzione

o
:xlé

k=0

2/e—1)

Anche in questo caso si verifica facilmente che la serie di potenze ottenuta ha raggio di con-
vergenza oo .



Determiniamo ora la somma della serie di potenze.

© 2k —1
y(x):_x—l x2/e
“— (2k)!
:x_l—xiﬂe_lx%_z
— (2k)!
d &, 1
S 2%k—1
- xdxkzz;(z/e)vx
d 1, 1
R e A 2k
— xdx<x;(2/e)’x >
_ d scoshx—1
=X —XE<—x )
. xsinhx —coshx + 1
=x —x

x2

cosh x — x sinh x

X

Abbiamo cosi trovato le seguenti due soluzioni dell’equazione differenziale (trascurando
il fattore 3 che ¢ ininfluente):

sinh x coshx |
coshx — —sinhx .
X X

Esse sono linearmente indipendenti, perché per x che tende a O la prima ha limite finito,
mentre la seconda ¢ divergente; percio le due soluzioni costituiscono un sistema fondamentale
di soluzioni per I’equazione

x*y"(x) =2+ x*)y(x)=0  x€RT.

E facile trovare un diverso sistema fondamentale di soluzioni, in cui non compaiono
funzioni iperboliche. Sommando le due soluzioni si ottiene:

) coshx —sinh x e*+e ™ ef—e” 1 1
coshx —sinhx + :( T3 ><1+—>:e—x<1+_),
x

mentre sottraendo membro a membro si ottiene

_ cosh x +sinh x e*+e* e¥—e* 1 1
coshx +sinhx — :< + )(1——):6"(1——).
X 2 2 X

Queste due funzioni sono soluzioni dell’equazione differenziale, perché combinazione
lineare di soluzioni; inoltre si verifica facilmente che sono linearmente indipendenti.
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