PROIETTIVO: COME E PERCHE
e Motivazioni.
o Spaii proiettivi.
e Esempi.
e Dipendenza e sottospazi.
e Riferimenti.
¢ Proiettivita.

e Prospettivita.



e Dualita.

e Collegamento affine — proiettivo.

¢ Punti impropri.

e Iperquadriche.

o _Pola,ritz-‘l,;

¢ Iperquadriche nell’ affine e nell’ euclideo.

e Fasci di coniche.



MOTIVAZIONI

1) Trattazione vettoriale di allineamento, compla-
narita, ecc. '

2) Trasformazioni prospettiche.

3) “Vettori nonnulli a meno di costante moltiplica-
tiva”. Gradi di liberta. |

“Sottoprodotti”:

1) Unificazione di situazioni separate nell’ affine.

2) Dualita.












SPAZI PROIETTIVI

Diremo spazio proiettivo sul campo K ogni terna
(V,P,8), dove V & uno spazio vettoriale su K, P &
un insieme e § : V — {Oy} — P & un’ applicazione
suriettiva tale che |

f(v) =0(w) & da € K, w=av.

Se V' ha dimensione finita n+1, diciamo che lo spazio
proiettivo ha dimensione n.

Gli elementi del sostegno P si dicono punt: dello
spazio proiettivo.



Solitamente si indichera uno spazio proiettivo con il
simbolo del suo sostegno P.

Per ogni spazio vettoriale non banale V' su K ¢’ &€ uno
spazio proiettivo naturalmente associato (V,P(V),6),
dove, detta ~ la relazione di proporzionalita su V —

{Ov}

v~w &S do €K, w=av,

si definisce P(V') = V—Eé'vl e

0: V—{Oy} — PV
v —  [v]~

e la proiezione canonica.



ESEMPI

1) KP®, canonicamente associato a V = Km"t!,
Punti: clasm di proporzionalitd di (n + 1)-ple non-
nulle di elementi di K:

[(:Bo,wl, .o ,.’Bn)].

Viene detto spazio proiettivo standard di dimensione
n su K.

2) V = {segmenti di un piano II, uscenti da un punto
P}

P = {rette di II passanti per P}.

Dimensione: 1.



a(v)

. (w)



2"} V = {segmenti dello spazio ordinario ¥, uscenti
da un punto P}.

P = {rette di ¥ passanti per P}.

Dimensione: 2. |

3) ’P(V) con V = W* = {forme lineari su W}.
(W spazio vettoriale su K).

I “punti” di questo spazio proiettivo sono gli iperpiani
di P(W). E lo spazio proiettivo duale di P(W) e si

indica con P*(W).



8¢}



4) P(V) con V = {forme quadratiche su W}. (W
spazio vettoriale su K).
I “punti” di questo spazio proiettivo sono le

iperquadriche di P(W).

5) P(V) con V insieme delle soluzioni (di cui almeno
una non banale) di un sistema lineare omogeneo.



6) P(V) con V insieme delle soluzioni (di cui almeno
una non banale) di un’ equazione differenziale lineare
omogenea.

7) V = K*tl, P = A" U {direzioni di A"}. (A"
spazio affine n—dimensionale). 6 verra descritta pii
avanti. o












DIPENDENZA E SOTTOSPAZI

Prop. In uno spazio vettoriale V su K, dati v; ~
V1,... ,Up ~ vy, vale |

vi,...,v lin. dip. & vi,...,v} lin. dip.

In (V,P,0), dati P, = 6(v1),...,Pn = 0(vp), di-
‘ciamo che Py, ... , P, sono linearmente dipendent: se
v1,... ,Up lo sono in V.



Sottospazio proiettivo di (V,P,0) & ogni spazio pro-
iettivo (V',P’,0'), dove V' & sottospazio vettoriale di
V,P'=6(V'), 0 =0|v.

Prop. Sostegni di sottospazi proiettivi di KP™ sono
tutti e soli gli insiemi di soluzioni (di cui almeno una
non banale), a meno di proporzionalitd, di sistemi
lineari omogenei in n + 1 incognite.



=(v,V)

=(v, V)

Vi,

Vi

P

w=1v,+(-2)v,
w=_(1,-2
5(1:-2)
w=1v,+(-1)v,
w=_ (1,-1
o (1,-1)




RIFERIMENTI

In V, spazio vettoriale su K, diremo che due basi
ordinate B = (vg,...,vs), B’ = (vg,... ,v;,) sono
proporzionali (scritto B =~ B') se "

EIaEKtalechebi:a*vi (:=0,...,n).



Chiameremo riferimento (proiettivo o omogeneo)di
uno spazio proiettivo (V,P,8) di dimensione n ogni
(n + 2)-pla § = (4p,... ,Ap,U) dipuntian+1a
n + 1 linearmente indipendenti. Ag,..., A, si dicono
punti fondamentali, U punto unita.

Prop. E biiettiva I’ applicazione

P ii—“ﬂl — { Riferimenti}
[('UO: y

. ,’Un)] = ([’Uo],... ,[vn],[v0+---+"vn])



B= (v, v,) ,

B=@,9)

?5
cl
c\

Vo

w=1v,+(-2)v, A,
w 553(1,-2)

w =0.5v,+(-1)V,

W 55—3(0.5,-1)



- Dato un riferimento §, una qualunque base B rap-
presentante di ¢$~'(S) si dice normalizzata rispetto

ad S.

Dato un punto P, sue coordinate proiettive (o omo-
genee) rispetto ad S sono le componenti (zg, ... ,T,)
di un suo qualunque rappresentante rispetto ad una
base normalizzata rispetto ad S. Si scrivera P =

(330, e ,a:.n).

Le coordinate proiettive di un punto sono non tutte

nulle e determinate a meno di un fattore moltiplica-
tivo.



PROIETTIVITA

Siano (V,P,8), (V',P’,8') spazi proiettivi su K. Sia
T : V — V' una trasformazione lineare iniettiva.
Allora T induce un’ applicazione T' : V'— {Oy} —
V! — {Ovy+} compatibile con le proporzionalita, cioé
tale che o )
u~v & T(u)~T(v).
Dunque T induce anche un’ applicazione
wr . P — P’
o) — #(T@)

che verra detta associata a T'.



Chiameremo proiettivita da P a P’ ogni applicazione
w : P — P! tale che esista una trasformaszione lineare
iniettiva T per cui sia w = wr. Una proiettivitd da
P a se stesso viene chiamata omografia.

SeT : V — V' & una trasformazione lineare non iniet-
tiva e Kr e il sottospazio proiettivo associato a ker T,
allora T induce un’ applicazione T:V—ker T —V'— {Ov+}
e una wr : P — K7 — P’; ogni applicazione come
quest’ ultima wr viene detta proiettivita degenere, e
Kt viene considerato il suo nucleo.

Prop. Ogni proiettivita, anche degenere, trasforma
sottospazi proiettivi in sottospazi proiettivi; se non é
degenere, conserva le dimensioni. |



Prop. Dati uno spazio proiettivo P di dimensione n
e un suo riferimento S, I’ applicazione ®s che ad ogni
punto associa la classe di proporzionalita delle sue
coordinate proiettive rispetto ad S é una proiettivita

¢s: P — KP™

Data una quaterna (A, B,C, D) di punti di una retta
proiettiva, dette (a, 3) le coordinate proiettive di D
rispetto al riferimento (A, B, C), si chiama bz'mppo'r'to |
della quaterna (scritto (ABCD)) il numero 3 se 3 #
0, il simbolo co altrimenti.

Prop. Ogni proiettivita conserva i birapporti di |
punti allineati.



Teor. Un’ applicazione fra due rette proiettive ¢ una
proiettivita se e solo se conserva i birapporti di tutte
le quaterne.

Teor. Un’ applicazione biiettiva fra due spazi pro-
iettivi di dimensioni n > 2 é una proiettivita se e solo
se trasforma tutte le rette in rette.



Teor. (fondamentale delle proiettivitad) Dati, in due
spazi proiettivi P,P', riferimenti S,S’ rispettiva-
mente, esiste ed é unica la proiettivita da P a P’
che trasforma ordinatamente S in S'. |

Prop. Dati spazi proiettivi P, P’ di dimensioni m,n,
loro riferimenti §,8' rispettivamente e una proiet-
tivita (anche degenere) w : P — P’, esiste una
matrice M € M,11)x(m+1) Per cui, se A = (z),

w(A) =
(4) = (y) \y) = M- ()
per A € K opportuno.



PROSPETTIVITA

Dati sottospazi P’,P"” di uno spazio proiettivo P,
chiamiamo sottospazio intersezione [congiungente] il
sottospazio proiettivo associato al sottospazio vetto-
riale intersezione [congiungente] dei sottospazi vetto-
riali ad essi associati.



Siano P;, Pa, P3 sottospaii di uno spazio proiettivo
P. Per ogni punto Q € P, sia Pg il sottospazio
congiungente di @) e Ps.

Se per ogni @ € P; vale che Pg N P € costituito da
un solo punto, |’ applicazione p : P — P3 che a @
associa tale punto viene detta proiezione di Py da Ps.
su Pj. |









To




Se dimP; = dim P3 e la proiezione non & costante,
essa viene detta prospettivitia e Py € detto spazio di
prospetiiva. '

Teor. Ogni proiettivita fra sottospazi di uguale di-
mensione & la composizione di un numero finito di
prospettivita.



DUALITA

Due spazi proiettivi si dicono isomorfi se esiste una
proiettivita biiettiva (isomorfismo) fra loro.

Prop. Ogni spazio proiettivo (V, P, 8) é isomorfo allo
spazio proiettivo P(V') canonicamente associato a V.

Chiamiamo dualizzazione ogni proiettivita da P(V)

a P*(V).

Prop. Fissato su P(V) un riferimento S, I’ appli-
cazione che ad ogni punto P = (ay,... ,ay) associa
I’ iperpiano di equazione oz +- -+ + o, = 0 & una
dualizzazione.



Prop. Data una dualizzazione w : P(V) — P*(V),
con dim P(V) = n, comunque dato un sottospazio P’
di P(V), condimP’' =h, |
i) esiste esattamente un sottospazio P"”, con dim P" =

n — h —1, contenuto in w(Q) per ogni Q € P’;

ii) non esistono sottospazi di dimensione maggiore con
la stessa proprieta,

iii) I’ applicazione che ad ogni P’ associa il sottospazio
P di i) conserva (rovesciandola) I’ inclusione.



Cor. (Dualita) Ad ogni proposizione vera della geo-
metria proiettiva ne corrisponde una vera (detta
duale) ottenuta dalla precedente scambiando la di-
mensione h con la dimensionen —h—1 , C con D.

Si noti che una analoga proprieta di dualita non vale
negli spazi affini.










COLLEGAMENTO AFFINE-PROIETTIVO

E possibile trovare una applicazione biiettiva fra uno
spazio proiettivo e uno spazio affine della stessa dimen-

sione sullo stesso K7

Nel caso di K infinito, si; in particolare, se K = R,
entrambi gli spazi hanno la potenza del continuo.

Ma & possibile trovare una tale corrispondenza che
trasformi sottospazi in sottospazi?

No: in un piano proiettivo tutte le coppie di rette sono

incidenti, mentre in un piano affine cio non € sempre

Vero.

{GX0+bX1+cX2=0 {ba:+cy+a=0
dXo+eX1+ fX, =0 ex+ fy+d=0




Ampliamento proiettivo di uno spazio affine.

Sia A™ uno spazio a

fine n—dimensionale su K sia 1n01—

tre A™ il suo spazio dei vettori liberi. Sia 1nﬁne ’P'" 1
lo spazio proiettivo naturalmente associato ad Ar.

Prop. I punti di P~ sono le direzioni di A".

Fissiamo un riferimento affine & = (M, ﬁ) su A".
Rispetto ad esso ogni vettore libero avra una n—pla
di componenti, e ogni punto P avra una n—pla di coor-
dinate (le componenti di MP).



Completiamo ora I’ esempio 7 dell’ inizio, definendo
|’ applicazione (che risulta suriettiva)
6. Knt+l_ {(U)} N A" fﬁn-—l

_(x2 X
P = (XU,... ’ng-)

se Xg #0
(Xo,X1,...,Xn) +—
[@] con & = (Xq,...,Xn)
se Xg = 0.
Prop. (K", A" U Pn-1 f) é uno spazio proiettivo.
La sua struttura non dipende dalla scelta di S.

Tale spazio & detto ampliamento proiettivo di A™.



Carte affini di uno spazio proiettivo.

Sia P™ uno spazio proiettivo n—dimensionale su K. In-
dichiamo con K" anche lo spazio affine naturalmente
associato allo spazio vettoriale K.

Sia P™ ! un iperpiano di P®. Fissiamo un riferi-
mento proiettivo S su P™ in modo tale che P*~! abbia
equazione Xy = 0.



Prop. L’ applicazione

a an _ fpn—l N Kn

X1 X
P —> (Xo?""ﬁ)

¢ biiettiva e manda sottospazi non contenuti in P™ ! in

sottospazi affini della stessa dimensione. « non dipende
dalla scelta di S.

Su P™ — P™ 1 viene quindi indotta una struttura di
spazio affine, che viene detta carta affine.

Prop. Se 4” = K", P™ ne é I’ ampliamento proiettivo
e PP~ =P L allora a0 ! =idgn.



PUNTI IMPROPRI

Dato I’ ampliamento proiettivo P* = A" U P! di

uno spazio afh

ine A", si dice improprio ogni punto,

sottospazio proiettivo, sottoinsieme di pr-l , che verra
chiamato tperpiano improprio. Un analogo elemento
verra detto proprio se non € contenuto nell’ iperpiano

Improprio.



Si noti che ogni riferimento affine di A™ determina
un riferimento proiettivo (che assumeremo d’ ora in
poi) dell’ ampliamento proiettivo, tale che, dette

Ti,... ,Zn le coordinate affini di un punto P € A"

e Xo,X1,...,Xn le coordinate proiettive di §~*(P),
. X;

peri=1,... ,nvalga x;= X

Con tali riferimenti, vale anche

(Xo,Xl,... ,Xn) = /\(1,331,... ,.’Bn)

Prop. Se un iperpiano di A™ ha equazione
a121+ -+ apx, +6=0,
allora il suo ampliamento proiettivo ha equazione

b Xo+a1 X1 +:--+a, X, =0.






Si consideri la proiezione 7 dell’ iperpiano improprio
Pl gu un iperpiano proprio P*~!, da un punto P
esterno ad entrambi. Ogni punto 1mpropr1o () Viene
proiettato in un punto m(Q) di P~ !; se tale punto &
proprio, esso viene detto punto di fuga della corrispon-
dente direzione, rispetto a .

Con abuso di linguaggio, si confonde spesso un sot-
tospazio affine con il suo ampliamento proiettivo.

Prop. Due rette aflini parallele si intersecano in un
punto improprio. Le loro proiezioni su un iperpiano
proprio si intersecano nel punto di fuga della direzione
comune.



Stereovisione

RETTA

EPIPOLARE P RETTA
\ ® EPIPOLARE
‘ PIANO /
. EPIPOLARE
! K
ASSE B
EPIPOLARE
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