IL TEOREMA.FONDAMENTALE DELL'ALGEBRA.

el e

Se
(1) f(x) = a-exn'l' 8.1 In-:' + vee T an-:_-x"l" a-n

% un polinomio di grado n in x, i oui coefficienti a,
81y +..3 B BONO numeri reali o complessi arbitrariamente
assegnati (a,#0), si pud domandare se esista qualche va~
lore (reale o complesso) di x che anmulli £(x). -In altrd
termini, si pud chiedere se 1l'equazione f(x) = 0, ossia

80X "+ 8 X" 4 ... tayx+8a, = 0,

smmette sempre radici (reali o complesse) gqualunque sia
il grado .n di essa, ' ‘

lLa-risposta a questn problema 3 affermativa; si hna
ciod il teorema seguente, che prende il nome di reorena
Jondamentale dell’algebras

Ogni equaasione algebrica fa coefficienti reali o com-
plessi) ammette almeno una radice (reale o complessa).



- Per il teorema fondamentale ora €mu wcialo , 1!equa-
zione

(2) £{x) = Box" +a,x"* +...+a, = 0
ha almeno una radice x,. Siccome il polinomio F(x) ei an-
nulla per x=x;, o880 & divisibile per x-x;, . e 1l

quoziente & un polinomio ¢, (x) di grado n-1. Si ha ociod:

1'identita
' £(x) = (x~-x) 9, (x).

Ma 1'equazione ( 2), oltre alla radice x;, ha per radici:
tutte e sole le radici della ¢, (x) = 0.,.E questa aqua.zm—-
ne, per il teorema fondamentale, ha almeno una ra.d.:l.ce Xg'
(dove x, #x; oOppure x; = x;); indicando con 9, (x

limomio, di grado n—2, quoziente della d1v1::|.one d_'L cp;?x)
per Xx-—Xz, 81 ha 1l'identitd

P (x) = (z- Ia) Pe (1):
da cul

£{x) = (x-x;) (x-x2) Pa (z).



Cosl continuando, dopo n divisioni, si perviene al-
1'identitd
£(x) = (x-x) (x-x3)* ... {x-x,) Pn,

dove ¢, & una costante, Sviluppando il secondo membro ap-
pare che @, & il coefficiente di x" e pertanto @, ='a,. Si
conclude che sussiste 1'identitd

(3) £(x) = a(x-x) (x-%5)* ... (x-x,).

Se alla variabile x si sostituisce uno qualsiasi dei mnu-
meri X;, Xzy; ..y Xn (che sono tra loro diversi oppure no),
il secondo membro ‘della (3), e quindi anche il primo, si
annulla. Dunque, come del resto si era gid detto, i nume-
i Xy Xay ¢-ey Xn Sono radici della (2 ). E utile poi os-
servare oche la (2) non ammette altre radici, all!infuor]
di queste, poich& ponendo nel secondo membro della (3)
per x un numero % da Xiy Xgy ..y Xn 81 ottiene un numere
* 0. ' ‘ ' -



.Come 81 ® gla detto, 1 numerl x;, X3, +..y X5 DpOSSONG
essere tutti diversi oppure possono essere uguali a grup-
plj con altre parole, i fattorl lineari x=x;; X~Xay e
X~Xpy in cul viene scomposto 1l polinomio _fl(x)',f“po.ésono
essere tuttl diversi-oppure no. In definitiva, si hat

Un’eguasione algebrica di grado -n (a coefficientl
reali o complessi), possiede n radici (reali o _cor; lesse) e
non pii. L Wistivk o,,,

" Dalla (3 ) =i ha pures L "‘9 !
- Un polinomio di grado n in x (@ coefficienti reall ¢
complessi)ysi pud scomporre nel prodotto di n fattori 1i-
neari in x, distintl o no, i quali sono determinati in mo-




RADICI MULTIPLE DI UN'EQUAZIONE ALGEBRICA.

Se s (e non pid di =) delle radici della (2) sono
uguali ad a, ossia se s (e non pid di s) dei fattori 1li-
neari in cui si scompone f(x) coincidono con x-a, si di-
oe che a ®-radice multipla secondo s della (Z), o pili bre-
vemente radice s'Pl* gella (Z )3 1l numero (intero >0) =
si chiema ordine di multiplicitad della radice a. In par—
ticolare, se s=1 si dice che a & radice semplice della
(2), se s=2 che 2 radice doppia, ecc..

La definizione pud cosl porsi: .

° .Un numero ¢ (reale o complesso) si dice radice s“P'®
dell’equasione (2 ), quando il primo membro dell’egquaszions.

3 divisibile per ‘x-a)® e non per (x-a)**
... Be a B ra.d:l'ca Bulpln- dells ('2. ) R sussiete dunque 1t -
dentitd Lo

£(x) = (x-a)*q(x),

dove @(x) ¥ un pélinomib di grado n-s- tale che p(a) + 0,
Pertanto, se la (2) possiede le radici Oy, Gay «.ey G
rispettivemerite di multiplicitd 'sy, 82y -.., Bky. SuBSiste-
va 1'identitd
_ f(x) - &g (z—_a;)sl_ (x—ay)* - eos s (x=ay )™,

AOVe f1 + 8g +aee T8k = n.-



Quando la (2 ) ammette radici multiple, il numero del-
le sue radiol distinie ® dunque < n; ma, convenendo- di
contare 8 volte ognl radice di multiplicitd s, si pud di-
re, in ogni.caso, che il rmumero delle radici della (p 2) ¥n,

21 ha dungue il teorema: . .

Un’equazione algebrica di gredo n (a coefficienti
reali o complessi) ammette . radici (reall o complesse),
1a spuama dei cui ordini d: wultiplieils € w,

Si noti che, limitandosi al solo campo dei uzori
reali, il precedente ieorema diviene assail poco precisol
Le. grande precisione del teorema ® derivata della esten—

sione del campo numerice {da quello reale a guello com-
Iﬂ.esso). -

Condisgione necessaria e sufficiente affincad un nu-
mero a. sia radice s“P'® dell’equagione f£(x) =0, & che esso
annulli . £(x) e le sue derivate f£'(x), £'{x), ...; £°*(x),
ma non la P3*(x). -



RISULTANTE DI DUE EQUAZIONI ALGEBRICHE, METODO DEL
MASSIMO COMUN DIVISOHE, .

81 chiama risultante 41 due equazioni algebriche

f(I) . aqxn'l'&;.'!n-:' + e + an = ‘0,
¢(I) = ng"”ngm-i +.ll + b' = 0,

(4)

di gradi n e m {n>m), un'espressione rasionale intera nei
coafficienti agy Biy ssey 8y Dgs Diy =0y by delle due equs~
gioni, il cui anniillarsi 43 la condizione necessaria e suf-
ficiente afPfinché le due equazioni sbbianc una redice co-
mune (almeno).



11 risultante R delle equazioni (4 ) sl pud ottenere
applicando ai polinomi £(x), 9(x) il procedimento delle
divisioni successive che porta al massimo comun divisore
a1 £(x) o o(x). . Spingendo i1l procedimento fing
ad otteners un resto al grado zero in X, questo resio sa—
rd una funzione intera dei cosfficienti delle (4 ) 1l ocui
anmullarsi d& le condigione necessaria 6 suffiociente af-
finché f£(x) e ¢(x) abbianoc un messimo comun divisore di
primo grado, ossia la-condizione perché le (4) ebbiano u-
ne radice comune. Tale resto sard dunque il Trisultante R
carcato - '

. Uguagliando a zero il resto di 1° grado in x si ha
1'.9;%12?10119 (di 1° grado) che porge la radice comune del-
le (&). '

L! operazione mediante la quale dalle equazioni {4 )
si ottiene il loro risultante R si chiama eliminasione di
x fra le due equaziont. '



METODO DI EULERO.

Un altro metodo per determinare il =risulitante _,délle_

(4) @ il seguente, dovuto ad EULERO. S
Couohz(oke, Mecessavria e SU FF\C{QM'}—Q Q?[\F-;“Olf‘{' Ie [4)
shbiave alwewo uva ryolice comune € che 1 3 unulli
Bo .. 8z +es 8p 0 0 o O
O -8y 8y ;'_t; E-n..1 = 0 . . o |
0 0 - R Bn-g 8p-y 8 . '.' _ 0 |

4 bo .bl bg. see bm 0 O EX " G .
O _ bo b}, L bn;!-l- '.bm O _ TP _ 0 |
' 0 e 0 ba - e -blll”gl bm-t ' bm C eew | 0

0 0 O . -8 Fi® 8 3 e a8 8 s @ e ¢ -bm

sultente R delle (4 ).

ri-



YAvrLcAZIONE":

DISCRIMINANTE DI UN'EQUAZIONE ALGEBRICA.

Si chiama discriminante i un'egquasiorié ‘alaebrica:d¥.
grado n | |

(z) £{x) = @x™+ax™ ¥ iiiva,, xtE, =0

ung :E'unz:';-_ona__:razibﬁale -intera del coéff;’.oi‘er’zt'i- delI¥%equa~
zione, ‘il ocui' annullarsi di, la condizione necessaria s Suf-

figierite effinché IYequaiione abdbls una radice doppis. (81—
meno). |

Segues ' . | : .

I1 discriminante ‘dell’equasioné (2) & i1 risultdnty
della (Z ) e dell’equasioné derivata £'{(x)= Q..

- ‘Infatti si & . visto . priwms  chs le radici doppig
(almeno) della ( Z, sono appunto tutte e sole “quslle ~co—
munt alla (2) e ‘all'equazione derivata. ' (x)=0.

Si ha pures o L

I1 discrimindnte dell’equasiorie (2} e il risultante
de.'%l)’egu‘a_z-ione @(x) = nf(x) -x£'(x) =0 e dell’egquasions
f'(x)=0, '



_SISTM DI mm EQUAZIONI ALGEBRICHE IN DUE Incoemm,
TEOREMA I BEZOUT

Suss:Lste 11 teorema di BEZOUT: | o
.- Due equazioni algebrz.che in due mcognite, di. grada
n' e m, hanno in’ genemle nm soluziont comuni

isTiwTe.0 no)

N ESTENSIDNI A PI 'E“':'Qﬁ'Am ONT ALGEQQI'GHE- mrrmm COGNETE

in un' J.ncogm.ta _ _' si estende & r+1 eq_uaﬁiﬂm. ;ai—ﬁ
gebrlche in mcognlte. L

. Con31der1amo, ad esemp:.o, 11 caso o= 25 u0i08 1E ghe
so di tre equaz:.om. a.lgebr:.cha in d.ue incognlte |

(. é\ f_‘('x:,_'y) = 03 (P(Is Y) = 03 = Ll)(x, Y) =0y

d:L gradl n,' m, p nelle 1ncogn1te Xy ¥



.Si chiama risulfante delle ( &) un'espressione razio~
nale intera nei coefficienti delle (€ ) il cui annullarsi
dd la condizione necessaria e sufficiente affinché le tre
equazioni abbianc una ssoluzionse comune (almene)
| L' operazione mediante la quale dalle equaziomi €6 )
'si ottiene il lore risultante si chiama eliminazione del-.
de Xy . ¥:Jfra. le.tre equaszioni.

Anclie nel caso attuale, 11 rlsultante 81 calcola coun:
sole operazlonl razionali,

*. . Considerando i coefficienti delle (6') come quantitd
ind.eterminate, i1 risultanite ® una funzione razionalée in-—
tera omogensea, irriducibile, determinata in mods . unico {a
meno di un fattore numerlcos dei coefficieriti delle (6).
'E tale risultante 8 di grado mp nel coefficienti ai £, 4i
_gradc np in quelli’ 'di 9 e di grado nm in quelli. di b,

" Anche il teorema di BEZOUT gi estende ad un numero qua~
lunque dl equa.m.oni algebrlche in altrettante incognite.
51 ‘hat

..~ Un sistema di r equazioni algebriche in r incognite,
emmetie in generale un numero finito di soluzioni dato dal
prodotto dei gradi delle equaziont del sistema.



