CONTATTI TRA CURVE, TRA SUPERFICIE, TEA CURVE
E SUPERFICIE

230. — CONTATTO TRA DUE CURVE PIANE.

Consideriamo nel piano (proiettivo, affine o euclideo: nn. 10, 11,
29, 31, 58, 64) due curve C;, &, passanti per uno stesso punto O che
sia semplice per entrambe (n. 98). Bi effettui una trasformazione di coor-
dinate per cui la nuova origine delle coordinate (non. omogenee) z, Yy
sia il punto O e Vasse ¥ non sia in O tangente ad alcuna delle due curve
(n. 98). Siano |

(1) y=f@, y=o¢@@ [f(0)=¢(0)=0]

le equazioni di @,, @,; supporremo che le funzioni (ad un sol valore)
f(z), o (x) possiedano in O le derivate di tutti gli ordini che interessa
considerare (1).

Sviluppando le funzioni f(#), ¢ (#) in serie di potenze, nell'intorno
di O, si ha

Yy =02+ a2+ ... +a, 2" +a, 3+ ...

9 |
) y=bw+bya®+ ... +b,a" +b, 07+ ...
le a, b essendo costanti reali, i secondi membri possono essere delle ef-
fettive serie di potenze oppure degli gviluppi accorciati (di MACLAURIN) (2)
aon resto,



Ci6 posto, possiamo inirodurre la nozione fondamentale di contatto.
Si dira che le due curve @, @, hanno nel punio comune O (semplice
per enﬂmmbe} un contatio di ordine n, o n -~ l-punto, quando in O coin-

cidono, oltre ai walori di £ (x), o (x), anche guelli delle loro successive de-
rivate fino a gueile di ordine n , menire non camcmdnfno gueIZfb deiifﬂ deri-
vaie d'ordine n - 1.

Le condizioni per il contatto d’ordine n in O per le due curve (1),
sono dungque o

F0) =9(0), f(0)=¢'(0), f7(0)=2g"(0),...,f"(©0)=2e"(0),

foFED(0) # @1 (0)..
Per le (2), le condizioni precedenti si scrivono

(3) a;=b (t=1,2,...,0), @,.,5 b,



Le condizioni precedenti sono simmetriche rispetto alle due curve
@, @,; sicche, se una curva ha con un’altra un contatto d’ordine = in
un punte, anche la seconda ha con la prima un contatto d’ordine w in
quel punto (proprietd simmeirica del contatto). Segue pure che, se due
curve hanno in un punto un contatto d'ordine n» con una terza curva,
esse hanno tra loro in qﬁei punto un contatto di ordine » almeno (pro-
prietd {ransitiva del contatto). | |

- La nozione di contatto di ordine % (almeno) di due curve e dunque
rifleséiv‘&, simmetrica e transitiva e pertanto & una relazione di equiva-
lenza.

Si osservi che affinché le curve @,, @,abbiano un contattoin O (del
1° ordine almeno) & necessario e sufficiente che abbiano in O la stessa
tangente. Si dice allora che le due curve sono fangenti in O Uppure che
si toccano in 0. Quando le due curve hanno in O un contattc del 2°¢
ordine si dice anche che si osculano in O. I punto O in cui due curve
hanno un contatto d’ordine n {n > 1) si dice poi pumﬂ a1 c{mméiﬂ delle
due curve. ,



- 233, — ALCUNE PROPRIETA DEL CONTATTO.
Si ha:
Due curve (del piano ewclideo) aventi in wun punio O (semplice per

entrambe) un contaiio d’ordine n, si aliraversamo in O se N € pari, non
81 aitraversano se n & dispari.

Si ha pure: |
Se due curve (del piano proicitivo) hammo in un punio O (semplice

per entrambe) un contatto d'ordine n, delle intersezionmt delle due curve,
n -~ 1 cadono wn O (e inversamente).

(1} Un numero z, si chiama zero s-uplo di una funzione f(x), continua
in x,, quando per & — ¥, la f(x) ¢ infinifesima d’ordine s rispetfo a z — z,
(ed & nulla in =z, per la supposta continuita). Si dice pure in questo cago
che z, ¢ radice s-upla per V’equazione f(z) = 0.

Supposta la f(x) derivabile in un intorno di #, (compreso x,), fino allo
ordine s, si dimostra che: condizione necessaria e suffwrente affinche », sia
radice s-upla per un’equazione f(z) = 0, & che z, sia anche radice delle equa-
zioni | - |

fr{m} = D:.fn(m) =0,..., f{S—-r](m) =
ma non della fi (z) = 0.

Una radice s-upla di un’equazione si pud pensare poi come limite di s
radici semplici distinte dell’equazione che senc venute a coincidere.



234, — (CONDIZIONI PER IL CONTATTO.

Condizione necessaria e sufficienie perché (nel piano proietiivo)la cur-
va @i equaziont parameiriche < = o (u), ¥ = ¢ (u) abbia con la curva di
equazione £ (x,y) = 0 un contatto di ordine n nel punio P (semplice per
entrambe) relativo al vailore u, del parameiro, é che la funzione di u oftenuia
sostituendo nella £ (x,y) al posto di x,y rispetiivamente le funzioni ¢ (),
b (u) e le sue prime n derivate si annullino per u = 0, (menire la derivaia
successiva & == O per u = U,).

Infatti i punti comuni alla curva f (v, ¥) = 0 e alla curva o = ¢(u),
¥ = ¢ (u) sono dati da quei valori di % che verificano 1’equazione

) F(w)=Flp ),y m]=0.



Ora condizione necessaria e sufficiente affinché le due curve abbiano
in P un contatto di ordine » e che (n. 233) u, sia radice (n - 1)-upla
per 1a (13). E perché cid avvenga ¢ appunto necessario e sufficiente che %,
annulli 1a F (u) e le sue prime » derivate (ma non la derivata successiva).

Dal teorema precedente, segue in particolare :

Condizione necessaria e sufficiente perché (nel piano proieitivo) la cur-
va © di equazione y = o (X) abbia con la curva di equazione f (x,y) =0
un contatio di ordine n mel punto P (semplice per entrambe) di coordinata x,, ,
é che la fuﬂzf.iuﬂé di x oltenuta sostituendo mnella f (x,y) al posto di y la
funzione © (x) e le sue prime n derivate s3 annullino per X = X, (menire
la derivata successiva & 7%= 0 per X == X,).

Infatti 1a € ha le equazioni parametriche 2 = %, ¥ = o.(u) e quin-
di si ricade nel caso precedente (1),



936, — (CONTATTGC TRA DUE CURVE SGHEMBE.

Consideriamo nello spazio ordinario (proiettivo, affine o euclideo :
nn. 10, 11, 29, 31, 119, 132) due cnrve @,, @, passanti per uno stesso punto

O che gia sempliﬁe_per entrambe (1). Si effettui una trasformazione di
| .Qoﬂrdinate.per cui la nuova origine delle coordinate (non omogenee) 2,
oy, oz siail -_p_ﬁnto O, nessuna delle tangenti in O alle due curve apparte-
‘nendo al piano yz. Siano |

y=f (@)
(16) ¢ = ¢y (@)
le equazioni della curva @, [f, (0) = ¢, (0) =0] e
iy ¥ =Ff (@)
H) 2 =0, ()

quelle della curva @, [f, (0) = @, (0) =0]; si suppﬂrfﬁ che lo funzioni
(ad un sol valore) f, (%), ¢, (@), f, (®), @, (x) possiedano in O le derivate
di tutti gli ordini che interessa considerare.

(1) Un punto P di una eurva sghemba (@ si dice semplice quando, con-
dotto per P un piano generico «, cade in P una sola delle mteraezwm di o

con @ (u. 247).



Sviluppando le funzioni f, (v), @, () in serie di potenze, nell’intorno
di O, si ha
- .y‘—_-ﬂl-ﬂ}'—%"'-a.gﬂ?g-—!—,,‘, —:‘ﬂ#m”—l—ﬂn_}_l&vn_}-l'}“--.
(18)

. " r-Ll
e =bx+bya* L+ ... +Lb, 2 +b, 0 ...

dove le a, b sono costanti (reali ); e analogamente sviluppando le fun-
zionl j,(w), o, () in serie di potenze, nell'intorno di O, si ha

. 841
y:claz+cng—f—...—{—cnw”—l—(ﬁ,,+1m”+ + ...
(19) .
z=d1m+dzm9+...+d,,a:”+dﬂ+1m”"'1+...

dove le ¢, d sono costanti (reali).

Cid posto, si pud anche qui infrodnrre la nozione di contatto.

Si dirg che le due ewrve @, Q, di equazioni (18), (17) hanno nel
punto comune O (0, 0, 0) (semplice per enirambe) un contatio di ordine n ,
o n -- 1-punio, quando si ha

FL(0) = f,(0),f1(0)=f3(0),F. (0) = f,' (0),...,f1"(0) =f(0),
(20)
P1(0) = 9,(0), ©1(0) = @a(0), o1 (0) = 0, (0) ., .., ¢1"(0) = o§"(0),

¢ vale una almeno delle due disuguaglianze

(21) PV 0) £ Y 0), oV (0) £ og TV (0).



Per le (18), (19), le condizioni (20), (21) si serivono

a; — C;,

& L4

b, =d; (t=1,2,...,m)

€ vale una almeno delle due disugunaglianze

{23) Gyt1 # cﬂ-}-l H bﬂ-i—l # dn+1 .

Segue che per le curve dello spazio, come per quelle piane (n. 230),
la nozione di contatto gode della proprietd simmetrica e transitiva.

Ls nozione di contatto di ordine » (almeno) di due curve dello spazio
& dunque riflessiva, simmetrica e transitiva e pertanto & una relazione
di equivalenza.



237, — CONTA’I‘TD TRA DUE SUPERFICIE.

Consideriamo nello spazio ordinario (proiettivo, affine, euclideo),
due superficie X, , X, passanti per uno stesso punto O che sia semplice

per entrambe (n. 163). Bi effettui una trasformazione di coordinate per
eui. I1a nuova origine delle coordinate (non omogenee) «, ¥, # sia il
punto O e l'asse z non sia in o tangente ad alecuna delle due superficie
(n. 1823). Siano

(24) z=f(,y, t=¢@,y [F0,0) =9(0,0) =0]

le equazioni di 2, , Z,; supporremo che le funzioni (ad un sol valore)
S(@,y), ¢ (x,y) possiedano in O le derivate di tutti gli ordini che inte-
ressa considerare.
Sviluppando le funzioni f(z, ), o(z,y) in serie, nell’intorne di O,
31 ha :
2= a,0% - 0g; Y + Q@ + 20,2y + Qg ¥ .. T ay @ Y+
{25) |
¢ =1Dbo2 + by Y + byox® +2b 2y + by A .- +bhp @y ..

dove le a,b sono costanti reali.



V16 posto, si pud, come per le eurve, introdurre la nozione di contatto.

St dq,m che le due superficie 2, , %, hanno nel punio comune O (sem-
plice per entmmbe) un contatto di ordine n guando in O cowncidono, olire
a1 valori di £(x,¥), o (X,¥), anche quelli delle loro successive derivate
omonime fino o quelle di ordine n, mantre non coincidono tuiti quelli delle
derivate omonime d’ordine n - 1. |

Lie condizioni per il contatto d’ordine » in O per le due superficie (24),
sono dungue f(0,0)=q(0,0), 7. (0,0) =¢.(0,0),f (0,0) =¢,(0,0),
fee (0,0) =0, (0,0), fr) (0,0) = o, (0,0), fr, (0,0) =g, (0,0),... e
cosi di seguito fino alle derivate omonime d’ordine % ; fra le derivate omo-
nime d’'ordine n + 1 due almeno acquistano in O valori diversi.

Per le (30), le condizioni si serivono a,, = b,g, @y, = bgy s Gz = by
@y, =b, gy =bgy,... e cosl di seguito fino ai coefficienti dei termini
simili di grado n; dei coefficienti dei termini simili di grado » -+ 1 due
almeno sono diversi. |



Anche per le superficie 1a nozione di contatto gode della proprietd
simmetrica e transitiva (nn. 230, 236). La nozione di contatto di ordine %
(almeno) di due superficie & dunque riflessiva, simmetrica e transitiva e
pertanto ¢ una relazione di equivalenza. '

Si osservi che affinché le superficie Z,, X, abbiano un contatto in
‘O (del 1° ordine almeno) & necessario e suﬁimente che abbiano in O lo
stesso piano tangente (n. 163). Si dice allora che le due superficie sono
tangentt in O oppure che si foceano in 0. Quando le due superficie hanno
in O un contatto del 2° ordine si dice anche che si osculano in O. Il punto
O in cui due superficie hanno un contatto di ordine » (n > 1) si dice poi
punto dv contatio delle due superficie.



Bi dimostra che : | | |

Condizione necessaria e sufficiente perché la superficie 2, di equazions
parametriche x = f(u, v), v =0 (0, v), z = $ (0, v) abbia con la super-
ficie X, di equazione F(ﬁ:, v, z) =0 un coniatio di ordine n nel punio P
(semplice per entrambe) relativo ai valori u,, v, dei parametri, é che la
funzione di w, v, oitenuia sostituendo mella F (x, y, z) al posio di x,
Y, z rispeitivamenie le funzioni f(u, v), o(u, v), ¢ (u, v) e le sue
derivate fino a quelle di ordine n si annullino per U = U,, Vv =V, (men-
tre fra le derivate d’ordine n -+ 1 ve n’é almeno una che per u = u,, Vv = Vg,
¢ £ 0).

Segue in particolare :

Condizione necessaria e sufficiente perché la superficie 2, di equazione
z = (x,y) adbia con la superficie 2, di egquazione ¥ (x, y, z) =0
un coniaiio di ordine n mel punio P (semplice per entrambe) di coordi-
noate Xy, € Yo, ¢ che la funzione di x, y, ottenuta sostituendo - nella
¥ (x, v, z) al posto di z la funzione Y (x, ¥), € le sue derivaie fino a
quelle di ordine n, si annullino per x = X,, ¥ =Y, (menire fra le derivale
di ordinen + 1 we n’é almeno una che per X = X,, ¥ =y, ¢ = 0).

Infatti la 2, ha le equazioni parametriche z=u, y =v, 2 =
= ¢ (u, v) e quindi si ricade nel caso precedente (1). |



238. — CONTATTI TRA CURVE E SUPERFICIE.

Consideriamo nello spazio ordinario (proiettivo, affine, euclideo) una
superficie 2 e una. curva ( passanti per uno stesso puntoe O che sia
semplice per entrambe. B1 puo 1ntrodurre la nozione di CONTATLO Tra CUTV
e superficie nel modo seguente :

- 8i dird che la superficie 2 e Ia curva @ hanno mel punto comune O
(semplice per ﬁnimmbej un contaito di ordine n guando esistono curve di X
aventi in O con C un contatto dv ordine n (n. 236). |

Dopo quanto si & detto nel n. 236, appare manifesto che anche questa
nozione di contatto ha carattere proiettivo. "

Si dimostra che :

Condizione necessaria e sufficiente perché la superficie 2: di equazione
F(x, v, z) =0 abbia con la curva C di equazioni parameiriche x =1 (u),
y =0 (), z =14 () un contaito di ordine n nel puﬂié P (gempi-ice_ per
entrambe) relativo al valore u, del parametro, é che la funzione di u, otle-
nuia sostituendo fneﬂa T (x, v, z) al posto di x, y, z rispettivamente le
funzioni £ (u), o (n), ¢ (u), e le sue derivate fww a quelle di ordine n st
annullino per u = 110 (menire la derivata successiva per U = U, & 7%= 0).




Segue 1N PaAriicoiure

Condizione mecessaria e sufficiente perché la superficie 2 di eguazam@
¥ (x, v,z) =0 abbia con la curva © di equazioniy = @ (x), z = ¢ (X) un
contatio di ordine n mel punio P (semplice per entrambe) di com'dmata Xg, &
che la funzione di < , ottenuia sostituendo nella F (x, y, z) ol posto di y, z
rispeitivamente le funzioni ¢ (X), ¢ (X), e le sue derivate fino a quella dv
ordine . st annullino per x = X, (menire la derivata successiva per X = X,
é = 0). |

Infattila @ ha le equazioni parametriche . = u., ¥ = o (u), 2 = { (%)
e quindi si ricade nel caso prececente.

Si osservi che affinché la curva @ e la superficie 2 abbiano un con-
tatto in P (del 1° ordine almeno) & necessario e sufficiente che la retta
tangente in P a @ appartenga al piano tangente in P a 2 (cioeé che
tale retta sia anche tangente in P a 2) (n.163). Si dice allora che la
curva @ e la superficie % sono tangenti in P oppure che si toccano in P.
Quande © e 2 hanno in P un contatto del 2° ordine si dice anche
che si oseulano in P. I1 punto P in cui € e % hanno un contatto di
ordine n (n> 1) si dice poi punio di contaito di C e .

Si noti che:

Affinché una curva ©, abbia un contatio di ordine n in un punio P
con una curva ©C, tniersezione di due superficie 2 2y (Y, & mecessario e
sufficienie che & abbia in P un coniaito di wdwe n con ciascuna delle
superficie %, X,



¥y =¢(u), 2 =10 (u) e la curva &, ha le equazioni (n. 155)

Flz,y, 2 =0
d)(m: Y, 2):”

s1 ¢ in grado, per quanto si & visto sopra, di scrivere le condizioni per
il contatto d’ordine n delle due curve in un punto P relativo al va-
lore w, del parametro: sono quelle che si ottengono imponendo che la
curva @, ha un contatto d’ordine » in P con ciascuna delle superficie
Fr,y,2z)=0e O(x, ¥y, z) = 0.

Analogamente al n. 233, si dimostra che:

Nello spazio euclideo, una curva avente un coniaito di ordine n con
una superficie in un punio P (semplice per entrambe) aitraversa in P la
superficie se m & pari, non la atiraversa se n € dispari.

Analogamente al n. 233, si ha:

Se una curva e una superficie (dello spazio proieitive) hanmo in un
punto O (semplice per enirambe) un coniatio d’ordine n, delle intersezions
della curva con la superficie, n + 1 cadono in O (e inversamente).



CURVE PIANE
935, — PUNTI SINGOLARI.

La nozione di contatto di due curve in un loro punto semplice (n. 230)
da modo di precisare I’andamento di una curva nelle vicinanze di un suo
punto mediante il confronto di esga con curve piu semplici.

Del resto questo confronto fra curva e retta in un punto e quello
che da luogo alla nozione di tangente. Infatti:

La tangente ad wna curva C in un punio semplice P ¢ la retta che ha
in P eon C un contatto di 1° ordine (almeno).

Se la tangente alla curva € nel punto semplice P ha esattamente
contatto del primo ordine con @ in P, questo punto dicesi ordinario
{0 regolare) per .

Un punto di una curva non ordinario dicesi singolare.

I punti multipli (nn. 98, 111) sono quindi punti singolari.

Per una curva algebrica (@, esistenza di punti multipli costituisce
una particolaritd in quanto richiede il verificarsi di certe condizioni (n. 98).
Si pud quindi dire che : la curva generica di ordine n, per ogni valore di n,
non ha punii muliipl.

Per una curva trascendente di equazione f(z, ¥) = 0 si possono
avere anche altri punti singolari, quelli per cui ma:ﬂca qualcuna delle
ipotesi di continuitd e di derivabilita fatte sulla flz, y).



240. — PUNTI DI FLESSO.

Nel piano proiettivo, un punto semplice P di una curva piana @
dicesi flesso o punto d'inflessione quando la tangente in P a @€ ha in P
con € un contatto del 2° ordine (almeno). .

La tangente a € in un punto di flesso si dice tangenie d’inflessione.
Se la tangente a @€ in P ha esattamente contatto del 2° ordine, il flesso
dicesi ordinario.

Nel piano euclideo, dal n. 233 segue che in un flesso ordinario la
tangente attraversa la curva (si veda n. 109).

- Per le definizioni poste (n. 239), un flesso e un punto semplice ma
singolare. |

Nel piano proiettivo, si ha :

I flessi della curva © di equazioni parameiriche x = £ (u), ¥ = o (u)
sono i punti relativi a quei valori del parametro che sono radici deil’ equazione

(1) O fwe” () — () ¢ () =0

e per i quali valga almeno una delle disuguagﬁ&?iza Fru)ys=0, ¢ (u) 0.



Se l’equ&mone diC &y =9 (z) (sicchéw =w),sihaf =1,f" =0,
y quindi i flessi’ d1 @ hanno per coordinate » i valori che verzfmano
1 equazione
o' () = 0.
Segue subifo :

Se tuiti i punit di wna curva sono flessi, la curva é un segmenio di
retia.

Se in coordinate omogenee, la curva & rappresentata dalle equazioni
parametriche 2, = f, (), @, = f, (4), &, = f, (w), si chiama punio deri-
vato r-simo, relativo al punto P corrispondente al valore » del parametro,

T

il punto di coordinate a——; caleolate per w = u , supposte queste derivate
(2

esistenti, finite e non tutte nulle (+ =0, 1,2) ().
Cid posto, un punto semplice & di flesso se appartiene alla retta deter-
minata dai punti derivati primo e secondo. Ossia se

fu (u) fl (%) fz ()
fo (w) fi(w) fa(u)|=0.
fo'(w) f1'(w) f3'(w)

Postoz, =z, 2, =9y, =1, fi =1, fa =0, fp =1, questa coin-
cide infatti con la (1) e vale almeno una delle disuguaglianze [’ 0,
" £ 0 essendo il punto semplice.



9241, — (CERCHIO OSCULATORE BPARABOIA DI CURVATURA—

~ Nel piano euclideo, si dice cerchio osculatore 2 tna curva @ in un
punto (proprio) semplice ordinario P di essa, la circonferenza che ha in
P con @ un contatto del 2° ordine (almeno).
T.a curva @ abbia le eguazioni parametriche z = f(u), ¥ = o (u),
e al punto P (z,, ¥, spetti il valore u, del parametro.
Una circonferenza ha un’equazione del tipo

(5) (# — a) + (y — B)® = B2

Affinchd la ecirconferenza (5) osculi in P la €, posto

F(u) =[f (u) — a]® +[o (u) — PP — B,

dovranno essere soddisfatte (n. 234) le tre condizioni



F(uy) =0, F' (uy) =0, F'" (uy) =0,
cioe _ |
gf%—aiﬁ + (o — B)?
.(ﬂ:B——a)f’—f—(yG-'-[ﬂ)tp’-:O,

[ s = arg + o — B @’ + 2+ 0% =0,

|
By

(6)

nelle quali le derivate f', o', f'', @' vanno calcolate per w = %, .
T.e (8) determinano le coordinate «, B del centro del cerchio oscula-
tore e il suo raggio R. Dalle ultime due si ha infatti



e f 49

7 xqX = T, — - o - + /
0 ’ fro' —f'e "’ _B Yo f"iP”—f”C?fJ j
¢ sostituendo nella prima | .

(8} - (JHE _:_ (PF?')E {1) |
f.f (PIJ' ___ff.n’ q}f

Si roti che le (7), (8) perdono significato quando (e solo quando)
flo'" —f"e =0, ciod (n. 240) per i punti di flesso.

() Siccome si assume FE > 0, nella (8) il segno del radicale deve prendersi
coincidente con quello di f o — [ @’.



In un punto di flesso R & infinito, e il cerchio osculatore si spezza
nella tangente d’inflessione e mnella retta impropria del piano,

Si osservi che siccome il cerchio osculatore e la curva data hanno
la medesima tangente in P, il ceniro del cerchio osculatore giace sopra la
normale in P alla cwrva (n. 98).

Se l'equazione di C & y = ¢ (z), per le coordinate «, ﬁ del centro
e per il raggio K del cerchio osculatore nel punto P (z,, ¥,) si ha

Lo | @

1+ 92 | 1+ " (1 +9")
(g) C“i:mﬂ_ 'Y, t’Fv, B:yﬁ+ N, ? R: 1

? ? ®

~

dove le derivate ¢', o'’ vanno calcolate per z = z,.



242, — CURVATURA.

Nel piano euclideo, data unag curva @, st chiama curvature di ©
in un suo punto P il numero k> 0 inverso del raggio del cerchio osecu-
latore a @ in P.

{1 cerchio osculatore si chiama talvolta cerchio di curvatura, il suo
centro, ceniro di curvatura, 11 suo raggio, raggio di curvatura.

Sz la curva & rappresentata dall’equazione (10), la curvatura nella
origine & 2 | a, |.

In un punto di flesso la curvatura ¢ nulla (a, = 0).

Allay -_chrv&tura' di € in P si perviene anche nel modo seguente.

Figsiamo sopra la curva @ il verso positivo (*) e consideriamo su di
essa due punti P e P’. S8i chiama curvatura dell’arco PP’ I’angolo
delle semirette positive (di origini P, P') appartenenti alle tangenti in
P e P'(%; curvatura media dell’arco il rapporto di questo angolo alla
lunghezza dell’arco.

Orbene si ha :

 La curvatura k di Q mnel punio P & il limite al quale tende la. curva-
tura media quando P’ iende o P.



243. — PUNTI MULTIPLI.

Sia @ una curva del piano proiettivo, la .quale in un sistema di
coordinate proiettive (non omogenee) z, ¥ abbia l'equazione

f(iﬂ,?,") =0,

dove f(z, y) & una funzione di », y finita e continua insieme con tutte
le sue derivate parziali che occorrerd considerare.

Se in un punto P di @ una almeno delle derivate prime & == 0, P &
punto semplice della curva (n. 98). |

Se invece nel punfto P si ha contemporaneamente

8 L s
g iy

(12) f(:v?y):al 3w Py

P si dice punto multiplo della curva (n. 98). I punti multipli di @ hanno
quindi per coordinate le eventuali soluzioni z, y del sistema (12).



I1 sistema (12), essendo costituito da tre equazioni in due incognite,
in generale non ammette soluzioni e quindi, in generale, una curva non
‘ha punti multipli (n. 239).

Una retta generica r passante per P incontra la curva G in un certo
oruppo di punti tra i quali vi & il punto P contato una o piu volte.
Orbene : quando cade in P una sola delle intersezioni di # con €, P ¢
punto semplice di .

Se invece s> 1 delle intersezioni di r con € sono riunite in P, si
dice che P ha la muliiplicita s per © oppure che & punto muliiplo se-
condo s di € (brevemente che e punio s%°) (n, 111) (4.

Si ha :

Affinchée un punio P abbia muléaphcna s per la curva di equazione
f(x, y) =0 & necessario e sufficiente che le sue coordinate annullino la
funzione £ (x, §) e tutte le sue derivate fino a quelle dv ordine 8 — 1, ma
non tutie quelle di ordime s.



Una retta ¢ tangente alla curva C nel punto multiplo s™° P guando,
Jra le intersezioni della retia con @, s + 1 almeno cadono in P (n.111) ().

Affinche, nell’intorno di P, s + 1 intersezioni (almenc) della retta
Y — Yo =k{r — ;) con la curva ©C cadano in P dovrd nella (14) essere
nullo anche il-coefficiente di (# — #,)°. Dovra cio¢ &k soddisfare all’equa-
zione 'di grado s

y | d J \’°
(15) (5} + k é‘;)f{mﬂ; Yo) = 0.

Si conclude : esistono s rette tangenti (reali o mo, distinte o coincidenti)
nel punto s"7° P (x,, ¥,) alla curva @ (n. 111).



Queste tangenti hanno 1 'equazione

Y —Yo=Fk(@ —uay),

dove k & radice dell’equazione (15), cio¢ dell’equazione
~§ s ~5 8 5 A
{16) Gf+ f_{ k -+ i_f ﬂk‘l—;—...-i—‘?{k’:g,
g a’ 1/ 026y 2/8x "6y’ o
le derivate essendo calcolate per @ = @,, ¥ = Y,.
Quando la curva & algebrica, effettuando una trasformazione di coor-

dinate per cui la nuova origine delle coordinate sia il punto P, si ha:

Quando Vequazione di wuna curva algebrica d'ordime n, ordinata per
gruppi omogenei di gradi crescenti, ¢ della forma

u; (‘T? y)+us+1(m! y)+"'+un (.‘I", y)zol
dove Uy, Uy q,..

., u, sono polinomi omogenei in X, y, di gradi s,
s +1,...,n, cosicche il gruppo di grado piw basso sia guello di grado s,
la curva ha nell’origine un punto s"®°, e le sue tangenti (reali o mo, distinte
o no) hanno complessivamente I'equazione u, (x, y) = 0 ().



244, — 1 PUNTI DOPPI.

Supponiamo che un punto sia doppio per la curva € di equazione
f(z,y) =0; le sue coordinate annulleranno quindi f(z, y) e le sue
derivate —;—f , —S-Ji , ma non tutte e tre le derivate seconde (n. Z43).
Si effettui una trasformazione di coordinate per cui la nuova origine O
delle coordinate sia il punto doppio.

Sviluppando la f (z,y) in serie nell’intorno di O, si ha

(17) f@,9) =@,y +o5(@,y) + ...,

dove |

Qg = Bag B2 +2 4, Y + a5y Y2, Py = Uy 2"+ B ay, 2y + 3, 0 Y? +ag, 9,
le a essendo costanti,

I'equazione (16) in % le cul radici determinano le tangenti in O a
@, nel caso attuale, diviene

(18) Qoo K +2ka,; +a,, =0.

Questa ammette due radici reali distinte, complesse coniugate, reali coin-
cidenti secondo che il discriminante

3
A= 31 — Ggg Gag

¢ rispettivamente positivo, negativo o nullo.



Quando A> 0 le due tangenti in O a @ sono reali e distinte e O
chiamasi nodo ; quando A < 0 le due tangenti in 0 a © sono immagi-
narie coniugate (n. 243) e O chiamasi punto doppio isolato; quando
infine A = 0 le due tangenti in 0 a @ coincidono, O chiamasi cuspide
e la tangente in O si chiama tangente cuspidale (n. 111). '

. Ad esempio, per la curva (Folium
J4 - @i Cartesio) (fig. 72) |

&+ —3zxy =0,

I'origine O ¢ un nodo e le tangenti in O
sono gli assi coordinati. Nella fig. 72 &
anche disegnato l'asintoto (reale) della

=7 ~curva (n. 245).
Ad esempio, la concoide di Nico-

mede (n. 116)

8Y

Pig. 72. |
(m2 + yg)(m — k2 — d2a? =0

(d, k costanti) per d < k ha nell’origine un punto doppio isolato.



245, — ASINTOTI.
’Hel piano euclideo, una curva @ abbia le equazioni parametriche
m—f(u)s Y= (u).

La curva C per w - u, -+ ha un punto all’infinito (o improprio) quando
uno almeno dei quattro limiti __ |
lim f (u), Iimf(u), lime (u), llmcp( )
U=y — H—ibg -+ U->1g— Uy +
¢ infinito e determinato di segno, ossia quando su @ uno almeno degli

mtervalh in cui varia l’ascissa e D'ordinata & infinito.
La curva © abbia per u —» u,-+ un punto ‘all’infinito. Orbene

(nn. 98, 110): | :
Una retta r (reale) si dice che é un asinioto della curva © nel punito

all’infinito corrispondente al wvalore u, del parametro u, quando Wl li-
mite della distanza del punio P di @, corrispondente al walore u del para-
matra dallm retm T, per u — Ug o= € uguale a zero.



- Nel piano aiffine una curva € abbia (in coordinate omogenee) le
equazioni parametriche @, =f (u), z,=f, (%), 2, =f, (w); i punti
all’infinito di @ sono allora dati dai valori di « radici dell’equazione
fs (w) = 0. 8e u, ¢ una di queste radici e se il punto corrispondente di @
¢ semplice, I'asintoto relativo & la tangente in tale punto la cui equa-
zione si trova pertanto nel modo noto (n. 98) (1). -

Se la curva @ & algebrica ed & rappresentata dall’equazione
Sz, @y, ) =0, f essendo un polinomioc omogeneo di grado =» in
@y 5 Ty, ¥y, Ordinando la fsecondo le potenze decrescenti di x3, si ottiene
(20) wﬂ$§+vlm§_1—f—f...+ﬁﬂ_1$3+wﬂ=0,
dove »; (1 =0, 1,..., »)¢ un polinomio omogeneo in #,, «, di grado i.
I punti impropri della curva sono dati dalle

e =0, v, =0.



x x
Passando a coordinate non omogenee &, ¥ (:z: == _51_ y Y = f-) ’
3 3
‘ordinando il primo membro dell’equazione della curva per gruppi omogenei
di gradi decrescenti, la (20) si scrive
(21) Vp (@, ¥) + V1 (@, 9)+ ...+v,(x,y) +2,=0.
| ¥ si ha:
Quando U'equazione di una curva algebrica @ é scritta mella forma (21),
Vequazione v, (x, y) = 0, oftenuta uguagliando a zéro il gruppo omogeneo
di grado pit elevato, é quella del gruppo di rette uscenti dall’origine e pas-

santi per i punii impropri di C, cioé del gruppo di relte che escono dall’ori-
gine e sono parallele agli asintoiv di .



248, — CURVA INVILUPPO DI UN SISTEMA.

Nel piano proiettivo, si consideri un sistema (0 famiglia) cot di curve
di eguazione (in coordinate non omogenee &, y) (n. 94)

(22) | Flw,y;u) =0,
contenente, oltre le coordinate z, y, anche un parametro v variabile in
un certo intervallo. Per ogni valore di w appartenente all’intervallo con-
siderato, la (22) da una curva @, del sistema.

Si supporrd che per tutti i valori di w appartenenti all’intervallo di
variabilita, e per tutti i punti (v, y) di una certa regione del piano, la
funzione F (z, v ; ) sia continua con le sue derivate parziali rispetto a

Ty Y, U



Una curva [' si dice che & la curva inviluppo delle curve ©, del si-
stémﬂ,( 2), qua:ndﬂ ogni curva del sistema ¢ tangente In un suo punto
(almeno) a I' (n. 230), e quando, inversamente, 13 curva I' ¢ in ognuno
dei suoi punti tangenti ad una curva del sistema. Si dice pure che le
curve del sistema (22) sono inviluppaie dalla curva I

Ricerchiamo quando il sistema (22) ammette una curva inviluppo, e,
in caso affermativo, quale procedimento si puo seguire per determinarne
1'equazione,

Si ha :

Se esiste la curve inviluppo I' della famiglia (22), le coordinate X,y
di un suo punio genmerico, assieme ad un conveniente valore di u, soddi-

sfano 1l sistema |
oF (@,y;u)
(23) Flo,y; w=0, o
La curva di equazioni parametriche generalizzate (23), ossia la curva
R(x, y) =0, essendo R (x, y) = 0 il risuliaio dell’eliminazione del para-
metro u tra le (23), pud comprendere, oltre alla curva inviluppo delle curve

= 0.

del gistema (22), la curva luogo dei punti multipli delle curve siesse e le
curve stazionarie.

Il luogo dei punti singolari, se esiste, pud in cagi speciali far parte
della curva inviluppo (). |



Aggiungiamo ‘infine che, nel piano euclideo, la curva inviluppo del
sistema delle rette normali a una data curva @, quando esiste, é un’altra
curva § che si dice 'evoluta (0 la sviluppata) di @. Inversamente € si dice
una evolvente (0 una sviluppanie) di §&.

Siccome il centro del cerchio osculatore (centro di curvatura) a @ in un
punto @ & il punto caratteristico sulla normale a @ in Q (%), da quanto si &
sopra dimostrato, segue che:

evoluta di una curva & Dinsieme dei ceniri di curvaiura della curva

stessa (7).



CURVE SGHEMBZE
247, — PUNTI SINGOLART.

Nello spazio proiettivo ordinario, consideriamo una curva sghemba
@ e sia P un punto di essa. Un piano gemerico « passante per P incontra
la @ in un certo gruppo di punti tra i quali vi ¢ il punto P contato
una o piu volie,

Quando cade in P una sola delle intersezioni di « con C, si dice
che P & punio semplice di G (n. 236); se invece s (s> 1) delle interse-
zioni di « con @ sono riunite in P, si dice che P ha la muliiplicita s per ©
oppure che & punto multiplo secondo s di © (brevemente che & punio s9P10),
In particolare se s = 2 il punto dicesi doppio, se s = 3 iriplo, ecc,

Se P & punto semplice di @, la tangente in P a € & la retta avente
in P con @ un contatto del 1° ordine (almeno) (n. 236). Per un punto
semplice P passano infiniti piani particolari aventi riunite in P due delle
loro intersezioni con € : si chiamano piani tangenii 2 € in P. E questi
piani formano un fascio il cui asse ¢ appunto la retta tangente in P a C.

Quando la tangentein 2 & ©C ha in P con @ esattamente un contutto
del 1° ordine, il punto P dicesi semplice ordinario (0 regolare). Un punto
di una curva sghemba che nou sia ordinario dicesi singolare. I punti mul-
tipli sono dunque punti singolari.



248, — PIANO OSCULATORE.

Nello spazio proiettivo ordinario, si dice piano osculafore & una curva
sghemba € in un punto semplice ordinario P di essa, il piano che hain P
con € un contatto del 2° ordine (almeno) (n. 238). |

Si supponga che la cura @ abbia le quazioni (1) e che al punto P (24,
Yo, #y) spetti il valore w, del parametro.

Affinché un piano

(3) 4z +byteztd=0

osculi in P 1a &, posto
Fu=afw+bou+ofu+d,
dovranno essere soddisfatte (n. 238) le tre condizioni

F(%{})ZG: Fr(”n)zos F”{Hn)=0,



ciod
af(ug) +boluy) +eg(uy) +d=0
@ of (ug) +D9' (ug) + o' (ug) =0
af’ (uy) + 59" (uy) + e 9" () =0.
Sottraendo dalla (3) la prima delle (4), si ottiene
afz —f(ug)]l + by — @ (ug)] + e[z — ¢ (uy)] =0.

Da questa e dalle ultime due delle (4), essendo a, b, ¢ non tutti nulli,
segue
2 —f (u) ¥ —o (u) z—1¢ (u)

(3) ON 2’ (1) Y (ug) | =0.

f.rr (H';]) ':P” (16[;) '11)” (uﬂ)

i questa e Pequazione cercata del piano osculatore.



Nell’ipotesi considerata che il punto semplice P di @ sia ordinario,
il piano osculatore (5) non & indeterminato (n. 249),

In generale il piano osculatore a € in P ha esattamente contatto
del 2° ordine in £ con (. Pud perd avvenire che tale piano abbia con-
tatto del 3° ordine (almeno) e in tal caso dicesi piano stazionario.

Cio avviene gquando gi ha, oltre alle (4), la

ﬁ'f;;f (u{;) __;_ b EP”I (H‘ﬁ) + é L[JHJ (uu} — 0 .

Da questa e dalle ultime due delle (4), essendo a, b, ¢ non tutti nulli,
segue :

Data uwna curva C di equazioni parametriche x =1 (u), y = ¢ (1),
z = ¢ (u), affinché nel punio P relativo al valore u, del parametro, il piano
osculatore sia stazionario € mecessario e sufjiciente che sia

Flug) o (we) U () |

(8) Frlug) o () b (ug) | =0,

f."ff {ue) CP.H'.F {uﬂ) r\;}h’.’ (H{})

supposti non tuiti nulli i minori del 2° ordine esiratti dalla matrice formata
dalle prime due orizzontali (n. 249).



Se una curva & piana si pud ancora parlare di piano osculatore, sol-
tanto che il piano ad essa osculatore in un suo punto generico €& lo
stesso piano della curva, | |

B si dimostra che : una curva di cui tutii 1 piani osculatori sono sta-
Zionari € una curva piand.

Dal n. 238 segue :

Nello spazio euclideo, una curva C aitraversa in un suo punto semplice
ordinario P il suo piano osculatore in P (non stazionario), menire non
attraversa in P alcuno dei suoi piani tangenii in P (diversi dal piano oscu-
latore in P). Se il piano osculalore é siazionario (ed ha esattamente in P
con € contatto del 39 ordine), la @ mon atitraversa in P tale piano.



249, — PUNTI DI FLESSZ0.

Nello spazio ordinario proiettivo, un punto semplice £ di una curva
sghemba @ dicesi flesso (0o punio d’infiessione) quando la tangente in P
a @ hain P con G un contatto del 2° ordine (almeno).

La tangente a @ in un punto di flesso si dice fangenie d’inflessione.
Se la tangente & € in P ha esattamente contatto del 2° ordine, il flesso
dicesi ordinario.

In un punto di flesso P di una curva €, tutti i piani passanti per
1a tangente' d’inflessione hanno contatto del 2° ordine (almeno) con @
(n. 238), sicche il piano osculatore (n. 248) & indeterminato (e inversa-
mente).



Segue :
I flessi della curve C di equazioni parametriche x =f(u), ¥y = o (u),
z = ¢ (u) sono ¢ punit relativi a quei valori u, del parameiro per cui

/! (%)
| ' (uy)

e per i quali valga almeno una delle disuguaglianze ' (u,) 40, o (1,) %40,
U (u,y) = 0.

Infatti afiincheé in un punto P semplice di C, relativo al valore u,
del parametro, 11 piano osculatore (5) sia indeterminato & necessario e
sufficiente che %, verifichi le condizioni (8). Si noti che, essendo il punto
P semplice per (€, vale almeno una delle disuguaglianze f' (u,) 40,
o () £ 0, ' (ug) £ 0 (n. 247) (1),



D1 N& pure (come per una curva piana : n. 240) che un puntd gem-
plice £ di una curva sghemba © & di flesso se appartiene alla rpfta deter-
minata dai due punti derivati primo e secondo e allora il piano oscu-
Jatore & appunto indeterminato (n. 248). Pertanto sgy in coordinate

omogenee, la curva € ha le equazioni parametriche x4 f; (u) (1, =1
31, 4),81 ha :

:"‘:

Affinché un punio P di paramelro uy sia u
¢ sufficiente che sia (n. 33)

fulug)  falwy)  fal(u

flesso di © é necessario

Fa (ug)

() frlwg)  falwe) Ay (wg)  fy (we) | =0,

fir{“_"i}) Ja (o) f:{“u} f:{ﬂ'n)

supposti non tultst nulli 3
dalle prime due ori

minori del 2° ordine esiraiti dalla matrice formata
Zontali (1).

Se 1a curv® © ha le equazioni ¥y = ¢ (), 2 = ¢ (¥) (sicche 2 = u),
siha f/ =1/ f" =0, e quindi i flessi di © hanno per coordinata x i
valori ched soddisfano alle equazioni
" (@) =0, ¢" (@ =0.
egue subito, come nel n, 240 :

Se tutti i punii di una eurva sono flessi, la curva é un segmenio di
retia.



250. — TRIEDRO PRINCIPALE.

Nello spazio (ordinario) euclidén’, si abbia una curva sghemba C e
si consideri un suo punto semplice ordinario (proprio) O. Le rette passanti
per O e perpendicolari alla tangente # in O a €, appartengono al piano
normale alla curva in O (n. 162) e si chiamano normali alla curva in O.

Dicesi mormale principale alla curva € in O la normale che giace
nel piano osculatore a @ in O (cioé la retta intersezione del piano nor-

‘male col piano osculatore), mentre dicesi binormale a @ in O la (normale
a (@) perpendicolare al pianc osculatore. Si chiama poi piano rettificante
a @ in O il piano determinato dalla tangente e dalla binormale,

In un punto semplice ordinario (proprio) O della curva @, la tan-
gente, 1a normale prinecipale e la binormale sono gli spigoli di un triedro
trirettangolo, del quale le facce rispettivamente opposte sono il piano
normale, il piano rettificante e i1 piano osculatore. Questo triedro si
chiama triedro principale della curva C nel punto O.



252. — CERCHIO OSCULATORE.

Si dice cerchio osculatore ad una curva sghemba € in un punto (pro-
prio) semplice ordinario P di essa, la circonferenza I' che ha in P con ©
un contatto del 2° ordine (almeno).

Il piano di I' ha un contatto del 2° ordine in P con @ (n. 238) ed
& quindi il piano osculatore o« in P a € (n. 248). Una sfera passante
per I' ha anch’essa un contatto del 2° ordine in P con C (n. 238); e
inversamente una sfera 2 avente un contatto del 2° ordine in P con C
contiene I'. Infatti X contiene la circonferenza I', in cui & segata da «
e le due circonferenze I', I', coincidono in quanto hanno in P un con-
tatto del 29 ordine. Le sfere osculatrici in P a @& formano dunque un
fascio di cui I' & il cerchio base (n. 229).

I1 cerchio osculatore I'si pud quindi considerare come l’intersezione
di una sfera osculatrice X (in P a @) col piano osculatore « (in P a ©).



253. — FLESSIONE.

Nello spazio euclideo, si chiama flessione 0 prima curvatura di una
curva & in un suo punto semplice ordinario (proprio) P Uinverso del raggio
del cerchio osculatore @ ©C in P (n. 252).

La definizione di flessione ora data si fonda sulla nozione di contatto.
Alla flegsione di € si perviene anche nel modo seguente che implica perd
1a nozione di lunghezza di un arco di curva. |

Fissiamo sopra la curva € il verso positivo (*) e consideriamo su di
essa due punti (semplici) P e P’. Come per le curve piane (n. 242), si
chiama curvatura dell’arco PP’ 1’angolo delle semirette positive (di orvigine
P, P’) appartenenti alle tangenti in P e P’ (°); curvaiura media dell’arco
PP’ il rapporto di questo angolo alla lunghezza dell’arco.

Orbene si ha:

La flessione di C mel punto P ¢ il limite al quale tende la curvaiura
media quando P’ fende a P, |

Si osservi che la flessione & nulla mei soli punti di flesso



54. — HELICA CIRCOLARE.
Consideriamo Deliea circolare (n. 172). Le equazioni parametriche

lell’elica sono

17) £ =reosu, Y =rsenu, z=~ru,

love r, h sono costanti reali (?).

11 numero |7| & il raggio dell’elica (ciod il raggio del cilindro circolare
etto su cui elica giace) mentre 2|h|= &1l passo dell’elica (cioé la distanza
i due intersezioni consecutive dell’elica con una generatrice del ecilin-
iro) e |k| 81 chiama anche passo ridotto dell’elica.

Per 1a flessione dell’elica (17) si ha per la (16)

: 1 7]
kls) == - =
B 72 - h?
Dunque :
Nell’elica circolare (17) la fiessione & costanie al variare del punto sulla
r
curva e vale -——u-—w

?"2 _|__h‘3



258, - TORRIONE.

Sulla data curva sghemba prendiamo due punti Pe P, e sia 0
’angolo dei rispettivi piani osculatori, ossia I'angolo delle rispettive bi-
normali (2); sia poi A s la lunghezza dell’arco P P’ di curva. Bi chiama
torsione di guest’arco il numero 0 ; lorsione media dell’arco il rapporto

‘ 6

A s

Orbene si ha:

11 valove assoluto della forsiome di @ mel punio P & il limilte al quale
tende la torsione media quanio P’ tende a P . |



257. — ANCORA SUL TRIEDRO PRINCIPALE.

Assumiamo come parametro u, l'arco s della curva (C contato a partire
da un punto fisso (il verso positivo su (€ essendo quello secondo cui crescono

gli archi). Le equazioni parametriche della curva saranno z = f (s}, ¥ = @ (3},
2 =1 (3).
Riassumendo, i valori dei coseni diretfori degli spigol1 del iriedro prin.
cipale sono '

a-f . E=RI. A=E@y - ¥,
(35) B=9" . n=REq", w=RWf —97f),

-'[’:"'T)f: KZRLIJH', V:R{f;':?’f ___.f;_rq:ir}'



258. — FORMULE DI FRENET.

Sono fondamentali nella-teoria delle curve sghembe le formule che
esprimono le derivate dei nove coseni direttori o, B,v; &,M, 05 Ay,
della tangente, della normale principale, della binormale (n. 257) rispetto

1 1
all’arco s, per miezzo dei coseni stessi e delle due curv&ture—g » T
(formule di Frenet) {ﬁ}. |
,_ & . ,_ X
@6) =, =3, ¥Y=F-
E. ' ’ 7 o :{
CONNE S L R
. @ A 5w Y v
40 ! I i ——— — ————— 5 ’ = o e e T, ¢ —_ == —_—

Le (38), (39), (40) sono le formule di Frenet.

I’importanza delle formule di Frenet proviene dal fatto che date le
funzioni R (s), T (s), da tali formule si possono ricavare le ‘derivate
terze (e quindi le successive) delle coordinate rispetto all’arco, note le
condizioni iniziali (un punto, la tangente ivi, il piano Gsaulatore].



259. — KEQUAZIONI INTRINSECHE.

Si dimostra il teorema (n. 144) 7
Nello spazio (ordinario) euclideo, una curva C é determinaia, a meno

1 1 , |
di movimenti, dalle sue curvaiure ' T in funzione dell’arco 8.

Con altre parole :

Nello spazio (ordinario) euclideo, due curve @, @' aventi flessiont e
torsiont uguali nei punti relativi ad archi uguali, si corrispondono in un
movImento.

1
Le curvature 07 in funzione dell’arco s

1 1 .
(43) = =F (), =00
[# (s) > 0] determinano dungue, a meno di movimenti, la curva.

Le (43) si dicono percid equazioni intrinseche della curva ().



SUPERFICIE

280, — PUNTI SINGOLARI.

Il piano tangente ad una superficie 2 in un suo punto semplice P
(n. 163) si pud anche definire come il piano avente in P con X un con-
tatto del 1° ordine (almeno) (n. 237). E cosi le rette tangenti in P
a 2 (n. 163) sono le rette aventi in P con X un contatto del 1° or-
dine (almeno). .

Quando il piano tangente alla superficie £ nel punto semplice P ha
esattamente contatto del primo ordine con 2 in P, questo punto dicesi
ordinario (o regolare) per X (1).

Un punto di una superficie non ordinario dmes; singolare.

T punti multipli (n. 163) sono quindi punti singolari.

Per una superficie trascendente di equazione f (v, ¥, 2) = 0(n. 158),
si possono avere anche altri puntt singolari, per cui manca qualcuna
delle ipotesi di continuitd e di derivabilitd fatte sulla f (z, y, 2). Ma dallo
studio di punti siffatti si prescinderd sempre nel seguito.



261. — LT TANGENTI ASINTOTICHE.

Nello spazio proiettivo ordinario, consideriamo una superficie 2 e
un suo punto semplice ordinario P. Vediamo se fra le co! rette tangenti
in P a X (costituenti un fascio di centro P e appartenente al piano tan-
gente in P a ) ne esista qualcuna che abbia con Z in P un contatto
del 29 ordine (anziché del 1° ordine). '

Si ha :

In un punto semplice ordinario P di wna superficie X esisiono due
tangenti aventi in P con X contalto del 2° ordine (almeno).

Orbene, si chiamano tangenii asiniotiche ad una superficie 2 in un
suo punto semplice ordinario P, le due tangenti aventi in P con Z un
contatto del 20 ordine (almeno) ().



| Se due superficie hanno un contatto del 1° ordine in un punto P (sem-
pZ?I.ce per enirambe), la curva inlersezione delle due superficie ha in P un
punto doppio.

‘Dal precedente risultato, segue in particotare :

TLa curva intersezione di una superficie 2 col piano tangente in un suo
punio semplice ordinario P, ha in P punio doppio. |

Infatti il piano tangente a 2 in P ha in P con 2, un contatto del
19 ordine e quindi, per' il risultato precedente, la curva intersezione ha
in P punto doppio.

Orbene :

Le tangenti asinioiiche in un punio semplice ordinario ¥ di una super-
ficie 2 somo le tangenti in P alla curva intersezione di % col piano tan-
gente in P. |

Infatti la curva intersezione © di ¥ col piano tangente in P ha
punto doppio in P e pertanto le tangenti ad essa in P hanno incontro
tripunto con € in P . Tali rette hanno quindi incontro tripunto in P con
3, ciod hanno un contatto del 2° ordine in P con 2. (n. 238), e sono
pertanto le tangenti asintotiche. o



282. — PUNTI IPERBOLICI, PARABOLICI, ELLITTICI. TANGENTL CONIUGATE,

Un punto semplice ordinario £ di una superficie X i dira iperdolico,
parabolico o ellittico secondo che le tangenti asintotiche in P sono reali
distinte, reali coincidenti o immaginarie coniugate (%), (®).

Nello spazio proieitive, le wniche superficie i cui punti (non singolari)
sono tutti parabolici sono i coni (n. 168) e le superficie insieme delle tan-
genti ad una curva sghemba.

Nsllo spazio affine (o euclideo) si hanno cio® coni e cilindri, cioe a
vertice proprio o improprio (nn. 166, 165).

Le superficie 2 punti parabolici sono dunque rigate (n. 170) e i
chiamano superficie sviluppabili per una ragione che apparira nel n. 276.

Sopra una superficie esistono, in generale, regioni di punti iper-

bolici e regioni di punti ellittici separate le une dalle altre da curve
paraboliche (1),

() Per le quadriche i punti sono invece tutti iperbolici, o tubtti parabo-

lici, o tutti ellittici (n. 208), Per le quadriche a punti iperbolici o ellittici manca
quindi la curva parabolica.



264. - PUNTI MULTIPLI.

Le proprietd relative ai punti multipli di una superficie (n. 163)
sono, per lo pil,, una facile estensione di quelle analoghe sui punti mul-
tipli delle curve piane (n. 243). Le esporremo percid brevemente.

Sia X una superficie di equazione

f(m:y:f"]'——o-

Se in un punto P di ¥ una almeno delle derivate prime di f e
= 0, P & punto semplice di % (n. 163). Se invece in P si ha contem-
poraneamente |
3, oj )

i — 0. __]: =0, _f —

0,
oxr oY a%

(18) | f(;}:’ Y, 2) = 01

P si dice punto multiplo di 2 (n. 163). Gli eventuali punti multipli
di 2 hanno quindi per coordinate le (eventuali) soluzioni 2,7y, 2z del

sistema (18).



Una retta generica r passante per P incontra 2 in un certo gruppo
di punti tra i guali vi & il punto P contato una o piu volte. Se in P
cade una sola delle intersezioni di » con X, P & punto semplice di
2 ; se invece s> 1 delle intersezioni di # con Z sono riunite in P, si
dice che P ha la muliipliciia s per 2 oppure che & punto multiplo secon-
do s di X (brevemente che & punto s%2) (2),

Analogamente al n. 243, si dimostra che:

Affinché un punio P. abbia.-multipﬁcﬁ{is per la superficief (x, y,z) = 0
é necessario e sufficiente che le sue coordinate annullino la funzione £ (x, ¥, z)
¢ tutte le sue derivaie fino a quelle di ordine s — 1, ma non tutie gquelle di

ordine .



“Un punto di multiplicitd 2 si dice anche doppio, di multiplicita 3 =i
dice anche #riplo,. ... |
Si dira che:
Una retia é tangenie alla superficie 2 nel punio muliiplo 8 P quando,
fra le intersezioni della retia com X, 8 -+ 1 almeno cadono in P .
~ Analogamente al n. 243, si dimostra che:
Le tangentt alla superficie £ (x,y,z) =0 nel punto multiplo s*
P(Xy,To,2Z,) formano un cono algebrico dordine s di eguazione

uplo

plo

%, c J
{(m_mn)—h“ﬁ“{y“yﬂ)ﬁ JI—(z-zﬂ)—ﬁ F(®yyYe,2) =0,
L o0& oY c<

dove la potenza & simbolica.
11 cono suddetto dicesi cono tangenie in P a 2 (1).



Se la superficie & algebrica, effettuando una trasformazione di coor-
dinate per cui la nuova origine delle coordinate sia il punto £, dai
precedenti risultati segue : -

Quando equazione di una superficie algebrica 2 d'ordine n , ordinaia
per gruppi omogenei @i gradi crescenti, & della forma

s (miy:ﬁ)+us+1(m:y;3)+---“}'“ﬂ(m?y!z):oi

dove U, U gy ... , U, SONO Polinomiomogeneling ,y,zdigradis, s+ 1,..,n,
cosicché il gruppo di grado pid basso sia quello di grado s, 2 ha
nell’origine O un punio s, il cono tangente in O a X ha Vequazione
u. = 0 e le reite che inconirano 22 in O almeno s + 2 wvolie sono rappresen-

5
tate dal sistema di equazioni u, =0, u,_, =0.



263, - UUEVE ASINTOTICHE.

Si chiama eurve asintotica di una superficie £ una curva @ di & tale
che in ogni suo punto (semplice sia per £ che per @) la tangente a
@ sia una delle due tangenti asintotiche di £ uscenti da quel punto(!).

[n una regione di X i cui punti siano iperbolici, le curve asintotiche
formune un reticolato (reale) e si possono distribuire in due sistemi tali
che per ogni punto della regione Passa una sola curva di ¢iascnn sistema.
In una regione a punti ellittici le curve asintotiche sono immaginarie.,

Le curve asintotiche godono della seguente proprietd caralteristica :

In ogni punto di una curva asintolica @ di una superficie L (semplice
sia per L che per @), il piano osculatore a @ coincide col piano tangente a
2 (¢ inversamente).



268, — TANGENTI PRINCIPALI. OMBELICHI.

Si consideri linvoluzione delle tangenti coniugate a superficie X
in un suo punto semplice ordinario (non par co) P (n. 262) e si
supponga, per il momento, che essa nonsia ’involuzione circolare (n. 78).

Pertanto in tale involuzione esistera (n. 198) una coppia di rette
(reali) corrispoudenti e ortogomali. Orbene, tali tangenti si chiamano tan-
genty principali o tawrgenti di curvatura di £ in P. In altri termini, le
tangenti prineipali sono le due tangenti coniugate (n. 262) e ortogonali uscen-
SR T Manifestamente : |
Le tangenti principali sono le bisettriei degli angoli formati dalle tan-
genti asintotiche (n. 198),




270, - FLESSIONE DELLE CURVE DI UNA SUPERFICIE. TEOREMA DI MEL-
NNIER.

Per arrivare al concetto di cwrvatura di una superficie X in un suo
punto semplice ordinario P ¢ spontaneo considerare le infinite curve di
2 passanti per P e studiare la legge secondo cui varia la flessione in P
di gueste curve (=),

La flessione della curva @ in P uguaglia la curvatura in P della
curva oftenuta segando X con il piano osculatore in P a @ (1).



Lo studio della flessione delle curve tracciate sopra una superficie si
viditee quindi @ quello della curvatura delle curve sezioni piane di essa.

Qi chinmuano sesxioni normali della superficie X in P le curve interse-
zioni di X con piani passanti per la ne.male in P a X (piani normali) ;
<i chianuno invece sezioni obligue in P le curve intersezioni di 2 con
piani per P non passanti per la normale.

Conviene ora attribuire un segno ai raggi di curvatura  delle se-
sioni normali. Siceome i centri di eurvatura € delle sezioni normali
appartengono alla normale »oin I’ a 2 e possono trovarsi dall'una o
Aall'nltra purte di P, noi assumercmo il raggio di curvatura PC,- R,
positive o negativo seeondo ¢he il segmento P (', (della vormale n) ¢
positivo o negativo,

hbene, dal teorema che segue, apparira che lo studio della cur-
viaturs delle curve sezioni piane di £ si riconduce a qguello delle sezion
normeali.

Sussiste infatti il teorema i MEUSNIER (') :

[l centro di curvatura in P di una sezione obliqgua C della superfici
Y ¢ da proiezione ortogonale sul piano di @ del ecentro di cwrvatura (in P)

della sexione normale (in P) avente tn P la stessa tangente,



Excluderemo, fino ad avviso coutravio, che il punto P sia punto
parabolico.,

Fra gh infiniti piani passanti per la normale n in P a X, consi-
deriamo quelli passanti per le tangenti principali (in P) (n. 268). Questi
due piani o, , o, si chiamano piani principali di ¥ in P.

Le sezioni con X dei piani a;, o, &1 chiamano sezioni principali di
Zin P; i raggi di curvatura R, R, in P delle sezioni principali de-
terminate rispettivamente da a,, «, ¢i chiamano raggi priacipali di cur-
ratura di 2 in P,

'id posto, indicando con 8 'angolo di un piano « passante per
la normale n e del piano principale «,, sussiste la formula di Eulero

1 senh 02 B
(16 R '
R R R,

1

S—

R oessendo il raggio di curvatura (in P) relativo alla sezione normale @
determinata da a.



273, ("URVATURA TOTALE B CURVATURA MEDIA.

Dal teorema di MEUsNIER ¢ dalla formula di EULERO appare che
il modo d'inenrpamento di una superficie £ in un punto P dipende dai
valori dei due raggi principali R, R, in Pj e inversamente, dati questi

due valori, ossia quelli delle due curvature -, -~ delle sezioni princi-
, . R,
pali, si conosce come la superficie e tneurrata.



11 ,
© oy Bl POSSONnO  assegnare
R, R, ) | X .
due Joro combinazioni indipendenti dalle quali i valori di ——~, — ven-
i P
gano individaati. Le pia spontanee e importanti di tali combinazioni sono
1 1

il prodotto ¢ la somma (0 semisomma) delle due eurvature 2 R
1 2

Manifestamente, invece di assegnare

Porremao

1 11
K~ H-= -4 -
Hl RE Rl R?

La prima K si chiama ecurvatura totale della superficie in P ed ha grande
importanza nella geometria differenziale intrinseca delle superficie (n. 276);
la seconda H si chiama eurvatura media della superticie in P e si presenta
particolirmente nelle applicazioni della fisica matematica ().

La curvatura totale per la sua preponderante importanza si chiama
talvolta semplicemente cwrvatura della superficie in P la sua considera-
zione ¢ dovata a (GAUSS (2).



La formula di  Eulero fa dipendere il raggio di curvatura di una
sezione normale qualanque, dai due raggi principali di curvatura R, R,
e dall’angolo che il piano della sezione fa col piano di una sezione prin-
cipale. Ma ora possiamo aggiungere la proprieta fondamentale :

Le sezioni principali della superficie £ in P sono le sezioni normali
di massima e di minima curvatura (in P).

La proprietd precedente caratterizza le sezioni principali e puod per-
tanto servire anche a definirle (V).

Abbizmo escluso fin qui che il punte P di  sia parabolico (n. 262).
In questo caso, sia 7, la tangente asintotica in P e sia tp la tangente ad
essa perpendicolare in Py le ¢, ¢, sono le tangenti principali di T in P
(n. 268).

Lie sezioni normall relative ai piani passanti per Je t,y tpy, 81 diranno
ancora  principalt (¢ principali si divanno anche i piani di queste se-
ziont).

S1oha e

In un punto parabolico la curratura di una sezione principale ¢ nulla
¢ inversamente,



76. — LINEE DI CURVATURA.

I'na curvie traceinta sopra una superficie X si dice linea di curvatura
qiando nel suo punto generico la tangente alla curva coincide con una
delle due tangenti principali (n. 268) di Z uscenti da quel punto.

Nel  piano, che ¢ Punica  superficie i cui punti sono tutti flessi
(0. 261) e nei guali pertanto le tangenti asintotiche (e quindi le prinei-
pali) sono indeterminate, le linee di curvatura sono indeterminate. E co8i
sulla sfera, che ¢ 'unica superficie i cui punti sono tutti ombelichi (n. 268)
¢ nei quali pertanto le tangenti principali sono indeterminate, le linee di

curvatura sono pure indeterminate.

Per un punto generico di una superficie 2, diversa dal piano e dalla
sfera, passano dunque due linee di curvatura perpendicolari tra lorvo. Le
oot linee di curvatura di una superficie £ sono sempre reali (1) e costi-

tuiscono un sistema doppio ortogonale.



Le linee di curvatura di una superficie di rotazione (n. 171) sono 1 mer'-idiiani
¢ i paralleli. Infatti in ogni punto della superficie, la tangentﬁ .a.l Fnendmnn
¢ tangente principale per la simmetria ortogonale della ‘auperimm_@ rl'spet.tu al
piano del meridiano (n. 219), e la tangente al pfa.ra.lleln 'e pure prufclpa.lie_per-
cheé perpendicolare a una tangente principale. Si osservi chfa e poi verificata
manifestamente la precedente proprietd caratteristica delle linee di curvatura,

in guanto il luogo delle normali alla superficie nei punti di un meridi

ano o
un piano ¢ nei puanti di un parallelo & un cono (1),



277. - ('URVE GEODETICHE DI UNA SUPERFICIE.

Sichiamano curve geodetiche di una superficie 2 le curve che segnano
i eammini di lunghezza minima fra due punti della superficie, abbastanza

4

. e ]
vieini (%),
Per ogni punto P della superficie X e per ogni langente t in P a

esiste una curva geodetica di X passante per P e tangente ivi a t.

Le curve geodetiche di X sono dunque oo%.
Dimostriamo ora che le curve geodetiche godono della seguente pro-

W
i

prietd caratteristica :
Le geodetiche sono le curve di wuna superficie per le quali, nel loro

punto generico, il piano oseulatore ¢ ortogonale al piano tangente ivi a 2 (%).



