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Esercizio 1. Sia L un’algebra di Lie. Mostare con un esempio che se I ⊂ L è un ideale
nilpotente con L/I nilpotente, allora non necessariamente L è nilpotente.

Esercizio 2. Sia L un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo algebricamente
chiuso. Mostrare che L è nilpotente se e solo se ogni sottoalgebra di L di dimensione 2 è
abeliana. [Usare il teorema di Engel.]

Esercizio 3. Sia A ⊂ gl(3,k) il sottospazio generato dalle due matrici

x = e1,2 + e2,3 y = e2,1 − e3,2
i) Mostrare che A è formato da matrici nilpotenti.
ii) Mostrare che k3 non contiene vettori annullati da tutti gli elementi di A.
iii) Mostrare che la sottoalgebra generata da A contiene matrici non nilpotenti.

Esercizio 4. Sia Hk uno spazio vettoriale di dimensione 2k + 1 sul campo k, con base

p1, . . . , pk, q1, . . . , qk, u

Dotiamo Hk di un’operazione bilineare [., .], ponendo

[pi, qj] = δiju, [pi, pj] = [qi, qj] = [pi, u] = [qj, u] = [u, u] = 0.

i) Mostrare che Hk è un’algebra di Lie nilpotente (detta algebra di Heisenberg).
ii) Provate a determinare un omomorfismo iniettivo di Hk in n(k + 2,k).
iii) Definiamo un’applicazione lineare ϕk : Hk → gl(k[x1, . . . , xk]) come segue

• ϕk(u) è l’identità,
• ϕk(pi) è la derivazione per xi,
• ϕk(qi) è la moltiplicazione per xi.

Mostrare che ϕk è una rappresentazione di Hk.
iv) Mostrare che Hk non possiede alcun autovettore comune in k[x1, . . . , xk]. Dunque

il teorema di Lie fallisce in dimensione infinita, anche se L è nilpotente.

Esercizio 5. Supponiamo char(k) = p, e sia ϕ1 : H1 → gl(k[x]) la rappresentazione
definita nell’esercizio precedente. Consideriamo in k[x] il sottospazio U = 〈xj | j ≥ p〉.

i) Mostrare che U è stabile per l’azione di H1. Dunque ϕ1 induce una rappresentazione
ϕ̄1 : H1 → gl(k[x]/U).

ii) Mostrare che H1 non possiede alcun autovettore comune in k[x]/U . Dunque il
teorema di Lie fallisce in caratteristica positiva, anche se L è nilpotente.

Esercizio 6. Supponiamo k algebricamente chiuso di caratteristica 2. Mostrare che
sl(2,k) è nilpotente, ma non ammette autovettori comuni in k2.



Esercizio 7. Sia L un’algebra di Lie.
i) Mostrare che, se I, J ⊂ L sono ideali risolubili, allora anche I + J è un ideale

risolubile. In particolare, L contiene un unico ideale risolubile massimale, detto radicale
di L e indicato con Rad(L).

ii) Mostrare L/Rad(L) non contiene ideali risolubili.

Esercizio 8. Sia L un’algebra di Lie.
i) Mostrare che, se I, J ⊂ L sono ideali nilpotenti, allora anche I + J è un ideale nilpo-

tente. In particolare, L contiene un unico ideale nilpotente massimale, detto nilradicale
di L e indicato con Nil(L).

ii) Mostrare con un esempio che, a differenza dell’analogo risolubile, L/Nil(L) può in
generale contenere ideali nilpotenti non nulli.

Esercizio 9. Sia L un’algebra di Lie su un campo algebricamente chiuso di caratteristica
zero. Mostrare che L è risolubile se e solo se [L,L] è nilpotente.

Esercizio 10. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo algebrica-
mente chiuso k, e sia L ⊂ gl(V ) una sottoalgebra abeliana. Mostrare che L possiede un
autovettore comune in V , indipendentemente dalla caratteristica di k.

Esercizio 11. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo k algebri-
camente chiuso di caratteristica zero. Siano x, y ∈ gl(V ) due endomorfismi di V e sia
z = [x, y]. Supponiamo che sia x che y commutano con z, mostrare che z è nilpotente.


