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Quando non diversamente specificato, tutti i campi considerati saranno algebricamente
chiusi e di caratteristica zero, mentre tutte le algebre di Lie e tutti gli spazi vettoriali
considerati avranno dimensione finita.

Esercizio 1. Sia L un’algebra di Lie risolubile.
i) Mostrare che una rappresentazione di L ¢ irriducibile se e solo se ha dimensione 1.
ii) Classificare le rappresentazioni irridicibili di L a meno di isomorfismo.
[Usare il Teorema di Lie.]

Esercizio 2. Sia L un’algebra di Lie semisemplice. Mostrare che tutte le rappresentazioni
di L di dimensione 1 sono banali.

Esercizio 3. Mostrare che la rappresentazione standard di sl(n, k) su k™ & irriducibile.

Esercizio 4. i) Mostrare che 'azione di un’algebra di Lie definita sul duale di un L-
modulo, sul prodotto tensoriale di due L-moduli e sugli omomorfismi lineari tra due
L-moduli sono in effetti azioni di algebre di Lie.

ii) Mostrare che se V, W sono L-moduli allora 'applicazione

V*®@ W — Hom(V, W)
definita estendendo per bilinearita
PR W p(v)w
¢ un isomorfismo di L-moduli.

Esercizio 5. Sia L un’algebra di Lie. Mostrare che il duale di un L-modulo irriducibile
(risp. indecomponibile) & irriducibile (risp. indecomponibile).

Esercizio 6. Consideriamo k™ con I'azione standard di sl(n, k). Indichiamo con {e;} la
base canonica di k™ e con {p;} la base duale di (k™)*

i) Mostrare che, nella coordinate associate a {;}, 'azione duale di x € sl(n, k) su (k™)*
¢ descritta dalla moltiplicazione per —x7.

ii) Mostrare che se n > 2 allora k™ e (k™)* sono sl(n, k)-moduli non isomorfi.

[Suggerimento: Sia b(n,k) = t(n,k) Nsl(n, k). Mostrare che b(n, k) stabilizza un’unica
retta in k™ e in (k™)*, e mostrare che tali rette sono b(n, k)-moduli non isomorfi.|



Esercizio 7. Sia L un’algebra di Lie abeliana e sia V un L-modulo di dimensione finita
dove L agisce tramite endomorfismi semisemplici. Mostrare che V' si decompone nella
somma diretta degli autospazi generalizzati

Vi={veV]|zv=Az)v Vx € L}
al variare di A\ € L*. In particolare V' e completamente riducibile, e si decompone in

somma diretta di sottospazi L-stabili di dimensione 1.

Esercizio 8. Sia L un’algebra di Lie semisemplice di dimensione finita, vista come L-
modulo tramite la rappresentazione aggiunta. Mostrare che L e L* sono L-moduli isomorfi.

Esercizio 9. Sia L un’algebra di Lie semplice. Siano f(z,y) e v(x,y) due forme bilineari
simmetriche associative su L. Mostrare che e v sono proporzionali.
[Usare il Lemma di Schur.]

Esercizio 10. Sia s la forma di Killing di sl(n, k). Mostrare che s(z,y) = 2n Tr(zy).

Esercizio 11. Sia L un’algebra di Lie semisemplice e sia ¢ : L — gl(V') una rappre-
sentazione. Mostrare che I'elemento di Casimir di ¢ ¢ indipendente dalla base di (L)
fissata.



