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Quando non diversamente specificato, tutti i campi considerati saranno algebricamente
chiusi e di caratteristica zero, mentre tutte le algebre di Lie e tutti gli spazi vettoriali
considerati avranno dimensione finita.

Esercizio 1. Realizziamo come visto in classe il gruppo simmetrico Sn come il gruppo
di Weyl del sistema di radici di tipo An−1

Φ = {εi − εj | 1 ≤ i 6= j ≤ n}
Relativamente alla base

∆ = {εi − εi+1 | i < n}
mostrare che se σ ∈ Sn vale

Φ+(σ) = {εi − εj | i < j, σ(i) < σ(j)}

Esercizio 2. Sia Φ un sistema di radici con base ∆ e gruppo di Weyl W . Mostrare che
l’applicazione

W −→ {±1} w 7−→ (−1)`(w)

è un omomorfismo di gruppi.

Esercizio 3. Sia Φ un sistema di radici con gruppo di Weyl W , sia Λ il reticolo dei pesi
integrali di Φ e sia Λ+ il semigruppo dei pesi integrali dominanti.

i) Mostrare che se λ ∈ Λ+ e w ∈ W , allora wλ � λ. [Ragionare per induzione
sulla lunghezza di w: data una scrittura ridotta w = sα1 . . . sαn , considerare l’elemento
v = wsαn .]

ii) Mostrare che Λ+ è un dominio fondamentale per l’azione di W su Λ: vale a dire,
ogni W -orbita in Λ interseca Λ+ esattamente in un punto. [Ragionare in analogia con la
prova del fatto che tutte le basi di Φ sono coniugate tramite W .]

Esercizio 4. i) Sia Φ un sistema di radici irriducibile. Mostrare che Φ e Φ∨ sono isomorfi
a meno che Φ non sia di tipo B o di tipo C.

ii) Mostrare che il duale di un sistema di radici di tipo Bn è di tipo Cn, e viceversa.

Esercizio 5. Mostrare che un sistema di radici è irriducibile se e solo se il diagramma di
Dynkin associato a una sua base è connesso.



Esercizio 6. Relativamente alle realizzazioni dei sistemi di radici classici e delle loro basi
viste in classe e richiamate qua sotto, mostrare che i pesi fondamentali sono descritti come
segue:

(An−1)
Φ = {εi − εj | 1 ≤ i 6= j ≤ n}

αi = εi − εi+1, ωi = ε1 + . . .+ εi − i
n
(ε1 + . . .+ εn) se i ≤ n− 1

(Bn)
Φ = {±εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±εi | 1 ≤ i ≤ n}

αi =

{
εi − εi+1 se i ≤ n− 1

εn se i = n
, ωi =

{
ε1 + . . .+ εi se i ≤ n− 1

1
2
(ε1 + . . .+ εn) se i = n

(Cn)
Φ = {±εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±2εi | 1 ≤ i ≤ n}

αi =

{
εi − εi+1 se i ≤ n− 1

2εn se i = n
, ωi = ε1 + . . .+ εi se i ≤ n

(Dn)
Φ = {±εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ n}

αi =

{
εi − εi+1 se i < n
εn−1 + εn se i = n

, ωi =

 ε1 + . . .+ εi se i ≤ n− 2
1
2
(ε1 + . . .+ εn−1 − εn) se i = n− 1

1
2
(ε1 + . . .+ εn) se i = n

Esercizio 7. Sia L un’algebra di Lie semisemplice, sia H ⊂ L una sottoalgebra torale
massimale sistema di radici associato Φ ⊂ H∗ e sia ∆ ⊂ Φ una base. Definiamo

B∆ = H ⊕
⊕
α∈Φ+

Lα, N∆ =
⊕
α∈Φ+

Lα

i) Mostrare che B∆ è una sottoalgebra risolubile massimale di L, la cui sottoalgebra
derivata coincide con N∆.

ii) Sia V un L-modulo, e sia v ∈ V un autovettore comune per B∆. Mostrare che
x.v = 0 per ogni x ∈ N∆.

Esercizio 8. Sia L = sl(n,k). Fissiamo la sottoalgebra torale massimale H delle matrici
diagonali e la sottoalgebra di Borel B delle matrici triangolari superiori. Mostrare che i
vettori massimali della rappresentazione standard di L su kn sono tutti proporzionali, e
calcolarne il peso associato.


