Universita degli Studi di Bologra - C.d.L. in Matematica
Esercitazione seritta di Algebra 23.2,1995 A

I Trova_re il periodo [ordine] dei seguenti elementi nei rispetfivi_ gruppi:
D ([6122:(601114) in (Zg2x Z 174, +);

i) o =(25)(137)(426) in (Sg,):

saws ‘efini . = da £ {Z -8  se 3 divide z
fil) £ Z - Z definita pPerogni z e  da (z) = 7+ eltcimeryi
n  (S(2),0).

IT sia Zx Zg il grupbo prodotto diretto dei gruppi degli interi & delle classi di

resto modulo § e sia S = {(14z, [dwig)e Z x Zg [ zw e Z).

i) Mostrare che S &un Sottogruppo normale di Z x 2, _ -
ii) Stabilire se il STUppo quoziente Z x Zg/S & finito o infinito.

iii) Stabilire se in Z x.Zg/S esiste un sottogruppo isomorfo a Za.

IIT Rispondere alle sequenti domande: _ .

i) esiste un omomorfismo di gruppi Zgg — Z 3 il cud nucleo sia il sottogruppo di
Z (' generato da [4]99?

ii) esistono omomorfismi di gruppi suriettivi Zog— Zg?

i) ogni omomorfismo di Suppi Zog — Zs @ anche un omomorfismo di anelli?

iv) il sottoinsiemne §: = {{mlsg ‘Zag | m & divisibile per2oper 5} & unideale di
Zp_g? '

IVSia f:A— B un dmomorfismo di anelli commutativi,
i) Siprovichese7 & un ideale primo di B allora 10 & un ideale primo di A,

ii) Si provi che se T & un ideale massimale di B e £ & suriettiva allora 10 & un ideale
massimale di A, '

[Si ricordi che un ideale proprio I di un anello commutative R g dice jdeale
primo se abe I implica ael o b € I e che un ideale proprio 1 di R si dice

idegle massimale se 1S T'S R, con I' ideale di R, implica I=T oppure I'=
R (ossia se I non ¢ conenuto propriamente in nessun ideale pbropriodi R).]

V Sia N linsierde dei numeri naturali e sia- B, 1a relazione su Nz N definita per
ogni (mun), (myn)e N xN da (mm R (mn;) & m?+302 = my2+ 30,2,
1) Mostrare che ®, & una relazione di equivalenzasu N x N,

i) Stabilire se I'insieme N x N /® & finito o infinito.

iii) Elencare gli element di [(5,1)]31.



Universita degli Studi di Bologna - C.d.L. in Matematica
Esercitazione scritta di Algebra 27.5.1995 B

I InQ[x] siano a(x) =x*-9 e b(x)=x%+3. Siano A = Q[x)/(a(x)), B =
Q[x)/(bx)) esia  ¢: QxJ/(ax)) = A = B=Q[x]/(b(x)) definita associando ad
ogni [h(x)] € A Tlelemento [h(X)] € B.

i) Stabilire se gli anelli quoziente A e B sono campi.

ii) Stabilire se [x - 1] € A ammette inversoin A e in caso affermativo determinarlo.
iii) Provare che ¢ & ben definita ed & un omomorfismo di anelli.

iv) Determinare Ker ¢ e stabilire se é un ideale massimale di A.

v) Stabilire se il polinomio x% +3x+2 appartiene al laterale x + 3 + (b(x)).

IT Si consideri I'anello degli interi di Gauss Z[i] e sia
I={a+ib e 2[i] / a+b=0(mod 2)}.
i) Verificare che I & unideale di 2[i].
ii) Stabilire se I € un ideale principale e, in caso affermativo, trovarne un generatore.
iii) Si stabilisca se I & un ideale primo e se € massimale.
iv) Calcolare M.C.D.(46 + 3i, 85i).

IIT Dato il numero complesso u =- 1 ++2 +1, si chiede:
i) trovare un polinomio non nullo f € Q@[x] che abbia u come radice.
ii) decomporre il polinomio f trovato in fattori irriducibili di R [x].

IV i) Mostrare che il polinomio f=x*-2x3 +6x+ [ & irriducibile in Q[x] .
ii) Decomporre in irriducibili di Z4[x] il polinomio g= xS+xf+x3-x-1.



Universita degli Studi di Bologna - C.d.L. in Matematica
Prova scritta di Algebra 2.6.1995 A

I Sia X={0,1} ¢ ZgX l'anello delle funzioni punto per punto da X .all'anello
Z3.

i) Trovare i divisori di zero di Z3%.

ii) E'verochese fe Z,X allora f & divisore di zero oppure & invertibile.

jiii) Esiste un sottoanello di Z3* che sia un dominio d'integrita?

123456
II Sia S; il gruppo delle permutazioni su {1,..,7} e a:( 7]

1437562
B=(15). Sia S il sottogruppo di S; generato da {o,B}. Si stabilisca:

i) quanti elementi ha S;

ii) se S ¢ normale in S7;

iii) quanti sono i morfismida Z a Sy che hanno S come immagine.

IIT In Q[x] siano: I l'insieme costtuito dal polinomio nullo e da tutd i polinomi
aventi 1 come radice di molteplicita almeno 2, J l'insieme costituito dal polinomio
nullo e da tutti i polinommni avent 1 come radice di molteplicita esattamente 2.

i) Stabilire se I & unideale di Q[x] e se ¢ principale.

ii) Trovare un generatore di Ie stabilire se Q[x]/I & un campo.

iii) Stabilire se J & un ideale di Q[x], se & un sottoanello di Q[x], se € un
sottogruppo additivo di Q[x].

1V Si consideri 'anello quoziente Q@Q[x)/I, dove I=(x2+kx-2) con ke Z.

i) Provare che esistono infiniti valori di ke Z periquali I'anello Q[x]/I € un
campo.

ii) Posto k =-1, trovare una coppia di divisori dello zero in  Q[x]/1.

iii) Usando ancora k =-1, stabilire seipolinomi a(x) = xt+4x3-3x%+x-1 ¢
b(x) = x*+5x3-x2- 4x-7 appartengono allo stesso laterale di Q[x]/I.

V Sia F:R[x] — € ' omomorfismo di anelli definito da:  F(a) = a  per
ogni ae R e F(x)=iV3.

i) Verificare che F & suriettivo ¢ determinare Ker F.

ii) Determinare F(Z [x]) e il nucleo della restrizione di F a Z [x].



* Universita degli Studi di Bologna - C.d.L. in Matematica
Prova scritta di Algebra 1.7.1995 A

I Sia K uncampo.

[ ain ap

i) Sidetermini il sottogruppo H di GL(2,K) formato dalle matrici A = ‘: }
a1 a2

10

che commutano con la matrice { i J con a=0.

a
ii) Si provi che la funzione f: H — (K*,) definita da f(A) = aj; € un
omomorfismo di gruppi suriettivo.

iii) Si determini ker f.

iv) Siprovi che la funzione g: kerf — (K,+) definita da g(A) = az; ¢ un

isomorfismo.

II In Z4[x] siano

I={p(x) = ag+ a;x + apx? + a3x> + ..+ ax" € Zq[x] | ag=a; =0},

J = {p(x) € Z7[x] / p0) =p1)=0},

T= {px) e Z7[x] / p(4) =0}.

i) Stabilire se I, J e T sono ideali di Z7[x] e in caso affermativo trovarne il
generatore.

ii) Studiare i quozienti Z;[x]/1 e Z7[x]/] stabilendo se sono domini di integrita

€ S€ sono isomorfi.
iii) Provare che Z4[x]/T = Z7.

IIT In Z x Z si consideri la relazione

(ab) ® (c,d) < I m,n interipositivi taliche c=am, d=bn.
Stabilire:
i) se ® & unarelazione d'ordine;

ii) se ®, €una relazione d'ordine totale.
iii) senell'insieme {(ab)e ZxZ /a>0, b>0} esiste minimo rispetto a @,.

IV i) Trovare il polinomio minimo di v 2-+v3 su Q esu Q ('3)
rispettivamente.

ii) Stabilire se i campi  Q[xJ/(x?+ 1) e Q[x)/(x2+2) sono isomorfi.

iii) Stabilire se i campi  R[x)/(x2+ 1) € R[x)/(x2+2) sono isomorfi.
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Prova scritta di Algebra 15.9.1995 A

I i) Mostrare che in Sg gli elementi di periodo 12 sono tutti coniugati.

ii) Quante sono le classi di coniugio in cui si ripartiscono gli elementi di peﬁodo 4 di
Sg?

iii) E' vero che S;=S3x Z4 7.

I Sia Z15 x Z g l'anello prodotto diretto degli anelli delle classi di resti modulo 12 e
20 rispettivamente e sia J l'ideale di Z 12 X Z o generato da ([9]15,[15]5¢). Si
chiede:

i) Quanti elementi ha I'anello quoziente Z;, x 217

ii) Z12x Zyy/J &undominio d'integrita?

iil) T+ ([5]12,[7]p0) & invertibile in Z 5 x Zop/I 7

iv) Esiste un intero positivo m per il quale glianeli Z., e Z1px Z,/J siano

isomorfi?

T Sia uuna delle radici quadrate del numero complesso 2 ++/2i. Sichiede:

i) Disegnare la posizione (approssimata) di u nel piano di Gauss.

ii) Provare che u & algebrico e trovarne il polinomio minimo Pu-

iii) Decomporre in fattori irriducibili la riduzione del polinomio p, negli anelli Z[x]
e Zslx].

I'V i) Stabilire, motivando le risposte, se il polinomio a(x) =x3-3x-1 & irriducibile
in Q[x], R[x], C[x].
if) Determinare il numero degli elementi di A =Z s[x]/(a(x)).

iii) Determinare l'inverso dell'elemento [x2-3]e A
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Prova scritta di Algebra 11.10.1995 A

I Nel gruppo simmetrico Sg delle permutazioni di 8 elementi si consu:lerl il
sottoinsieme H :={ce Sg / ¢({1,2,3}) < {1,2,3}}.

i) Sistabilisca se H & un sottogruppo di Sg.

if) Si trovino, se esistono, elementi di periodo 7 ¢ 6 in Sg e in H.

i : . 12345678 12345678
iii) Si calcoli ( )2(

= »
35214876 63418257) e se ne scriva la

decomposizione in prodotto di cicli disgiunti.

IT Sia A un anello commutativo e sia J un ideale di A. Sia I = {p(x) =pg +pix +
pox?+..+ ppx"e Alx]/ pje J perogni i} e sia £ A[x] — (A/D)[x]
l'applicazione definita da f(pg + p1x + pax“+ A+ ppx™) = [pgl + [pylx +
[pz]x +...+ [pp]x" dove [pi] denota la classe di p; in A/,

i) Provare che I & unideale di A[x].

ii) Determinare ker f.

iii) Esiste un isomorfismo fra A[x)/I e (A/N[x]?

iv) Stabilire se & vero il seguente risultato: " se I & un ideale primo di Afx] allora J
¢ un ideale primo di A".

v) Dare un esempio in cui J & un ideale massimale di A ma I non & un ideale
massimale di A[x].

IIT Sitrovinoin @ ein € le radici comuni dei seguenti polinomi :

f(x)=x5—2x4+2x3-2}{2+4 e g = x%+x3+2x2+2x

IV Esistono campi con 4, 13, 14, 25 elementi? Motivare le risposte e, nei casi

affermativi, trovarne un esempio.
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Prova scritta di Algebra 16.12.1995 A

I Dato il gruppo simmetrico Sg delle permutazioni sullinsieme I = {1,2,3,4,5,6},
dire se i seguenti sottoinsiemi sono sottogruppi e, in caso positivo, determinarne
l'ordine:

a) A={oe Sg /a(l) =1, a(6) = 6},

b) B={oe Sg /a@) e {4,5,6}},

c) C={ae Sg /al), a(6) e{1, 6}}

II Sia ZIN I'anello delle funzioni punto per punto dall'insieme dei naturali all'anello
degli interi e sia o: IN — IN l'applicazione definita da o(n) = 2n perogni n € N.
Sia ¢: ZN — ZN la funzione cosi definita: ¢(f) =f° o perogni fe ZN.

i) Stabilire se nell'anello Z N esistono divisori dello zero non nulli.

ii) Mostrare che f € un omorfismo di anelli.
iii) Esibire un elemento di ker ¢ diverso dallo zero di ZN.
iv) Stabilire se ker ¢ & un ideale primo.

IIT i) Determinare la decomposizione in fattori irriducibili di Q[x] del polinomio:
p(x) =x7/ - 2x0 + x5 - 2x4 - 7x3 + 14x2 - 7x + 14
sapendo che p(2) = p(-i) = 0.

ii) Determinare tutte le soluzioni in @, in R e in C del sistema:
{x4+x3-x—1=0

x3 +2x2-x-2=0

IV i) Stabilire per quali valori di ke Z3 l'anello A =Z3 [x]/(x2-x+k) &¢un
campo ¢, per tali valori, indicarne il numero degli elementi.
ii) Sia ke Z 3 uno dei valori determinati in i). Nel campo A corrispondente a tale

valore si determini la radice cubica di [x].
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Prova scritta di Algebra 19.2.1996 A

I Sia Zgx Zg l'anello prodotto diretto degli anelli delle classi di resti modulo 6 ¢ 8
rispettivamente.

i) Si stabilisca se l'elemento ([5]g, [3]g) appartiene al sottoanello fondamentale di
Z6 X Zg.

ii) Trovare, se esiste, l'inverso di ([5]g, [51g) in Zgx Zg.

iii) Trovare un ideale J di Zg x Zg tale che l'anello quoziente Zgx Zg/J sia

isomorfoa ZyXx Zj.

II i) Dimostrare che i gruppi S4 e D12 non sono tra loro isomorfi.
ii) Trovare cinque gruppi di ordine 24 a due a due non isomorfi, spiegando perche

non lo sono.

III Dato il numero algebrico u = v -3 + 10, si chiede:

i) Trovare il polinomio minimo p, di u su Q.

ii) Decomporre in fattori irriducibili di IR[x] il polinomio p,,.

iii) Trovare un divisore di zero non nullo dell'anello quoziente R[x]/(p; )-
iv) Decomporre in fattori irriducibili di C[x] il polinomio p,.

IV  Siano

I={p(x) =pg+ piX + ppx2+..+ ppx" e Z[x] / 5 dividep; perogni i} e
J={px)=pp+p1x+ p2x2+...+ ppx"e Z[x] / 5divide pg}.

i) Provare che I e J sono ideali di Z[x] e stabilire se sono principali.

ii) Stabilire se I & un ideale primo e se J & un ideale massimale.

iii) Determinare glhiideali InJ e I+

iv) Provare che l'ideale

K = {q(x) = qp + q1X + Qox%+..+ gpx™ € Q[x]/ 5 divide qp}

non & un ideale proprio di Q[x].
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Esercitazione scritta di Algebra 22.5.1996 A

I Sia Zs[x] l'anello dei polinomi 2 coefficienti nel campo Z 5 ¢ siano
f=x*+ x3 +4x2 +3x+3, g= 2%3 + 2x2 + x + 1 due suoi elementi.
Sia J = (f,g) l'ideale di Z s[x] generato da {f,g}. '

i) Si decompongano i polinomi f, g in irriducibili di Zs[x].

ii) Si stabilisca quanti sono gli elementi di Zs[x]/J.

iii) Si dimostri che I'anello Z 5[x)/] & un campo.

iv) Trovare la radice in Z 5[x]/J del polinomio [X + 41y +[x] € (Z 5[x1Ny]

(ossia del polinomio nell'indeterminata y e a coefficientl nel campo Z5[x]/7)

II Sia Z[i] l'anello degli interi di Gauss € siano u=-3+11i, v=8-i due
suoi elementl.
Determinre gli ideali (u) +(v) ¢ N ) d 2[i] e stabilire se sono primi

e se sono massimall.

III Sia Q[x] l'anello dei polinomi a coefficient razionali, IR il campo dei reali e
giano u=+v2, v= 1/~2. Si denotino con Oy: Qx] » R e oy Qx] = R i
morfismi sostituzione relativia u, v rispettivamente.

i) Si stabilisca se o € iniettivo.

ii) Si stabilisca se v € Im(cy)-

iii) Sitovi, se esiste, un elemento non nullo di  ker(cy) M ker(cy).

iv) Sidetermini il polinomio minimo di u++u su Q.

IV Sia Z[x] l'anello dei polinomi a coefficient interi e sia ¢: Z[x] = Z[X]
l'applicazione definita da:  ¢(ag +ayx + ... * apx™) =ag + 21X,

i) Sistabiliscase ¢ €un omomorfismo di anelli.

ii) Si provi che o1(0) & un ideale di Z[x] ¢ si stabilisca se & un ideale principale.
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I Siintroduca su X = {2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22} la seguente relazione:

xry se 0 =¢(y) dove ¢ denotalafunzione di Eulero.

Stabilire se la relazione r & di equivalenza €, in caso positivo, calcolare le classi di
equivalenza.

II Sia X={1,2} e Z4X I'anello delle funzioni punto per punto da X all'anello
Ziss

i) Elencare gli elementi del sottoanello fondamentale di Z* .

ii) Trovare, se esiste, l'inverso in Z4X della funzione f: X — Z, definita, per ogni
xe X, da ) =[2x+ 14

III Sia Q[x] l'anello dei polinomi a coefficienti razionali, R il campo dei reali e
siano u, v € R. Si denotino con o, Q[x] - R e o,: Q[x] - R i morfismi
sostituzione relativia u, v rispettivamente.

i) Si dimostri che Im(c,) =Q seesolose ue Q.

ii) E'possibile rovare u,ve R-Q taliche u#v e Im(c,) =Im(cy)?

iii) E'vero che se ker(g,) n ker(cy) = {0}, allora ker(c,) = {0} oppure
ker(c,) = {0}?

iv) .Si determini ker(c,) per u= \/ \V'.2+1 e sidimostri che & un ideale
massimale di Q[x].

IV Sia R[x] l'anello dei polinomi a coefficienti reali, sia =~ A = Rxl/(x2-1) e
sia m: R[x] — A la proiezione canonica. Sia S lideale di A generato da
[x+DH&+1)] .

i) Esistono nell'anello A elementi non nulli il cui quadrato sia nullo?

ii) Trovare due ideali distinti IeJ di R[x] taliche w(I)=m=()=S.
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I Siano Z e R i gruppi additivi degli interi e dei reali.
i) Si stabilisca se esiste in R un sottogruppo con 4 elementi.
i) Sitovino due sottogruppi S e T di IR, distinti, che siano isomorfia Z,

iii) Si stabilisca se i sottogruppi S e T del punto precedente possono essere presi in
modo che S NT = {0}.

IT Si consideri l'anello prodotto diretto Z x Z eisuoiideali 1=2Z x Z e
J =2Z x32Z.

1) Si individui un anello A per il quale esiste un omomorfismo di anelli suriettivo
f: ZxZ — A taleche kerf=1 Sidescrivaf.

ii) Si proviche I & un ideale massimale di Z x Z.

iii) Si individui un anello B per il quale esiste un omomorfismo di anelli suriettivo
g ZxZ — B taleche ker g=1J. Sidescriva g.

iv) Sistabilisca se J & unideale primodi Z x Z.

III i) Stabilire se i seguenti polinomi sono riducibili in Q[x], R [x], Z3[x]:

a(x) = 2x7 - 6x7 + 5x2- 15

b(x) = 2x3 - 6x3 + 9x2- 15
ii) Scrivere una decomposizione in irriducibili del polinomio a(x) in Qlx], R[x],
Z3[X].
iii) Stabilire se esiste un primo p per il quale a(x) e b(x) siano divisibili per x+1
in Zp[x] .

IV Siano Q[x] l'anello dei polinomi a coefficienti razionalie @Q x@Q l'anello
prodotto diretto di @ per se stesso. Dati a,be Q sia fp: Q] - @xQ
I'omomorfismo di anelli definito da fap(P(x)) = (p(a),p(b)) perogni p(x) e Qx].

i) Sistabilisca per quali valoridi a,be Q l'omomorfismo fyp € suriettivo.

i) Sidetermini un generatore di ker f },.

iii) E'possibile scegliere a,be @ in modo che f,p sia suriettivoe ker f,, siaun
ideale massimale di Q[x]?

iv) Nelcasoincui a=b sistabiliscase Imf,}, &uncampo e, in caso affermativo,
se € isomorfo a Q.
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Prova scritta di Algebra 11.9.1996 A

I Sia Zgx Zg il gruppo prodotto diretto del gruppo delle classi di resto modulo 6
per se stesso ed S il sottogruppo di Zgx Zg generato da
X = {([216.[0)¢), ([(206:[2]6). ([0lg.[416)).
i) Si stabilisca quanti elementi ha S.
ii) Sistabilisca se S & isomorfo a qualche gruppo B

iii) Si stabilisca se esiste un epimorfismoda Zss a Zex Zg/S.

II' Sia A=RR TI'anello delle funzioni punto per punto dal campo dei numeri reali
In se stesso.

i) Verificare che I'insieme M delle funzioni che si annullano in 3 & un ideale di A.

ii) Verificare che l'applicazione ¢: A/M — R definita, per ogni [flyp € A/M, da
O([flyp) = £(3) & un isomorfismo di anelli.

ili) Stabilire se M ¢ un ideale primo di A .

III i) Stabilire se in Z[x] Tinsieme S di tutti i polinomi il cui termine noto &
divisibile per 3 o per 5 ¢& un ideale.
ii) Stabilire se in Z[x] i polinomi costanti 1 e 2 appartengono allideale somma
degliideali I=(x3+x+1) e J=(x+1).
ili) In Q[x]" si considerino i polinomi

a(x) =x3 +4x% +7x + 6 bx) =x*+2x3-x2+ 4
e si stabilisca se I'ideale M = (a(x)) N (b(x)) & primo.

IV Sirisponda alle seguenti domande motivando la risposta e, in caso affermativo,
costruendo 1'omomorfismo richiesto.

i) Esiste un omomorfismo di anelli iniettivo dal campo Z3 al campo Z S{X]/(x2+x+1)'?
ii) Esiste un omomorfismo di anelli iniettivo dal campo @ al campo Z5(x)?

iii) Esiste un omomorfismo di anelli suriettivo dal campo Zs[x]/(x2+x+1) al campo
Q7

iv) Esiste un omomorfismo di anelli suriettivo dal campo Z5[x]/(x2+x+1) al campo
Z 5[x)/(34+x+1) 7

v) Esiste un omomorfismo di anelli suriettivo dal campo 25[x]/(x3+x+1) al campo
Z s[x]/(x2+x+1) ?
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I Sia Sjp il gruppo delle permutazioni sull'insieme {1,..,10} e sia o =
(37145)(2849) un suo elemento.

i) Si determini l'ordine del sottogruppo H di Sy generatoda o.

ii) Se Pe Sy &taleche P(1)=3 e P(3) =1, puo essere coniugato di o.?

iii) Esiste un morfismo iniettivo f dal gruppo Z4 ad Sig taleche Im(f) z H? In

caso affermativo si determini un f siffatto.

II Sia ZyyxZ l'anello prodotto diretto degli anelli Zppe Z,

i) Stabilire se l'elemento ([13]5g, -27) appartiene al sottoanello fondamentale di
Zogx Z. '

ii) Trovare un ideale 1 di Zpox Z tale che Zppx Z/I abbia caratteristica 3.

iii) Stabilire se esiste un ideale J di Z,gx Z tale che Zyo x Z/J sia isomorfo
all'anello Z3 x Z.

I Sia £f(x)=x4+2x3 +2x+ 1 un polinomio a coefficienti interi.

i) Siproviche f(x) ¢ irriducibile in Q[x].

ii) Decomporre in irriducibili di Z3[x] lariduzione modulo 3 di f(x).

iii) Trovare una radice reale di f(x), cercando, per esempio, gli a € R per i quali
x2 +ax+ 1 divide f(x).

iv) Decomporre f(x) in irriducibili di R[x] e di CIx).

IV Siano A; e A, dueanellinonnulliesia f:Aj— A, un morfismo suriettvo.

i) Mostrare che se A; & uncampo anche Ay € un campo.

ii) Trovare un esempio in cui il viceversa ¢ falso, cio& un caso in cui A sia un campo
ma A non lo sia.

jii) Se car(A,) = 2, cosa si pud dire di car(Aq) ?

iv) Se J &un ideale propriodi Aj, f(J) € necessariamente un ideale proprio di Ap ?
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I Sia S; il gruppo delle permutazioni sull'insieme {1,...,6,7} esia o un suo
elemento tale che (3) =6, a(6) = 1, a(1) = 3.

i) Sideterminino i possibili periodidi o in S-.

ii) Si stabilisca se o pud essere coningato di (3 6)(7 1).

iii) Sistabilisca se & vero che o commuta con (3 6).

I Sia Zjgx Z il gruppo prodotto diretto del gruppo delle classi di resti modulo 10
e del gruppo degli interi. '

i) Elencare imorfismi f:Z — ZjgxZ taliche kerf=2Z.

ii) Un morfismo g:Z — Zijgx Z puo'essere suriettivo ?

iii) Esiste un sottogruppo normale S di Zjgx Z tale che il gruppo quoziente
Ziox Z/S siaisomorfoa Zyx Z?

IIT Sia Z Iinsieme degliinteri ed E larelazione su Z cosi' definita: per ogni z,w
e Z,
zEw <===> 4 divide 3z+w
i) Mostrare che E ¢' una relazione di equivalenza.
ii) Dire quali elementi dell'insieme {-2,-1,0,1,2} sono E-equivalenti a 6.
iii) Elencare 4 classi di equivalenza di E distinte.

IV Sia Zyx Zg l'anello prodotto diretto degli anelli delle classi di resti modulo,
rispettivamente, 2 ¢ 6.

i) Trovare gli element invertibilidi Z,x Zg,

ii) Trovare un sottogruppo del gruppo additivo dell'anello Z, x Zg che non sia un
ideale.

iii) Stabilire se l'ideale di Z,x Zg generato da  ([0]5,[2]¢) €' primo.

iv) Stabilire se nell'anello Z, x Zg esistono elementi nilpotenti.
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I Sia Zgx €~ il gruppo prodotto diretto del gruppo additivo delle classi di
resti modulo 8 e del gruppo moltiplicativo dei numeri complessi non nulli ed H
il sottogruppo di Zg x C* generato dall’insieme {([6]s,?),([4]s,1)}. Si chiede:

i)  Elencare gli elementi di H. '

ii) H e ciclico ?

iii) Esiste nel gruppo S, delle permutazioni su {1,2,...,6}, un sottogruppo

isomorfo ad H ?

II Dato il numero complesso u = 1/v2 41 +1 \/ V2 — 1, si chiede:

i)  Trovare il polinomio minimo, p,, di u in @[z
ii) Determinare due radici complesse di p .

iii) Trovare in R[z] un polinomio di secondo grado che divida py .

IIT Siano f =z*+z—2 e g =2° —32® + 62 — 4 due polinomi a coeflicient
interi. Si chiede:
i)  Esistono nell’anello quoziente R[z]/(f)N(g) dei divisori di zero non nulli ?
ii) L’ideale (f)+(g) & primoin Q[z] ?
iii) L’ideale (f)+ (g) & principale in Z[z] ?

IV Sia Zyx Zg I'anello prodotto diretto degli anelli delle classi di resti modulo
12 e 18. Si chiede:

i) ([5)12,[11]1s) appartiene al sottoanello fondamentale di 79 x Z;g ?

ii) Esiste un morfismo di anelli da Zg a Zg x Z1g ?

iii) Trovare unideale J di Z o x Z;g tale che I'anello quoziente 74 X g/ J

abbia 4 elementi ma non sia isomorfo a 224.
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I Sia Z[z] I'anello dei polinomi a coefficienti interi ed f = g5 + 4z¢ + 2%
4z® + 32 + 1 sia un suo elemento. Si chiede:

i)  Decomporre in irriducibili di Zq[z] la riduzione modulo 2 di f.

ii) Decomporre in irriducibili di Zg[z] la riduzione modulo 3 di f.

iii) Dedurre dalle prime due risposte che f & irriducibile in Z(z].

II Siano ZZ e Q igruppiadditivi degli interi e dei razionali ed H il sottogruppo
di @ generato dall’insieme {-3% ; g }. Si chiede:

1)  Mostrare che H ¢ ciclico esibendone un generatore.

ii) E vero che, per ogni z,w € 7, risulta [z]g = [w]y ?

iii) Costruire un morfismo di gruppi f :7Z —s Q tale che Im(f) = H.

IIT Sia K un campo con 4 elementi ed z2 + 1x sia un polinomio di Klz]. Si
chiede:

1) Quanti elementi ha 'anello quoziente Klz]/(z* + 1g) ?

ii) L’ideale (2® + 1x) & massimale in K|[z] ?

iii) E veroche K(z]/(z? +1x) =K x K ?

IV Sia Z x Z D’anello prodotto diretto dell’anello degli interi per se stesso e J
sia un suo ideale. Si chiede:

i)  Trovare J in modo che l’anello quoziente 7Z x ZZ/J sia un campo.

i) Esiste J per cui Z x Z/J sia un campo con 4 elementi ?

iii) Trovare tutti gli J peri quali Z x Z/J ha caratteristica 10.

V  Sia N linsieme dei naturali, A = {1} U {3k | k € N} ed R la relazione su
IN definita da; Ym,n € N, mRn < 3a€ A tale che ma=n. Si chiede:
i)  Mostrare che R & un ordine su IN.
il) R & totale ?
ili) L'insieme {3,9,18} ha minimo rispetto ad R ?
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I Sia (G,') un gruppo di ordine 8 e Z I'insieme degli interi. Sia poi E la
relazione su G x Z definita da: per ogni (g,z),(h,w) € G x 7Z,

(9,2) E (hyw) < g¢* = h™. Si chiede:

i)  Provare che E & una equivalenza su G x 7.

ii) Mostrare che G x Z/E ha 8 elementi.

iii) Esiste g € G, g # lg, tale che (g,3) € [(16,0)] 5 ?

II Sia J l’ideale dell’anello Zs|z] generato dal polinomio z? + 4z + 1; poste
K =17Z[z]/J e [z];=¢, si chiede: '
i)  Mostrare che K & un campo e trovarne la caratteristica.
ii) Trovare la forma ridotta dell’elemento 3 +4 in X .
ili} Trovarein K, se esiste, una radice quadrata di 3¢.

I Sia R il campo dei numeri reali, 4 = R[z] x R[z] e I, J gli ideali di 4
generati, rispettivamente, da (z,2%2 +2) e (2,z% +2). Si chiede:

1) Mostrare che I C J ma non viceversa.

ii) I e J sono ideali massimali ?

ili) Esiste un isomorfismo di anelli tra 4/J e € ?

IV Sia Sg il gruppo delle permutazioni sull’insieme {1,2,...,6} ed H C S sia
cosi definito; H = {0 | 0 € Sg & o(2) = 2}. Si chiede:

i) Provare che H ¢ un sottogruppo di § 6-

ii) H énormalein Sg ?

ili}) E vero che tutti gli elementi di periodo 4 di H sono tra loro coniugati in

H?

VY Sia Z;Fg il gruppo degli elementi invertibili del campo Z1q e 4 il gruppo
additivo delle classi di resti modulo 4. Si chiede:

i)  Determinare tutti i morfismi da Zy a 21*3.

i1) Dire se ce ne sono di suriettivi.

fii) Quanti sono quelli iniettivi ?
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I Siano F ed F, due campi finiti con 9 e 27 elementi. Si chiede:
i)  Quale ¢ la caratteristica dell’anello Fy x F, ?
ii) L'insieme F} X {0Op,} con le restrizioni delle operazioni di F} x F, & un
campo ?
i) F x {Op,} & un sottocampo di F; x Fy ?

T Sia 7L I'anello delle funzioni punto per punto dall'insieme dei naturali
all’anello degli interi e sia J = {f | f € zN & f(n) =0Vn € TIN}. Si chiede:

i) Mostrare che J & un ideale di Z J

ii) L'ideale J & primo ?

iii) E vero che ZIN/JEZPIN ?

ITT Sia Sy il gruppo delle permutazioni sull'insieme {1,2,...,5}, o = (23)(45),
B =(24)(35) due suoi elementi ed H = ({a,3}). Si chiede:

1)  Quanti elementi ha H ?

ii) Glielementi (1345) e (1352) di S stanno in uno stesso laterale di H ?

ili) Trovare un elemento di Sg\ H che commuti con .

IV Siano f=12%—5z° +9z* —92° + 2022 — 362 +20, g =2°—22° — 22 +2 ¢
h =z +22%+ 2z + 1 tre polinomi a coefficienti interi. Si chiede:
i) Sapendoche f(1) =0 e f(2+i) =0 decomporre f in irriducibili di @[z].
ii) Decomporre in irriducibili di Z3[z] la riduzione modulo 3 di f.

iii) Trovare le radici complesse comuni dei polinomi ¢ ed h.

V  Sia @ un intero positivo e sia u = 1/a + V6. Si chiede:

i)  Trovare un polinomio f monico, a coefficienti interi e di grado 4 che abbia
u come radice.
ii) Trovare un a per cui f sia irriducibilein Q[z].

iii) f & irriducibile in @ [z] per tutti gli interi positivi a ?
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I Sia 719 linsieme delle classi di resti modulo 12 e * l'operazione in esso
definita da: per ogni (z]12,[y)12 € Z12, [(z]i2* [y]12 = [z +y + 5]12. Si chiede:
i)  Mostrare che (Z19,%) & un gruppo, indicandone I’elemento neutro e l'in-
verso di ogni elemento.
ii) Trovarein (Z19,*) un elemento di periodo 2.

ili) Elencare gli elementi del sottogruppo di (Z1g,*) generato da [3];2.

II Sia 73 x Z il prodotto diretto degli anelli delle classi di resti modulo 3 e
degli interi e sia J = {([2]3,6w) | z,w € Z} . Si chiede:
i) Esistono dei sottoanelli finiti di Zg x Z ?

ii) Mostrare che J ¢ un ideale di Z3 X Z e che non ¢ massimale.
iii) Trovareunideale H di ZgxZ, H # J,taleche Z3xZ/H = ZL3x 7L/ J .

III Sia Zg[z] I'anello dei polinomi a coefficienti nel campo 73, f = 27 +22% +
22° + 234+ 2, g = 2284+ 225 +2* + 22 + 2+ 2 due suoi elementi e sia K un campo,
estensione di Z3, nel quale esista ¢ tale che ¢ = —1. Si chiede:

i) Trovare un massimo comun divisore, d, di f e g.

ii) Decomporre d in irriducibili di ZZ3[z].

iii) E vero che in K[z] il polinomio d si decompone in fattori lineari ?

IV Sia R il campo reale, oy : Q[z] = R e oy : Q[z] = IR i morfismi sostitu-
zione relativi ai numeri reali u = V6 e v = v2 + /3. Si chiede:

i)  Trovare un generatore dell'ideale keroy .

ii) Mostrare che Im(oy) C Im(oy).
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I Siano Z[z] e @Q[z] gli anelli di polinomi a coefficienti, rispettivamente, interi
erazionalied f=2*+z+a, g=1+2 due elementi di Z[z]. Se I =(f)+(g)
in Zlz] e'J = (f) +(g) in @z] si chiede:

i) Esiste a tale che I = Z[z] ?

ii) Trovare un a per il quale I non sia principale.

iii) C’& qualche a per cui J risulti massimale ?

iv) Determinare un a per cui J non sia massimale.

II Sia 7 il gruppo degli interi e Z4 x Z4 il prodotto diretto del gruppo delle
classi di resti modulo 4 per se stesso. Si chiede:

i)  Elencare tutti i morfismi f:Z — Z4 x Z4 per cui |Im(f)| =2.

ii) Esiste qualche epimorfismo da ZZ a Zy4 X Zy 7 '

iii) Trovare un morfismo f:7Z — Z4 x Z4 tale che ker f = 47Z.

III Sia X = {0, 1}]N ed E la relazione su X definita da; per ogni f,g € X,
fEg < f(5)=g(5) & f(6) = g(6). Si chiede:

i) Mostrare che E & una equivalenza su X.

ii) Provare che X/E ha 4 elementi.

iii) E vero che, per ogni f € X, l'insieme [f]p & infinito ?

IV Sia @ il campo dei razionali, K = Q(v/=5) la sua estensione ottenuta con
I'aggiunta del numero complesso /=5 e sia u = +/1++/=5. Si chiede:

i)  Trovare il polinomio minimo, py, di v in Q[z].

ii) Decomporre p, in irriducibili di K[z].

iii) Decomporre py in irriducibili di C[z].
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I

Sia S7 il gruppo delle permutazioni sull'insieme {1,2,...,7},

a=(267)o(1237) B=(167)s(2345)

due suoi elementi e sia H = (@), K = (§). Si chiede:

i)
i)
iii)

iv)

II

Determinare il periododi o e 8 in S7.

Stabilire se @ ¢ [ sono coniugati in S7.

Esiste un morfismo iniettivo f: Z3 — S7 tale che Im(f) C H ?
E vero che (167) € HNK ?

Sia 7 l'anello degli interi e Z12 quello delle classi di resti modulo 12. Siano

poi @, € Z19, non entrambi nulli, ed f: 7 x Z — Zi19 definita da, per ogni
(z,y) e ZxZ, f((z,y)) = za+ yB. Si chiede:

i)
i)
i)
iv)

v)

111

N,
i)
i)

Determinare tutti i divisori di zero di Zq9.

Mostrare che esistono degli o, per cui f non ¢ un morfismo di anelli.

E vero che se f & un morfismo di anelli allora & suriettivo ?

Trovare o, B € {[0]12, [1]12} per cui f & un morfismo di anelli.

Per a = (1l}12, 8 = [0];2 trovare il nucleo di f e stabilire se & un ideale

primo.

Sia IN l'insieme dei naturali ed R la relazione su IN definita da; Vm,n €
mBn < 3heNN tale che m" =n. Si chiede:
Mostrare che R & un ordine su IN.

Trovare gli n € IN per cui si verifica 3Rn & nR 3.

iii) Il sottoinsieme {3% | k € I\ {0}} ha massimo rispetto ad R ?
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1

I  Sia Z[z] l'anello dei polinomi a coefficienti interi ed I l'ideale di Z[z] ge-
. Si chiede:

i) L'ideale I & massimale ?

nerato da —7

Tl el AT

\ g U U, L | Ao W
; I'rovare che ianelic Juudl€hee i/ I GO

eie
(he

iii) L'elemento [ — 7z — 1 & invertibile in Z({z]/I 7
iv) Calcolare la caratteristica di Z{z]/I. ¥
II Sia S7 il gruppo delle permutazioni sull'insieme {1,2,...,7}, & = (13486),

3=(14)(36)(57) due suoi elementi ed 5 = ({a,F}). Si chiede:
i)  Stabilire se af = fea.

ii) Mostrare che H ha 8 elementi.

ii) H e isomorfoa Zg?

i
iv) Esiste un morfismo f:Z — 57 tals che Im(f) € H e |Im(f)

—
o
~—

2

— 4

. 3 - 4 0 - . . " . . i .
II1 Sia f=1z%—5z* —82% £ 12z° — 252z — 1 un polinomio a coefficienti interi ed
fi, fs siano le riduzioni di f modulo 3 = 5 rispettivamente. Si chiede:
i) Decomporre f5 nel prodotto di irmaucibill di Zs{z].

ii) Esiste, nell’anello quoziente Z3(z|/(f3), un divisore di zero non nullo ?

|

J
i) Mostrare che f & irriducibilein Q'z]. C15e¢ ecan

IV Sia u una delle due radici del polinoraio a coefficienti reali z* — 3z +3 — v/

Si chiede: 7
1)  Mostrare che u & algebricosu @ e trovare il suo polinomio minimo py in
ii) 1l campo @Q(v/5) & sottocampo di @ (u) ?

iii) Stabilire se @Q(u) & campo di spezzamento per py .

[S11]
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I  Sia 74 il gruppo additivo delle classi di resti modulo 40 e E;g il gruppo
moltiplicativo degli elementi invertibili dell'anello Z,g. Si chiede:

i)  Elencare i morfismi da Z, a Zg .

ii) Esiste un morfismo f: %, — Zg tale che ker f = ([5]4q) ?

iii) Zsg & ciclico ?

IT Sia Z[z] I’anello dei polinomi a coefficienti interi, f = z*—2x3—-2224+-6z—4,
g = 22% — 6z + 4 siano due suoi elementi, e sia @[z] l'anello dei polinomi a
coefficienti razionali. Si chiede:

i) Determinare in @ [z] un generatore dell’ideale (f, g).

ii) Mostrare che in Zi(z] l'ideale (f) + (g) non & principale.

iii) Esiste h € Q[z] taleche h € (f)N(g) e h € (fg) ?

III Siano a e b interi positivi,  sia il numero reale 1/a +V/7b e D, il suo
polinomio minimo su @ [z]. Si chiede:

i)  Mostrare che deg(p,) <4.

ii) Trovare a e b per i quali risulti deg(p,) =4.

iii) E vero che u; = {/a— V/7b &radice di p, ?

IV Sia 7Z[i] V'anello degli interi di Gauss e w =17 — 41, z = 4 — 77 siano due
suoi elementi. Si chiede:

i) Decomporre w nel prodotto di irriducibili di Z [4].

ii) E vero che 13 appartiene all'ideale di Z[i] generato da {w,z} ?

iii) Trovare a € Z[i] tale che l'ideale ({a,w}) sia massimale.
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I  Sia 7Z x 7 Panello prodotto diretto dell’anello degli interi per se stesso e sia
A ={(32,52) | z € ZL}. Si chiede:

i)  Mostrare che A non & un ideale di 7ZZ x ZZ.

ii) Determinare l'ideale I di 7Z x ZZ generato da A.

iii) L’ideale I & primo ?

iv) L’anello quoziente ZZ x Z/I & isomorfo a qualche anello 7Z,, ?

II Sia Sg il gruppo delle permutazioni sull'insieme {1,2,...,8}, Z il gruppo
additivo degli interi ed f :7Z — Sg un morfismo di gruppi. Si chiede:
i)  Elencare le classi di coniugio in cul si ripartiscono gli elementi di periodo 6
di Sg.
ii) Perquali f siha 11 €kerf ?
iii) Esiste f tale che {(135),(24)} CIm(f) ?

III Sia Q[z] 'anello dei polinomi a coefficienti razionali ed f = 2z° +z* +6z” +
5z + 1 un suo elemento. Si chiede:

i)  Decoporre f nel prodotto di irriducibili di @ [z].

ii) Se u € C &unaradicedi f, trovare il polinomio minimo di v +1 in Q[z].

iii) Provare che la riduzione modulo 7 di f hain Z7 una radice multipla.

IV Sia R il campo dei reali, u = V6+2V5 e o, : Q[z] - R il relativo
morfismo sostituzione. Si chiede:

i) Stabilire se u € Z[V5].

ii) Mostrare che v/5 € Im(a,).

iii) E vero che Im(o,) = Q(v/5)?

iv) Trovare, se esiste, f € kero, tale che deg(f) = 2.
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I Sia Z linsieme degli interi ed E la relazione su 7 x 7 definita da; per
ogni (z,w), (z1,w1) € L X Z, (2,w) E (z1,w1) <> |z|+2|w| = |z1| + 2|wi].
Si chiede:

i)  Mostrare che E & una equivalenza su 7 x 7.

ii) Provare che l'insieme quoziente 7Z x Z/E & infinito.

iii) Se z.& un intero positivo, quanti elementi ha l'insieme [(0, z)]g 7

I Sia Zg[z] I'anello dei polinomi a coefficienti nel campo Zs, f = %+ 2% +
2241 e g=2°+2"+2*+ 2%+ 22% + 2 due suoi elementi e sia d = MCD (7, g).
Si chiede:

i)  Calcolare d.

ii) Decomporre d nel prodotto di irriducibili di Z4[z].

iii) Trovare, se esistono, s,t € Zg[z] per cui fs+gt =2°+2z* + 23+ 22+ 2.

IIT Sia 7Zg x ZZ il gruppo prodotto diretto del gruppo delle classi di resti modulo
8 e del gruppo degli interi e sia f : Z — Zg x Z un morfismo di gruppi. Si
chiede:

i) Trovare f per cui risulti ker f = 47Z.

ii) E veroche se ([1]s,2} €Im(f) allora-f & iniettivo-2-

iii) Mostrare che f non pud essere suriettivo.

IV Sia € il campo complesso, u € € diverso da 3 e v =1u/(u— 3). Si chiede:
i) B veroche @Q(u)=Q(v) ?
ii) Mostrare che u @ algebrico se e solose lo & v.
iii) Se u e v sono algebrici e p,, p, sono, rispettivamente, i loro polinomi
minimi in @ [z], & vero che deg(p,) = deg(p,) ?
iv) Se p,=1%—9z+ 1, calcolare p,.
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I Sia Sg il gruppo delle permutazioni sull'insieme {1,2,...,8} e
a=(16)0(268)0(35784), B=(157)s(245683)
due suoi elementi. Si chede: _
i)  Qual & l'ordine del sottogruppo (o) ?
ii) « e/ sono coniugatiin Sg?
iii) Esiste un morfismo iniettivo ¢ : Z, — Sy tale che Im(g) C () ?

IT  Datii numeri complessi u = cos(m/4) +isin(m/4) e v =u— 1, si chiede:
i) Mostrare che u e v sono numeri algebrici e calcolarne i polinomi minimi,
Dy € Dy, in Qfz].
ii) Ridurre, se & possibile, modulo 3 il polinomio p, e decomporre tale ridu-
zione nel prodotto di irriducibili di Z,[z].
iii) Decomporre p, nel prodotto di irriducibili di € [z].

ITT Sia Z,[z] l'anello dei polinomi a coefficienti nel campo delle classi di resti
modulo 3, f =az®+ 2z + 1 un suo elemento e J l'ideale di Z,|z] generato da
f . Si chiede:

1) Quanti elementi ha I'anello quoziente Z,[z]/J ?

i) Trovare tutti gli a € Z, per cui Z,[z]/J risulti un campo.

iii) Per ciascuno di tali a calcolare I'inverso in Z,[z]/J dell’elemento J + 2z .

iv) Esiste a € Z; per cul Z,[z]/J sia isomorfo a Z, x Z, 7

IV Sia 7Z x ZZ D'anello prodotto diretto dell’anello degli interi per se stesso e sia
J =3Z x TZ . Si chiede:
i) L'ideale J & primo ?
ii) Trovare w = (m,n) € Z x Z tale che l'ideale J + (w) sia massimale.
iii) Trovare un anello A ed un morfismo di anelli f : ZZ x Z — A tale che
kerf=J.
iv) Un anello A che risponda al quesito precedente pud essere un campo ?
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Prova scritta di Algebra 29.1.99 A

I Sia Sg il gruppo delle permutazioni sull’insieme A0 8} e
@=(14), B=(257)(368), = (235678)
tre suol elementi. Si chiede:
1) Trovare il periodo di Boy in Sq.
ii) E vero che (@, 8) C (a,v) ?
iii) Trovare un sottogruppo H di Sg taleche a e H ¢ |H| =4.
iv) Mostrare che ber nessun morfismo ¢ : Z — Sg pud essere Im(g) = H.

I Siano Z[z] e @ [z] gli anelli dei polinomi a coefficienti, rispettivamente, interi
e razionali. Si chiede:
i) L'unione insiemistica degli ideali (2? — 52 +4) e (22 - 2) di Z[z] ¢ un
ideale di Z[z] ?
ii) Domanda uguale alla precedente sostituendo perd Z[z] con @[z].
iii) Lideale (z2+1)N (22 -2 7 — 2) di @Q[z] & primo ?
iv) L'ideale (22— 51 4)+(z-2) di Z[z] & principale ?

III Sia Zi;[z] Panello dei polinomi a coefficienti nel campo delle classi di resti
modulo 11 e J lideale di Zy[z] generato da 22+ 4z + 1. Si chiede:
i) Trovare un divisore di zero non nullo nell’anello quoziente Zy4(z]/ T .
ii) E vero che J + 2z + 4 ha periodo 2 nel gruppo degli elementi invertibjli
dell’anello .22, [z]/J ?
lii) Quanti sono i sottoanelli di Zq[z]/T ?

IV Siano R e @ i campi dei reali e dei complessi e sia u = 2{++/=3 + 5; dove
V=3 +51 indica, tra i due numer; complessi il cui quadrato & —3 + 51, quello che
ha la parte reale positiva. Si chiede:
i) Trovare il polinomio minimo, p,, di u in Qz].
ii) II numero complesso — 27+ /=3 L 5; & radice di p, ?
iii) Scrivere u nella forma canonica per i numeri complessi: cioé trovare a,be
R tali che risulti © = ¢ + ;.
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Prova scritta di Algebra 18.2.99 D

1 Sia Z x Z il gruppo prodotto diretto del gruppo additivo degli interi per se
stesso e sia H il sottogruppo di Z x Z generato da (9,15). Si chiede:
i)  Mostrare che i laterali H + (4,4) e H + (49,49) di H non sono uguali.
i) E vero che il gruppo quoziente 7 x 7Z/H & infinito ?
iii) Trovare il periodo di H + (12,20) in Z x Z/H .
iv) Esiste un epimorfismo di gruppida Z a Z x Z/H ?

II Sia Z5x Z 'anello prodotto diretto degli anelli, delle classi di resti modulo
15 e degli interi. Si chiede:
i) E vero che elemento ([2];5,47) appartiene ad ogni sottoanello di Zy5x Z ?
ii) Trovare due ideali distinti, I e J, di Z5 x Z tali che gli anelli quoziente
Zys x [T e 75 x ZJJ siano isomorfl.
iii) Esiste un ideale I di Z5 x Z tale che 75 X Z2/1 = Zhoy X %5 ?

II1 Sia @[z] l'anello dei polinomi a coefficienti razionalie ¢ : Qz] — @ x @
sia la funzione definita da; per ogni f € Q[z], ¢(f) = (f(5), f(6)). Si chiede:
i) Mostrare che ¢ ¢ un morfismo di anelli.
ii) Trovare un generatore dell’ideale ker¢.
iii) E vero che per ogni f € Q|z] esiste r € @ [z], nullo oppure di grado minore
di 2, per il quale risulta ¢(r) = ¢(f) ?
iv) Mostrare che (10,13) € Im(9).

IV Sia @ il campo dei razionali ed A il sottoinsieme di @ cosi definito;
A:{% |2,n€Z&n>0}
Si chiede:

i)  Mostrare che A & un sottoanello di @ .

ii) Trovare gli elementi invertibili di A.
iii) E vero che gli ideali ( 10 )+ (%g

- ) e (5) di A sono uguali ?
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Esercitazione scritta di Algebra 23.2.99 G

I  Sia IN linsieme dei naturali e C la relazione d’ordine in IN cosi definita; per
ogni myn€N, mEn<=[(m=n)V(m<50&m<n)]. Sichiede:

i) L’ordine C ¢ totale ?

ii) Trovare, se esiste, il minimo di (IN,C).

iii) Elencare gli elementi dell'insieme {a|a € N & 48 C a & a C 60} .

IT Sia 72,3 l'anello delle classi di resti modulo 18 ed A un anello. Si chiede:
i) Esiste A per cui l'anello prodotto diretto A X Z,g risulti un dominio di
integrita ?
ii) Trovare A in modo che A x Z;g abbia caratteristica 36.

iii) Esiste A per il quale A x Zg abbia esattamente 12 elementi invertibili ?

ITI Sia Sg il gruppo delle permutazioni sull’insieme {1,2,...,6} ed H il sotto-
_gruppo di Sg generato da o =(354)0(1243). Si chiede:

i)  Elencare gli elementi di H.

ii) Se Ag @il sottogruppo alterno di Sy, trovare l'ordine di H N Ag.

iii) Trovare un morfismo ¢ : 7 — Sg tale che ker¢ =27 & Im(¢) C H .

IV Sia Zg 'anello delle classi di resti modulo 8 ¢ K un campo. Si chiede:
i)  Pud esistere in K un sottoanello isomorfo a Zg ?
ii) Sipud scegliere K in modo che esista un morfismo di anelli ¢ : Zg — K 7

iii) E possibile che esista un morfismo di anelli % : K — Zg?
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Prova scritta di Algebra 4.6.99 A '

I Sia Sg il gruppo delle permutazioni sull'insieme {1,2,...,8} ed H C S; sia
cosi definito; per ogni o € Sy,
aeH < «a({23,4}) =1{2,3,4}
Si chiede:
i) Mostrare che H & un sottogruppo di Syg.
ii) H é isomorfoad Sg7
iii) Trovare un coniugato di (24) che non stia in H .

iv) Esiste in H un elemento di periodo 77

‘T] Siano @ e C i campi dei razionali e del complessie o, : Qz] — C siail
morfismo sostituzione relativo al numero complesso u . Si chiede:
i)  Mostrare che se u™! € Im(c,) allora u & un numero algebrico.
ii) Se f=z3+422 +52+6 e g=2a*+2® —2z —4, trovare u in modo che
ker o, sial'ideale ({f,g}).
iii) Mostrare che se u =3+ /2 allora Im(c,) = Q(v2).

L1I Sia 7Zq;[z] I'anello dei polinomi a coefficienti nel campo %, e sia J I'ideale
di 7, [z] generato da z? + [a]112 + [2]11. Si chiede:
i)  Quanti elementi ha l'anello quoziente Zq; [z]/J ?
ii) Mostrare che per ¢ = 1 in Zj;[z]/J ci sono dei divisori dello zero non
nulli.
iii) Trovare a € Z per cui Zq;[z]/J sia un campo.

)0 = J 4+ (1)1 ?

iv) E vero che se Zq[z]/J & un campo allora (J +z
IV Sia A = Zg x Z 1'anello prodotto diretto degli anelli, delle classi di resti
modulo 8 e degli interi. Si chiede:

i) Elencare gli elementi di periodo finito del gruppo additivo di A.

ii) Trovare un sottoanello di A isomorfo a 7.

iii) Esiste un morfismo di anelli da Zg ad A 7

iv) Trovare un ideale massimale J di A tale che ([0]s,1) € J.
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Prova scritta di Algebra 9.7.99 C

I  Sia u il numero reale 13/7+ \/6 . 31 chiede:

i)
i)

iii )

iv)

11

Trovare il polinomio minimo, p,, di u in @ [z] .

Mostrare che se € & una radice cubica dell’unitd allora il prodotto eu &
radice di p,, .

Trovare, nel campo dei numeri complessi, tutte le radici di Do -

Ridurre p, modulo 3 (cosa possibile essendo p, a coefficienti interi) e poi
decomporre la riduzione nel prodotto di irriducibili di Zs(z] .

Sia Z x 7 il gruppo prodotto diretto dei gruppi delle classi di resti mo-

dulo, rispettivamente, 4 e 12 e sia H il sottogruppo di Z, x Z, generato da
([1]4_. [5]13) . Si chiede:

i)
i)

i)

Elencare gli elementi del gruppo quoziente Zyx 2o /H.

Zgyx g /H & isomorfo al gruppo o x o ?

Trovare un sottogruppo K di Z, x Z1o per il quale si verifichi |H|= |K]|
e ZyxZyo/HEZyx Ziy /K.

ITIT Sia A= ZJSN 'anello delle funzioni punto per punto dall'insieme dei naturali
all’anello Zg. Siano poi Ag il sottoanello fondamentale di A e J .4 la funzione
definita da: 9(n) = [5 + 4n]s, per ogni n € IN. Si chiede:

i)

L’elemento ¥ appartiene ad Ag ?

Mostrare che 9 & invertibile in A .

E vero che, per ogni o € A se o & invertibile allora o2 = 14 7

Mostrare che il sottoanello di A costituito dai polinomi nella 9 a coefficienti
in Ag e finito, e trovarne la cardinalita.

IV Sia Z[z] I'anello dei polinomi a coefficienti interi e siano f = 23+ 322 + 2 4.9

e ¢ =12+ 1 due suoi elementi. Si chiede:

i)

i)
iii )

Trovare nell’ideale (f) N (g) di Z[z] un polinomio non nullo e di grado
minimo.

E vero che (f) + (g) = Z[z) ?

Mostrare che I'insieme I di tutti i polinomi h € Z[z] tali che h = gy +
a1T +...+a,z" e 5 divide ag +a; +...+a, & un ideale di Zz].
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Prova scritta di Algebra 14.9.99 A ;

I Sia Z[i] I'anello degli interi di Gauss ed a =51+ 18t e b =16 + 371 slano
due suoi elementi. Si chiede:

i)  Calcolare un massimo comun divisore d di a e b.

ii) E vero che l'ideale (d) di Z[:] & massimale ?

iii) E vero che (d)NZ = 13Z ?

II Siano, Sg il gruppo delle permutazioni sull'insieme {1,2,...,8} ed Ag il
suo sottogruppo alterno. Se H & il sottogruppo di Sg generato dall’elemento
oc=(156)0(13786), si chiede:

i)  Quanti elementi ha H 7

ii) Mostrare che H C Ag.

iii) Elencare i coniugati di o che stanno in H.

iv) Trovare un sottogruppo K di Ag tale che |K|= |Hl e K2 H.

III Siano « ed u due numeri complessi che soddisfano le seguenti condizioni;
o> —a+3=0 ed u?+u=c. Sichiede:

i) Mostrare che u & algebrico e trovarne il polinomio minimo, p,, in @ [z].
ii) E vero che anche —1 — u & radice di p, 7

iii) Mostrare che @ () & contenuto propriamente in @ (u) .

IV Siano, Z x Z !’anello prodotto diretto dell’anello degli interi per se stesso,
J l'ideale di Z x ZZ generato dalla coppia ordinata (r,s) ed A 'anello quoziente
7 x ZZ/J . Si chiede:

i) Trovare r ed s per i quali I'ideale J sia primo ma non massimale.

ii) Mostrare che se (r,s) # (0,0) allora ghi anelli A e ZZ x 7 non sono is0-

morfl.
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Prova scritta di Algebra 5.10.99 B i

I Date le estensioni Q (1), Q(i\/ﬁ) = Q(\/ﬁ + 1) del campo dei numeri
raziouall si chiede:

i) E vero che i campi @ (7) e Q(i\/ﬁ) sono isomorfl 7

ii) Trovare un polinomio f € @(z] per cui risulti @ [z]/(f) = @ (1,/11).

i) Mostrare che @ (i/11) € Q (/11 +1).

II Sia A=7%Z x @ lanello prodotto diretto dell’ anello degli interi e del campo
dei razionali. Siano poi Ap il sottoanello fondamentale di A e J l'ideale di A
generato da (3, %) . Si chiede:

i) E vero che (15,3) appartiene a J ?

ii) Mostrare che J & massimale.

iii) Calcolare J N Ag.

iv) Trovare un sottoanello di A diverso da Ag, da ZZ x ZZ e da A stesso.

III Sia ZgxZqg il gruppo prodotto diretto dei gruppi delle classi di resti modulo
8 o 16 esia H il sottogruppo di Zg x Zg generato da ([ajs, [6]1) . Si chiede:
i) Mostrare che |H| =8 qualunque sia a € Z .
ii) Mostrare che per a =35 il gruppo quoziente Zg X ZL16/H & ciclico.

iii) Trovare un a € Z, a # 5, per cul esiste un morfismo iniettivo da Zy a

IV Sia f = z° + 3z% + 22% + 22% + 4z + 2 un elemento dell’anello @[z] dei
polinomi a coefficient razionali. Si chiede:
i) Decomporre f nel prodotto di irriducibili di @ [z].
ii) Detta f la riduzione modulo 3 di f, decomporre f nel prodotto di irri-
ducibili di Zs[z].
iii) Esiste g € Q[z] tale che MCD(f,g) abbia grado 3 7
iv) Trovare un morfismo di anelli ¢ da Q[z] al campo complesso € per il

quale risulti f € ker¢.



)

Universita degli Studi di Bologna — C.d.L in Matematica
Prova scritta di Algebra 3.2.2000 A i
I Sia Sg il gruppo delle permutazioni sull'insieme {1,2,...,6} e siano, a =

(15)e(1 23) un suo elemento ed f:7Z —+ S un morfismo di gruppi. Si chiede:
i)  Trovare il periodo di a in Sg.

ii) Esistono in Sg due elementi non coniugati e di periodo 6 7

iii) Elencare gli f per cui risulta Im(f) = (a).

iv) E vero che esiste un solo f per cuisi ha 11 € ker f 7

I1 Sia Zg[z] l'anello dei polinomi a coefficienti nel campo delle classi di resti
modulo 5 ed f=2>+az+[2]5 e g =2° — 2+ [4]5 siano due suoi elementi. Si
chiede:

i) L'ideale (g) & massimalein Zg[z] 7

ii) Trovare a € Z;g tale che I'inclusione (f) - (g) € (f) N (g) sia propria.
sle] 7

iii) E Vero Che perl = [0]5 I‘isulta (f) + (g) =

II1 Sia 7Z x 7Z 'anello prodotto diretto dell’anello degli interi per se stesso e J
sin ni suo ideale tale che (2,8) € J. Si chiede:

i) Trovare J per il quale l'anello quoziente 7 x Z/J risulti un campo.

ii) Mostrare che Z x 7Z/J & sempre finito.

il ) E vero che esiste J tale che Z x 7ZZ/J = 2y ?

IV Sia R il campo dei reali e sia « il numero reale 1+ 1/+/6 — 1. Si chiede:
i)  Trovare il polinomio minimo, p,, di v in @Q[z].
ii) Mostrare che anche u; =1 — 4/ V6 — 1 & radice di 2 0
iii) Trovare f € R[z] tale che deg(f) =2 e f|p,.
iv) Esiste un campo K diverso da @ e da Q(u) per cui risulti @ C K C

Q(u) ?
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Prova scritta di Algebra 24.2.2000 A

I  Sia Z x 7L 'anello prodotto diretto dell’anello degli interi per se stesso e
- a=(2,3), 8= (w,6) siano due suoi elemsnti. Si chiede:

i) Trovare z,w € Z per i quali l'ideale (J) sia contenuto nell’ideale (o).

i) Esiste w € Z tale che 'anello quoziente Z x Z /() sia un campo ?

iii) Mostrare che se MCD (z,w) = 1 allora I'ideale ({c, 8}) & massimale.

II Sia Q[z] I'anello dei polinomi a coefficienti razionalied f = z*—2z% — 522 +
180 —10 e g = z* — 2% — 6z + 11 siano due suoi elementi. Si chiede:
i) Sapendo che f(2 +14) = 0, decomporre f nel prodotto di irriducibili di
ii) I polinomi f e g hanno nel campo complesso delle radici comuni 7
iii) Decomporre la riduzione modulo 3 di f, che indicheremo con f, nel
prodotto di irriducibili di Zj[z].
iv) E vero che se X & un campo estensione di Z3 ed ha 9 elementi, allora f

si spezza in K|[z] nel prodotto di fattori lineari ?

IIT Sia Zl*ﬁ il gruppo moltiplicativo degli elementi invertibili dell’anello Zg e
I, sia il gruppo additivo delle classi di resti modulo 2. Si chiede:

i) Esistono in 21*5 degli elementi di periodo 8 7

ii) Trovare tutti i morfismi di gruppi da 7, a ZZl*ﬁ.

iii) Mostrare che ({[3]6, [5}16}) = Z1g.

IV Siano, € il campo dei numeri complessi, u = v/3/(v/3+14) e o,: Q[z] = C
il relativo morfismo sostituzione. Si chiede:

i)  Mostrare che u non appartiene a @ (+/3).

ii) Trovare il polinomio minimo, p,, di v in Q[z].

iii) Per quali a,b € Q il polinimio az’ + b appartiene a kero, ?

iv) Mostrare che gli elementi di Im(o,) sono del tipo g1 +gau con q;1,92 € @ .
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Prova scritta di ALGEBRA. (Vecchio ordinamento) 10. 6. 2004

1. Siano, Z, Zs e Za4 i gruppi, rispettivamente, degli interi e delle classi dj resti
modulo 6 e 24,

a) Elencare i morfismi da Zg a Zioy .
' b) Trovare un morfismo @ : Zgy — Zg tale che kerg = ([3]24) -

¢) Nel gruppo prodotto diretto Zg x Zgs trovare un sottogruppo con 9
elementi.

d) Esiste un morfismo suriettivo da 7 a Zg X Tigs 7

2. Nellanello degli interi di Gauss Zi] siano @ = 3i +9 & b = 6 — 9,

a) Si fattorizzino a e b in prodotto di irriducibili.

b) Si determini un generatore ¢ dell'ideale J = (a) + (b).
¢) Si stabilisca se I'anello Z[3]/J & un campo.

d) Si stabilisca se la caratteristica dell’anello Z[i)/J & 10.

3. Siau=¢%/3, ove ¢ # 1 & una radice quinta primitiva complessa di 1 (ciog
= 1)

a) Si provi che u & algebrico su @ e si caleoli il polinomio minimo f di v su
Q.

b) Si provi che e  Q[u]. (Sugg: si mostri che il grado di € su Q & minore o
uguale di 4) o

¢) Utilizzando b) si provi che Qfu] non & un campo di spezzamento di f su
Q.

4. Sia Z; il campo con 5 elementi.

a) Si determinino due polinomi irriducibili monici di grado 2 f e g in Zy[a]
tali che f #g.

b) Sia ¢ una radice di f. Si stabilisca se Zs[e] & il campo di spezzamento per
f su Zs.

c) Si stabilisca se il polinomio g ha, radici in Zs [€].
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Scritto di Algebra (vecchio ordinamento) - 13.7.04

Giustificare sempre le risposte!

Esercizio 1. Sia Z{i] I'anello degli interi di Gauss e @ = 2 + 11, B =T7+6i due
suoi elementi.

a) Decomporre ¢ nel prodotto di irriducibili di Z[1].

b) Trovare tuttii v, 0 € Z[4] per cuisi ha a =By + o con lo| < |8].

c) Nell'anello quoziente Z(1]/(5) esiste l'inverso dell’slemento B)+1+2i?

Esercizio 2. Sia Zs[z] 'anello dei polinomi a coefficienti nel campo Zgz e siano,
fo=2*+[2az, A=z +[2sz+[ls e fa=22+ [2]sz + [2]s tre suoi elementi.

a) Mostrare che gli anelli Zs[z]/(fy) e Zs|z| /(f1) non sono campi.

b) Mostrare che I'anello quoziente Fy = Z3[z]/(f2) & un campo.

c) Trovare un generatore del gruppo moltiplicativo di Fj.

d) Trovare il campo di spezzamento su Fj del polinomio ¥ =[x+ 1]y, € Ry

Esercizio 3. Siano Q ed R i campi dei razionali e dei reali ed v sia il numero
complesso tale che u? =2+ 237 e Reu >0.

a) Scrivere u nella forma canonica a + % con a,beR.

b) Trovare il polinomio minimo, p,, di % in Qz].

¢) Mostrare che i € Q(u). :

d) Trovare un campo K tale che Q C K C Q(u). (Inclusioni strette)

Esercizio 4. Siano, Z, Zg e Zag i gruppi, rispettivamente, degli interi e delle classi
di resti modulo 6 e 24.
a) Elencare i morfismi da Zg a Zga.
b) Trovare un morfismo ¢ : Zgq — Zg tale che ker ¢ = ([3]2a) .
¢) Nel gruppo prodotto diretto Zg X Zos trovare un sottogruppo con 9 elementi.
d) Esiste un morfismo suriettivo da. Z a Zg % Ziog ?
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Scritto di Algebra (Vecchio ordinamento) (M. Manaresi) - 9.9.04

Giustificare sempre le Tisposte!

Esercizio 1. Sia Z[] I'anello degli interi di Gaussed o =5, §= —7 1 94 due suoi
element;i.

a) Decomporre 3 nel prodotto di irriducibili di Z[1].

b) Trovare un generatore dell’ideale ()N (B).

¢) Trovare in Z([4]/(8) un elemento nilpotente non nullo.

Esercizio 2. Siano, Q[z] 'anello dei polinomi a, coefficienti razionali, C il campo dei
complessi, fo5 =23 +az +b un elemento di Q[z] ed u € C una radice dj Fai .

a) Per a=2 e b=2 trovare [@Q(u) : Q).

b) Esistono a,b € Q per i quali 1/3 risulti radice doppia di Tin 1

¢) Trovare a,b € Q in modo che Q(v3) siail campo di spezzamento su Q di Foiti

Esercizio 3. Sia Zs[z] T’anello dei polinomi a coefficienti nel campo Zg ed e
P +e?—s+(ls e g=attat—g? g [1]s due suoi elementi,

a) Fattorizzare g nel prodotto di polinomi irriducibili in Zg[a]

b) Trovare un generatore dellideale J = (f)+(9).

¢) L'anello quoziente X = Zg [z]/J & un campo ?

d) Mostrare che ogni elemento di & & radice del polinomio ¢° —y € K [v].

Esercizio 4. Siano Q, R e C, rispettivamente, i campi dei razionali, dei reali e dei
complessi e sia y = \3/5 . '

a) Trovare il polinomio minimo p, di  in Qlz].

b) Individuare le altre due radici che Py hain C.

¢) Decomporre p, nel prodotto di irriducibili di R[z]. :

d) ¥ vero chese v € Q(u) allora v € Q oppure Q(v) =Q(u) ?

Esercizio 5. Sia Zg il gruppo delle classi di resti modulo 8 e sia M 'insieme dei
morfismi di gruppi ¢ : Zg — Zg .

a) Trovare quanti elementi ha M .

b) Elencare gli elementi del sottoinsieme M 1 dei ¢ € M che sono isomorfismi.

¢) Mostrare che M; con P'operazione o di composizione di funzioni & un gruppo.
~d) Tale gruppo & abeliano ?
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Ghustificare sempre le Tisposte!

Esercizio 1. Sia Z[i] l'anello degli interi di Gauss, N l'insieme dei naturali e, per
ogni n € N, sia o, ’elemento di Z[%] definito da, cn =n+ (n+2)i.

a) Decomporre ag nel prodotto di irriducibili di Z(1].

b) Trovare un generatore dell'ideale (ag) + (7).

c) L'anello quoziente Z[i]/(c) ha caratteristica 2 ?

Esercizio 2. Siano, Qz] 'anello dei polinomi a coefficienti razionali, C il campo dei
complessi, f =2 -~z + 1 € Q[z] ed u € C sia una radice di f.
a) Calcolare il quoziente della divisione di f per z —u.

b) Trovare le altre due radici che f hain C.
c) Verificare che 1/u = —u?+1.

Esercizio 3. Siano Q e R, rispettivamente, i campi dei razionali e dei reali e sia
u=1+5—/T.

a) Trovare il polinomio minimo p, di u su Q.

b) Decomporre p, nel prodotto di irriducibili di R[z].

Esercizio 4. Sia Zs[z] 1'anello dei polinomi a coefficienti nel campo Zs ed f =
z® + [3]s2* + [2]52® + 2 + [2]s e g =2* —2? — [1]s due suoi elementi e J l'ideale di
Zs|z] generato da {f,g}.

a) Esistono in J polinomi di primo grado ?

b) Mostrare che ’anello quoziente K = Zs[z]/J & un campo.

c) Trovare il campo di spezzamento dig su Zs .

Esercizio 5. Sia Zg il gruppo delle classi di resti modulo 8 e sia M 1'insieme dei
morfismi di gruppi ¢ : Zg — Zs .
a) Trovare quanti elementi ha M.
b) Elencare gli elementi del sottoinsieme M; dei ¢ € M che sono isomorfismi.
c¢) Mostrare che M; con l'operazione o di composizione di funzioni & un gruppo.
d) Tale gruppo & abeliano ?-



