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1. Sia h un parametro reale e sia

1 2h 0 h+3
0 1 0 3

Ay = 0 0 0 h—2 € 1W4’4(R)
0 0 1 2

e sia fj, : R* — R* 'applicazione lineare canonicamente associata ad Ap,.

a) Si stabilisca per quali valori del parametro h il sistema

T 2

T . h
Ah T3 - h—2

Ty 1

ammette soluzioni e se esistono valori di A per i quali esiste una e una
solo soluzione.

b) si determinino le equazioni cartesiane dell'immagine e del nucleo di f; al
variare di h, indicando le rispettive dimensioni.

c¢) Si stabilisca per quali valori di A I'applicazione lineare fj, ha almeno un
autospazio di dimensione 2 e per tali valori si determinino le equazioni
dell’autospazio.

d) Si determini la forma canonica di Jordan al variare di h > 1.

2. Siano

r = {(1,22,23) € R® |21 — 35 = 0,25 + 233 = 1},
s = {(z1,29,73) € R*| 22 — 13 = 1,35 = 0},
V = {(z1, 2, 73) € R®|2z1—25 = 0}, W = {(z1, 22, 73) € R®| 2, —29+a3 = 0},
a) Si stabilisca se le rette r, s sono complanari o se sono sghembe.

b) Sidetermini la dimensione del seguente sottospazio vettoriale dello spazio
degli endomorfismi lineari di R3:

L={Fe€EndR®)|F(V)CV,F(rus)C W}

c) Si determini una retta ortogonale e incidente a 7 e s, stabilendo se tale
retta é univocamente determinata.



d) FACOLTATIVO Sidetermini (se esiste) un’affinita ¢ di R* che trasforma
le rette 7 e s rispettivamente nelle rette

7"/ = {(:1:17332,323) - R3|$1 = 1,373 = 2}, S/ = {(331,372,1173) € R3 | Lo = O,ﬂ'];g = 1}

2 2 2
3. S aM=[2 5 -1]cMsR)esianodb:R*xR - Reqg:R> =R
2 =1 5

rispettivamente la forma bilineare simmetrica e la forma quadratica associate
canonicamente a M.

a) Si calcoli il rango 7, il radicale R e I'insieme Q dei vettori isotropi di b.
b) Si determini una base ortogonale di R? rispetto a b.

c¢) Si determini un sottospazio vettoriale V' C R? tale che blyxy € un
prodotto scalare su V.
/

/ con

d) Si determini una trasformazione di coordinate y| =P
Z

P € GI(3,R) che porta la forma quadratica ¢ nella sua forma canonica.

N B

4. Sia K un campo di caratteristica diversa da 2,

8 4
By = (h 1) € Myo(K), Vi={X € Mys(K)|ByX = O}.

a) Si stabilisca se V}, é un sottospazio vettoriale di M, 5(K) e in caso affer-
mativo se ne calcoli la dimensione al variare di h in K.

b) Il risultato di cui al punto precedente rimane valido se la caratteristica di
K é uguale a 27
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1. Si consideri il sistema lineare

201+ x5 =10

hzy + x5+ 224 =6 — h
3:231‘1‘273—’—174:}1,
21’1‘|“LU2+CC4=O

dove h é un parametro reale e sia fj, : R* — R* Iapplicazione lineare definita
da

fh(£131, e ,£C4) = (21‘1 + X2, h,ilfl + x3 + 2(13‘4, 35[]1 + x5 == Ty, 2331 = 1ls == Ll?4>.

a) Sistabilisca per quali valori di & il sistema ha soluzioni e se, per ognuno di
tali valori di A, la differenza di due diverse soluzioni del sistema é ancora
una soluzione del sistema.

b) Si determinino le equazioni cartesiane dell’immagine dell’applicazione fj,

al variare del parametro h e si stabilisca per quali valori di A il vettore
0

6—nh
h
0

¢) Si determinino le equazioni del sottospazio f,(V'), dove V é il sottospazio
1 —To+2x3=0
Ty = 221?1 =0

= Imfh.

vettoriale di R* di equazioni

d) Si stabilisca se per h = 3 l'applicazione f; ha almeno un autospazio di
dimensione 1.

2. Siano

r={(z1,22,23) € R¥| 2y + 29 — 323 = 1,221 — 29 + 23 = 0},
sp = {(z1,70,23) € R®| 2y = 2t + 1,25 = ht,z3 = Tt — 2h},
con h parametro reale.
a) Si studi la posizione reciproca delle rette r, s, al variare di h e quando
sono parallele si determini il piano che le contiene.
b) Si stabilisca se esistono valori di A per i quali le due rette coincidono.

c) Si stabilisca se nel fascio di piani di sostegno la retta r esistono piani
ortogonali al piano di equazione zz = 0



3. Siano

8= {(1171,... 5174) 6R4‘$1$2:1,$3:1,$4:0},

)CR4,W:{(xl,...,l’4>ER4|$2:O}.

—_—_0 o -

a) Sidetermini la dimensione del seguente sottospazio vettoriale dello spazio
degli endomorfismi lineari di R®:

L={FcEndR")|F(V)CW,F(S)CcV}
b) Si stabilisca se esiste un’affinita ¢ di R* che trasforma la conica S nella

conica
Iy — Ly = 0
D= T3+ Ty = 0

11712— (1’3— 1)2 :0

4 Siab:R* x RY — R la forma bilineare associata canonicamente alla matrice

0o 0 -4 1
M = i1 0 0 € Mys(R) esiano by : R* xR* = Reg: R* =R
1 -1 0 O

rispettivamente la parte simmetrica di b e la forma quadratica definita da
q(v) = bs(v,v).

a) Si determini la matrice associata canonicamente a b;.

b) Si determini una base vy, -, vy di R* ortogonale rispetto a by e si calcoli
bs(vi,v;) per ognii=1,--- 4.

c) Si determini l'insieme @ dei vettori isotropi di b, e si calcoli la segnatura
dig.

d) Si mostri che esistono sottospazi vettoriali V di R* di dimensione due tali
che by|yxy € la forma nulla.

e) Si determini una forma quadratica ¢’ su R* di segnatura diversa dalla
segnatura di ¢ e tale che ¢y = ¢'|v dove V = {(z1,---,24) € R|z; =
Iog = O}

5. Si determini la forma di Jordan della matrice
01 0 O

1 1 1
A= 0 1 0 & M4’4(R),
0 0 1

o O O

stabilendo se é diagonalizzabile.
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1. In R? si considerino le rette

xl:t_l 1’1—1'3:0
SL’QZt ;
il = —t SI{I2+I421
3= _
Cll’4:2t 2?[2’3+’E4—O

(con t parametro reale) e i sottospazi vettoriali
W = {($1,...,(C4) €R4|1'1 — a3 =0,29 + x4 :O}
Sia L:={F € EndR*)|F(r) CV,F(s) C W}.

a) Si calcoli la dimensione dell’R-spazio vettoriale L.

b) Si determini il piti piccolo sottospazio affine di R* che contiene entrambe
le rette r, s.

2. Sia S = {(x1,...,24) € R*|2y + 225 + 24 = 0,23 = 0}. Si risponda alle
seguenti domande motivando la risposta.

a) Esiste un’applicazione lineare suriettiva f : R* — R? tale che Kerf = S?
In caso di risposta positiva se ne fornisca un esempio.

b) Si stabilisca se esiste ed é univocamente determinata un’applicazione li-

1
1
neare f : R* — R? tale che f( (1) )= 2] e Kerf = S7 Se tale
0
0
1
applicazione esiste si determini f=*(| 2 |)
0
3. Si considerino le matrici
1 000 1 100
-1 1 1 2 01 0 O .
A="0 030l B=|g o 2 ol €Mu®.
3 0 0 1 0 0 1 1

a) Sideterminino gli autovalori e gli autospazi di A e B e si stabilisca se le
due matrici sono diagonalizzabili e se sono simili.



b) Si determini una matrice invertibile P € My 4(R) tale che P7'BP sia in
forma di Jordan.

¢) Si stabilisca se esiste un sottospazio vettoriale V' C R4, V # {0} su cui
le due applicazioni fa, gp : R* — R* (canonicamente associate ad A e B
rispettivamente) coincidono.

4. Sia b : RY x RY — R la forma bilineare simmetrica associata canonicamente
alla matrice

1 0 0 0
M = 0 2 0 0 € My4(R) e sia ¢ : R = R la forma quadratica
0 -1 0 -1

definita da g(v) = b(v,v).

a) Si stabilisca se b é degenere o non degenere.

b) Posto V = Span((0,0,1,0),(1,1,0,0)) si determinino le equazioni carte-
siane del sottospazio vettoriale W ortogonale di V rispetto a b e si verifichi
che VN W = {0}.

¢) Si determini I'insieme dei vettori isotropi di b che stanno in W. Se tale
insieme é una conica, si stabilisca di quale conica si tratta.

d) Si determini una forma quadratica ¢’ su R* di rango minore di 4 tale che
qdlv = ¢'lv dove V = {(z1,--,24) € R* |1 — 22 = 0},
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1. Si considerino 1 sistemi lineari

r—2y+2+3=0 z—2y+24+3=0
51:{3:c+y—z:0 , SQ:{3$+y—z:O
6z —oy+224+9=0 Tt—2+h=0

dove h é un parametro reale.

a) Si stabilisca per quali valori di & i due sistemi lineari sono equivalenti.

b) Nello spazio tridimensionale, dove é fissato un sistema di coordinate carte-
siane Ozyz, che cosa rappresenta il sistema 577

2. In R* si considerino le rette

:l?l:t—]_ 331—1'63:0
ﬂ?gzt

T S T taxy=1
T3 =t {Qr +a4=0
14:2t ~4 ==

(con t parametro reale) e i sottospazi vettoriali
V= {(111,...,3?4) €R4lﬂ';1+1’2+$3 = 0},
W={(z1,...,24) ER*|z; — 23 = 0,29 + 74 = 0}.
Sia L:={F € End(RY)|F(r)CV,F(s) Cc W}.

a) Si calcoli la dimensione dell’R-spazio vettoriale L.

b) Si determini il pid piccolo sottospazio affine di R* che contiene entrambe
le rette r, s.

3. Sia S = {(x1,...,24) € R*| 21 + 229 + 24 = 0,23 = 0}. Si risponda alle
seguenti domande motivando la risposta.

a) Esiste un’applicazione lineare suriettiva f : R* — R® tale che Kerf = 57
In caso di risposta positiva se ne fornisca un esempio.

b) Si stabilisca se esiste ed é univocamente determinata un’applicazione li-

1
1
neare f : R* — R? tale che f( 1 )= 12| e Kerf =57 Se tale
0
0

applicazione esiste si determini f~!(

[an B NI
S—



4. Si considerino le matrici

1 00 0 110 0
1112 0100

A=\ 1 g9 0] B=|o 0 2 ol €Mus®)
3 00 1 00 1 1

a) Si determinino gli autovalori e gli autospazi di A e B e si stabilisca se le
due matrici sono diagonalizzabili e se sono simili.

b) Si determini una matrice invertibile P € My 4(R) tale che P~'BP sia in
forma di Jordan.
c) Si stahilisca se esiste un sottospazio vettoriale V- C R%, V # {0} su cui

le due applicazioni fa,gp : R* — R* (canonicamente associate ad A e B
rispettivamente) coincidono.

5. Sia b : R* x R* — R la forma bilineare simmetrica associata canonicamente
alla matrice

1 0 0 0

0 1 2 -1 . . .
M = 0 2 0 o0 |F€ My 4(R) e sia ¢ : R* = R la forma quadratica

0 -1 0 -1

definita da g(v) = b(v,v).

a) Si stabilisca se b é degenere o non degenere.

b) Posto V = Span((0,0,1,0),(1,1,0,0)) si determinino le equazioni carte-
siane del sottospazio vettoriale W ortogonale di V' rispetto a b e si verifichi
che VNW = {0}.

¢) Si determini I'insieme dei vettori isotropi di b che stanno in W. Se tale
insieme é una conica, si stabilisca di quale conica si tratta.

d) Si determini una forma quadratica ¢’ su R* di rango minore di 4 tale che
qlv = ¢y dove V = {(z1, -+, z4) € R* |2y — 29 = 0}.
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1. Sia h un parametro reale e sia

0 110
10 0 0

A= o o o] €Mua®)
0110

e sia f; : R* — R* Iapplicazione lineare canonicamente associata ad Ay,
a) si determinino le equazioni cartesiane dell'immagine e del nucleo di f; al
variare di h, indicando le rispettive dimensioni.
b) Si stabilisca per quali valori di h l'applicazione lineare f;, é diagonaliz-
zabile e per tali A si determinino gli autovalori di f; e le dimensioni dei
relativi autospazi.

c) Siponga h =1 e sidetermini la forma canonica di Jordan di f;.

d) Si stabilisca per quali valori del parametro A il sistema

T h

) . 0
Ah T3 N h—2

Ty h

ammette soluzioni e se esistono valori di ~ per i quali esiste una e una
sola soluzione.

2. Siano

Ty = {(fC],fEQ,fE'B) - R3 | X1 — X3 = 071'1 o 1_1__ aan}7
Sa = {(21,22,23) € R® |21 — 22 = a, 21 + x5 = 0},

con a parametro reale.

a) Si stabilisca per quali valori di a le rette 74, s, sono complanari e per
quali sono sono sghembe.

b) Al variare di a si determini il pid piccolo sottospazio affine L, di R* che
contiene le rette ry, s,.

c) Al variare di a si determinino tutte le rette di R*® che sono incidenti e
ortogonali ad entrambe le rette 7,, S,.

d) Siponga a = 2 e si stabilisca se esiste un’affinitd ¢ di R* che trasforma
le rette

= {(21,22,23) € RSlxl = 1,85 =2} & = {{&1,%,%3) € R? | #a =y, 28 = 1}

rispettivamente nelle rette 79 e sy .



e) Siaa=1,
V= {(CEl,CCQ,QTg) € R3 ’ T1—To = O}, W = {(561,1172,553) c RrR? ’ T1—To+2T3 = 0}

Si determini la dimensione del seguente sottospazio vettoriale dello spazio
degli endomorfismi lineari di R3:

L={FcEnd®®|F(V)CW, F(ryUs;) CV}.

2 0 0
3.8 M={0 1 -1|¢cMsR)esianob:R*xR* 3 Reg:R* =R
0 -1 1
rispettivamente la forma bilineare simmetrica e la forma quadratica associate
canonicamente a M.

a) Si stabilisca se b é un prodotto scalare su R>.
b) Si determini una base ortogonale di R? rispetto a b.

¢) Si determini il sottospazio ortogonale V= di
Vi={(z,y,2) €R? : 2y—2z=0}

rispetto a b.
:L‘I

Pl vy con
Z/

P € O(3) che porti la forma quadratica ¢ nella sua forma canonica.

d) Si determini una trasformazione di coordinate

[SEEN S ]
I

4. Sia A € M;5(R) una matrice assegnata.

a) Si provi che se X € My5(R) é tale che X? = A, allora X commuta con
la matrice A.

b) Si determinino tutte le matrici X € Myo(R) tali che X* = A, con

(i)
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1. Siano r, s le rette di R* definite da:

’I1:1 1 = X9
rid To=Ty S:4 T3= ,
3 =10 x4 =0

stano V' = Span (rUs), W = {(x1, 22, z3,74) € R* |2 + 24 = 0,23 — 22, = 0},

L:={f € End(R*) | f(V) Cc W}.

Sia f : R* — R* lapplicazione lineare tale che

fiv =ddv, f(

o= O
S—
Il

N OO N

a) Si determinino le equazioni cartesiane di V.
b) Si determini la dimensione dell'R-spazio vettoriale L.

c) Si scriva la matrice associata a f rispetto alla base canonica di R? e si
determinino le equazioni cartesiane e una base di Im f e di ker f.

d) Si determini un sottospazio vettoriale T C R* di dimensione 3 tale che
f(T) C T (inclusione stretta).

e) Si determini una traslazione di R* diversa dall’identitd che porta V in sé.

2. Si stabilisca se la matrice

1 1

W = =N

3 0
1 3
0 0

OO O =

é diagonalizzabile e in caso negativo si determini la sua forma canonica di
Jordan, i suoi autospazi e i suoi autospazi generalizzati.

3. Si consideri la forma bilineare simmetrica b : R® x R®* — R definita da
b((z,y, 2), (2, y, 7)) = 2z2" — az'y — axy’ + 2yy' + x2' + 'z + 22/,
con a parametro reale e sia ¢ la forma quadratica associata.

a) Si determini una base ortogonale di R® rispetto a b.



b) Si stabilisca se esistono valori del parametro reale a per i quali il vettore
(1,0,1) é ortogonale rispetto a b al piano di equazione y = z.

¢) Si determinino i valori del parametro reale a per i quali b é un prodotto
scalare su R3.

c¢) Posto a = V2 si calcoli il rango e la segnatura della forma quadratica g e
si stabilisca se esiste una trasformazione ortogonale di R? in sé che porta
g nella forma quadratica

¢((z,y,2) = 22"+ = 2,
d) Posto a = 1, siano
Q= {(z,y,2) e R®|q(z,y,2) =0}, H={(z,y,2) eR’|z=2}.

Si stabilisca se esiste un’affinitd di R® che porta la conica @ N H nella
2 _ .2
v -y =0

conica di equazioni { 0
7=

4. Nello spazio tridimensionale si considerino le rette

Jrztz=2 Jy+z2=h=0 q —— —
{x+h,y—1:0’ 5,{221 , e il piano o : x — 3y + 2h = 0,

con h parametro reale.

a) Si studi la posizione reciproca delle due rette, stabilendo per quali valori
di h le due rette incidenti, parallele, sghembe. Per i valori di h per cui le
rette sono complanari si determini il piano che le contiene.

b) Si stabilisca per quali valori del parametro le rette sono contenute nel
piano «, per quali valori sono parallele ad «, per quali valori intersecano
il piano in un punto.

c) Posto h = 0, si stabilisca se é vero che ogni retta complanare con 7 &
anche complanare con s.

d) Posto h = 0, si stabilisca se esistono piani contenenti la retta r e che non
incontrano la retta s.
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1. In R* siano
‘/1 = {(1'17'1,'2’:[)3,1'4) S R4 ‘ T +ZL'2 — Ty = O},

S = {(z1,72,73,24) ER*| 31 — 1 =0, 33 — 74 = 0},
Wi = {(z1, 29,23, 74) € R*| 2y = 0},
Wy = {(z1, %2, 23, %4) € R*|z; — 23 =0, 3z — 24 = 0},
L:={f € End(R")| f(Vi) C WA, f(S) C Wa}.

a) Si determinino le equazioni cartesiane di Vo = Span S.

b) Si determini la dimensione dell’R-spazio vettoriale L.

2. Si considerino le matrici

1 0 0 0 1 21 2
-1 1 1 0 01 00
A= -1 01 0}’ b= 0 3 1 1
2 1 11 01 0 1

a) Sitrovino gli autovalori e i relativi autospazi delle due matrici, stabilendo
se sono diagonalizzabili. Nel caso non siano diagonalizzabili, si deter-
minino gli autospazi generalizzati, stabilendo se A e B sono tra loro
simili.

b) Si considerino le applicazione lineari f,g : R* — R* associate canonica-
mente alle due matrici. Si determini il nucleo e I'immagine dell’applicazione

lineare f — g : R* — R* stabilendo anche se vi sono vettori di R che sono
1

mandati da f — g nel vettore :1

2

3. Sia consideri la forma bilineare simmetrica b : R* x R* — R definita da
b((z1, 72,3, 24), (Y1, Y2, U3, Ya)) = 22132 + 220Y1 + 223Y3 + TaYa,

e sia ¢ la forma quadratica associata.

a) Si stabilisca se b é un prodotto scalare su R*.

b) Si determini una base ortogonale rispetto a b del sottospazio

V= {($1,$2,1}3,$4) & R4|.’E1 —23=0,24 = O} C R



¢) Si determini una matrice ortogonale che porta la forma quadratica ¢ in
forma canonica.

d) Sla Q = {($17$27$37I4) = R4 ‘ Q($1;$2;$:3,374) = 1}7
H = {(z1,72,%3,24) € R*| x4 = 223, T2 = 1 — 21}

Qualora esista, si determini esplicitamente un’affinita di R* che porta la

2 _ .2

. : . . jaxt—25=0
conica Q N H nella conica di equazioni § 1 "3 .
:{;2 = O’ :[,’4 = O

4. Nello spazio tridimensionale in cui € fissato un sistema di coordinate cartesiane
Ozyz si considerino i punti A = (1,1,0), B = (-1, -1,2),C =(1,1,3),D =
(2h,2,—h) con h un parametro reale e il plano a : ¥ + 2z = h. Sia r la retta
per i punti A, B, s la retta per i punti B,C' e t la retta per i punti C, D.

a) Si stabilisca per quali h esiste un piano che contiene i punti 4, B,C, D.

b) Si discuta, al variare di h, quanti sono 1 piani che contengono i punti
A, B,D.

c) Esistono valori di A per cui il piano o é ortogonale contemporaneamente
alle due rette r e s7

d) Esistono valori di h per i quali le rette 7, s,t hanno a due a due un punto
in comune?

e) Si stabilisca per quali valori di h esiste un’affinitd che porta la retta r
nella retta s e la retta t in sé stessa.



Universita degli Studi di Bologna A.A. 2012/2013
C.d.L. in Matematica Corso di GEOMETRIA 1
Prova scritta 12. 2. 2014

1. In R* siano

V = {($17I2;CE37;’E‘4) - R4 l T + To = O},
S ={(x1,22,75,24) ERY |21 —25+1=0, 25 — 2, — 1 = 0},

L:={f € End(R")| f(V) CV, fis =0}

(ove fis = 0 indica che la restrizione di f ad S é Iapplicazione nulla.

2)

b)
c)

Si determinino le equazioni cartesiane di del pii piccolo sottospazio di R?
contenente S.

Si determini la dimensione dell’R-spazio vettoriale L.

Si stabilisca se esistono endomorfismi di L che trasformano un sottospazio
vettoriale di R* di dimensione 2 in un sottospazio della stessa dimensione.

2. Si considerino le matrici

a)

8§ 6 0 —4 4 0 2 -1
02 0 O 02 0 0
A= 00 2 0|’ b= 4 0 6 -3
9 9 0 -4 9 09 4

Si trovino gli autovalori di A e B e i relativi autospazi, stabilendo se le
due matrici sono diagonalizzabili e se sono simili. Nel caso non siano dia-
gonalizzabili, si determinino gli autospazi generalizzati delle due matrici
e la forma canonica di Jordan di almeno una di esse.

Si stabilisca se é possibile scrivere A e B come somma di una matrice
diagonale e di una matrice nilpotente. In caso positivo si determinino
tali matrici.

Indicato con f I’endomorfismo di R* canonicamente associato alla matrice
A, si stabilisca se esistono sottospazi vettoriali di R* di dimensione tre
f-invarianti.

Indicato con g ’endomorfismo di R* canonicamente associato alla matrice
B — 21 (con I matrice identitd), si determinino il nucleo e I'immagine
dell’applicazione lineare g, esplicitandone le equazioni cartesiane e una
base.



3. Sia consideri la forma bilineare simmetrica b : R* x R* — R definita da

3 0 0 i
b((z1, T2, T3, %4), (Y1, Y2, Y3, Y4)) = (21,72, 73, 74) 9.0 4 0 ;2
0O 0 0 2 Ya

e sia ¢ la forma quadratica associata.

a) Si determini l'insieme dei vettori isotropi rispetto a b e il radicale di b.

b) Si determini il sottospazio ortogonale rispetto a b del sottospazio
V = {(z1,75,%3,74) €ER* |71 — 24 = 0,29 =0} C R*.

d) Sla Q = {($17$27$3,IE4) S R4 | Q($1;$27$37x4) = 0}7
H = {(£C17CL’27$37CC4) € R4 I X1 = T3, Ty = Ty — 1}

Si determini un’affinit4 di R* che porta la conica QN H in forma canonica,
classificando la conica ottenuta.

4. Nello spazio tridimensionale in cui é fissato un sistema di coordinate cartesiane
Ozyz si considerino i punti A = (1,2,—1), B = (3,0,1), C = (-1,2,3) e il
piano « : x + 2y + hz + 1 =0, con h un parametro reale.

a) Si determinino il piano che contiene i punti A, B,C e si stabilisca se
esistono valori di h per i quali tale piano é parallelo al piano a.

b) Si stabilisca se la retta AB e la retta per C e parallela all’asse z sono
complanari e in caso affermativo si determini il piano che le contiene.

¢) Si determini il luogo dei punti dello spazio equidistanti dai punti A, B, C.



