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1. Sia V = R[z]<3 lo spazio vettoriale dei polinomi di grado minore o uguale a 3

a coefficienti reali e siano
pi(z) = 2° + ha?, pez) =2 +2+3, pile) = 2+ (h+1)2* +x + h,
tre elementi di V.

a) Al variare del parametro reale h si determini la. dimensione del sottospazio
vettoriale Vj, = Span(pi,p2,p3) C V.

b) Per h = 1 si stabilisca se il polinomio p(z) = 2>+ 2 € V e in caso
affermativo si scriva come combinazione lineare di pi, pa, Ps-

. Date le matrici

1 -1 0 1
am (P70, m=( 3 ensim

si stabilisca quanti elementi hanno gli insiemi

X = {A"|neN\{0}}, Y ={B"|neN\{0}}.

In R® in cui é fissato un sistema di coordinate cartesiane ortogonali Oxyz si
considerino 1 piani

mirz+y+22=-1, m:y—z+h-2=0 m3: 2r+ (h—3)y=h+4
con h parametro reale.

a) Si stabilisca se esistono valori di h per i quali i tre piani formano fascio e
valori di h per i quali la retta 7 = m N7y é parallela al piano 73, valori
di h per i quali i tre piani hanno in comune un solo punto.

b) Per quali valori di h esiste un plano « ortogonale sia alla retta r = 7 Mm
sia al piano 73?7

¢) Si determini il piano di R® contenente la retta r e il punto A =(0,1,1).

. Come possono essere interpretati i risultati ottenuti nell’esercizio 3a) in termini
di soluzioni del sistema lineare costituito dall’equazioni dei tre piani?

. Si stabilisca per quali valori del parametro reale k esiste ed é univocamente
determinata un’applicazione lineare fi : R* — R® tale che

1 0 k 0 0 0
rleh=11] #(l 1 pP={1] fK(lE-1])=]k1
1 1 —1 0 2 1

e per tali valori di k si determinino la matrice associata canonicamente a fj,
le dimensioni, una base e le equazioni di Imf; e di Ker fr-
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1. Sia h un parametro reale e sia

1 20 0 h+3
0 1 0 3

Ah. - 0 0 0 h—29 = A/[474(R)
0 0 1 2

e sia fj, : R* — R* lapplicazione lineare canonicamente associata ad Ay,.

a) Si stabilisca per quali valori di h 'applicazione lineare f), ha almeno un
autospazio di dimensione 2 e per tali valori si determinino le equazioni
dell’autospazio.

b) Si determini la forma canonica di Jordan al variare h > 1.

c¢) Si stabilisca se esistono valori di h per i quali I’applicazione f; coincide
su un sottospazio vettoriale di dimensione 2 di R* con I’applicazione

g(Ilax27$3) = (B:El + 2x2 - 2334,1'2 — T4, 21’4,1'2 - $4)'

2. Siano

r={(z1,%2,23) € R*| 21 — 22 = 0,25 4 223 = 1},
5 = {(@1,22,25) € B[ 201 — 32 = L, = O
V = {(z1, 22, 73) € R®|23,—25 = 0}, W = {(21, 22, 73) € R | z1—29+23 = 0}.
a) Si stabilisca se le rette r, s sono complanari o se sono sghembe.

b) Si determini la dimensione del seguente sottospazio vettoriale dello spazio
degli endomorfismi lineari di R3:

L={FeEndR*)|F(V)CV,F(rus)CW}.

¢) FACOLTATIVO Si determini (se esiste) un’affinitd ¢ di R* che trasforma
le rette r e s rispettivamente nelle rette

r' = {(z1,19,73) ER? |2y = 1,23 =2}, 8 = {(21,22,23) € R*| 2y = 0,23 = 1}.

) 2 2 2
3.8 aM=|[2 5 -1|¢eMzR)esianob:R*xR* > Reqg:R*—=R
2 -1 5

rispettivamente la forma bilineare simmetrica e la forma quadratica associate
canonicamente a M.



a) Si calcoli il rango 7, il radicale R e linsieme @ dei vettori isotropi di b.
b) Si determini una base ortogonale di R? rispetto a b.

c) Si determini un sottospazio vettoriale V' C R3 tale che blyxy € un

prodotto scalare su V.
/

i iz

d) Si determini una trasformazione di coordinate |y | = P y' | con
/
Z %

P € GI(3,R) che porta la forma quadratica ¢ nella sua forma canonica.

A Esistono due matrici 4 x 4 a coefficienti reali A; e Ay che non sono tra loro
simili, ma sono associate canonicamente a due endomorfismi fi e fo di R* che
hanno solo I’autovalore nullo e sono tali che

dimg ker f; = dimg ker fo = 1 ?

In caso di risposta positiva le si determinino, in caso di risposta negativa si
spieghi perché non esistono.
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1. Sia h un parametro reale e sia

1 2 0 h+3
0 1 0 3

Ah = 0 0 0 h—2 € ]\/.[4’4(]1%)
0 0 1 2

e sia f, : R* — R* I'applicazione lineare canonicamente associata ad Aj.

a) Si stabilisca per quali valori di h 'applicazione lineare f; ha almeno un
autospazio di dimensione 2 e per tali valori si determinino le equazioni
dell’autospazio.

b) Si determini la forma canonica di Jordan al variare h > 1.

c¢) Si stabilisca se esistono valori di h per i quali I'applicazione f; coincide
su un sottospazio vettoriale di dimensione 2 di R? con l'applicazione

g($1,$2,$3) = (31’1 + QCCQ = 2:134,[62 — 4, 2:23’4,1132 == £U4).

2. Siano

r={(z1,T9,73) ER® |2y — 39 = 0,79 + 273 = 1},
s = {(z1,%3,23) € R?|22; — 23 = 1,33 = 0},
V = {(z1, 22, 73) € R®| 22125 = 0}, W = {(z1, 72, 73) € R? | 2, —29+23 = 0}
a) Si stabilisca se le rette 7, s sono complanari o se sono sghembe.

b) Sidetermini la dimensione del seguente sottospazio vettoriale dello spazio
degli endomorfismi lineari di R3:

L={FeEndR})|F(V)CV,F(rus)CW}.

c) FACOLTATIVO Si determini (se esiste) un’affinitd ¢ di R* che trasforma
le rette r e s rispettivamente nelle rette

v = {(21,22,23) ER®|x; = 1,25 =2}, 8’ = {(21, 72, 73) € R*| 25 = 0,23 = 1}.

2 2 2
3.SiaM=1[2 5 —1]|¢&MsR)esianob:R*xR* -5 Reg:R*—=R
2 =1 5

rispettivamente la forma bilineare simmetrica e la forma quadratica associate
canonicamente a M.



a) Si calcoli il rango 7, il radicale R e linsieme Q dei vettori isotropi di b.
b) Si determini una base ortogonale di R? rispetto a b.

c¢) Si determini un sottospazio vettoriale V' C R? tale che blyxy € un

prodotto scalare su V.
/

% T

d) Si determini una trasformazione di coordinate |y | = P| ¥ | con
/
z -

P € GI(3,R) che porta la forma quadratica ¢ nella sua forma canonica.

4 Esistono due matrici 4 x 4 a coefficienti reali Ay e A, che non sono tra loro
simili, ma sono associate canonicamente a due endomorfismi fi e fo di R* che
hanno solo autovalore nullo e sono tali che

dimg ker fi = dimg ker fo = 1 ?

In caso di risposta positiva le si determinino, in caso di risposta negativa si
spieghi perché non esistono.
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1. Sia f;, : R* — R* I’applicazione lineare definita da
frlzy, ..o xq) = (221 + @o, hay + T3 + 224, 321 + T3 + T4, 201 + T2 + T4),
dove h é un parametro reale.

a) Si determinino le equazioni cartesiane dell'immagine dell’applicazione f;,
al variare del parametro h e si stabilisca per quali valori di A il vettore

0
6—h

h

0

b) Si determinino le equazioni del sottospazio f;(V'), dove V' é il sottospazio
1 — 29+ a3=20
Ty — 221 =0

= Imfh.

vettoriale di R* di equazioni

c) Si stabilisca se per h = 3 Iapplicazione f; ha almeno un autospazio di
dimensione 1.

2. Siano

r = {(5131,{['2,233) S RB ’ T+ Ty — 3513'3 = 1723}1 — T9 + T3 = O},
sp = {(z1,29,23) ER®|2) = 2t + 1,29 = ht, 23 = Tt — 2h},
con h parametro reale.

Si stabilisca se esistono valori di h per i quali le due rette coincidono.

3. Siano
‘S’:{(xla -;$4)6R4‘$1Z2:1,$3:1,x4:0}7
1 0
V:Span( é , (1) >CR47VV:{($17---,’I’4)€R4\ZL‘2:O},
0 1

a) Sidetermini la dimensione del seguente sottospazio vettoriale dello spazio
degli endomorfismi lineari di R?:

L={FcEndRY|F(V)CW, F(S)CV}.
b) Si stabilisca se esiste un’affinitd ¢ di R* che trasforma la conica S nella
conica
Ty — XT3 = 0

212 — (23— 1)2 = 0



4 Sia b: R* x RY — R la forma bilineare associata canonicamente alla matrice

0o 0 -4 1
, 0 O 1 1 : 4 4 4
M = 41 00 € My4(R) e siano b, : R* X R —SReg:R*—R
1 -1 0 O

rispettivamente la parte simmetrica di b e la forma quadratica definita da
q(v) = bs(v,v).

a) Si determini la matrice associata canonicamente a bs.

b) Si determini una base vy, -+, vy di R* ortogonale rispetto a b, e si calcoli
bs(vs, v;) per ogni i =1,---,4.

¢) Si determini I'insieme @ dei vettori isotropi di b, e si calcoli la segnatura
di q.

d) Si mostri che esistono sottospazi vettoriali V' di R* di dimensione due tali
che by|yxy € la forma nulla.

e) Si determini una forma quadratica ¢ su R* di segnatura diversa dalla
segnatura di ¢ e tale che gly = ¢|v dove V' = {(z1, -, 24) € RY|z; =
Ty = O}

5. Si determini la forma di Jordan della matrice

0 1 0 O
1 0 1 1

A= 00 10 € ]\/[4,4(R),
0 0 0 1

stabilendo se é diagonalizzabile.



