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Esercizio 1.

Sono date le matrici

1 2  h-1 1 -1 )
|1 h+1 2-1) 1 | -1 RE>
A=11 o o 1| BTl KT a |
0 1 2 0 0 T4

con h parametro reale.

a) Si determinino le soluzioni del sistema lineare AX = B al variare di h.

b) Per h = —1 si determinino le soluzioni del sistema lineare omogeneo AX =0,
stabilendo se tra esse si possono trovare tre vettori linearmente indipendenti.

Esercizio 2.

1 3 3 4
. 3 -3 0 O . . . .
Sia A = 0 2 -9 9 e siano wy, Vs, v3, vy 1 vettori colonna di A.
1 -2 1 -1

a) Si riduca la matrice A per righe e se ne calcoli il rango.

b) Si determinino i sottoinsiemi massimali di {v;,vs,vs,v4} costituiti da vettori
linearmente indipendenti.

o o e

c) Si determini l'insieme dei vettori € R* che si possono scrivere come

d

combinazione lineare dei vettori colonna della matrice A.

Esercizio 3.

Siano
-1 1 =1 0 0 1
A= 2 -2 0|, B=(10 0], XeM(R).
0 0 -1 01 0

Si stabilisca per quali valori del parametro reale k é possibile risolvere I’equazione

matriciale
XA+kX =B

e se per tali valori di £ la matrice X é univocamente determinata.



Esercizio 4.

Si provino o si confutino le seguenti affermazioni.

a) Date due matrici 4, B € M,(R) risulta (AB)! = BtA! (dove A indica la
matrice trasposta di A).

b) Date due matrici A, B € M,(R), i sistemi lineari omogenei AX =0 e BX = 0
sono equivalenti se e solo se le matrici A e B hanno lo stesso rango.

c¢) Dati due vettori u,v dello spazio tridimensionale applicati in un punto O e
aventi direzioni diverse, tutti i vettori applicati in O e ortogonali contempo-
~raneamente a u e v sono tra loro proporzionali.

Esercizio 5.

Nello spazio tridimensionale, in cui é fissato un sistema di coordinate cartesiane
Ozyz di versori 4, 5, k, si considerino i vettori u, = 2i +aj —k, v =1 — 742k w=
14+ 7 — 2k, cona €R.

a) Esiste a € R tale che v, sia ortogonale ai vettori v e w?

b) Esiste a € R tale che i vettori 4, v, u, A w siano complanari?
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1. Sono date le matrici

1 2 —1 0

T
A=1 0 -1 3h |, B= 1 , X=1y|,
-3 h—4 3 h+2 2z

con h parametro reale.
Sia U il sottospazio vettoriale di R® generato dalle colonne della matrice A e
sia V il sottospazio vettoriale di R® generato dalle righe della matrice A.
a) Si determinino i valori del parametro reale h per i quali il sistema lineare
AX = B ammette soluzioni.

b) Per i valori del parametro reale h per i quali il sistema ammette infinite
soluzioni, si scrivano le equazioni del sottospazio vettoriale di R® generato
dalle soluzioni del sistema lineare AX = B.

c) Si ponga h = —2 e si determini un sottospazio vettoriale W C R? di
dimensione due taleche UNW =V NW.

2. In R? in cui é fissato un sistema di coordinate cartesiane ortogonali Ozyz si
considerino le rette

=g
fz+(h—2y—-1=0 pET
T‘{:c+y—z=0 S z;i (h+1)7

con h parametro reale, il punto A = (1,0,1), il planoa: 2z —32z+2=0.

a) Al variare del parametro h si stabilisca quante sono le rette ortogonali e
incidenti le rette r e s.

b) Si stabilisca se esistono valori di h per i quali il piano « contiene una
retta parallela ad 7.

c) Si scrivano le equazioni dei piani ortogonali alla retta s e aventi distanza
2 dal punto A.

3. Sia V = R[z]<2 'R-spazio vettoriale dei polinomi di grado minore o uguale di
2 a coefficienti reali, siano

p1=2+x+$2, p2=1+x2, p3=3+2m+:1:2€V,
e siano

Uy = Span(py, pa,ps) CV, Uz := {p = ap+a1z+asz® € V| ap+2a,—-3a, = 0} C V.



a) Si stabiliscase 1 +z € Ulesel+z el

b) Sidetermini una base per ciascuno dei sottospazi vettoriali Ui, Us, U1NUs,
U + Us.

c) Si stabilisca se il polinomio p(z) = z 4 22 pué essere scritto come somma
di un polinomio di U; e di un polinomio di U, e se cié é possibile in un
unico modo.

4. Si dimostrino o si confutino le seguenti affermazioni.

a) Se U, W, Z sono sottospazi vettoriali di un K-spazio vettoriale V tali che
UDPW=U@Z, allora W = Z.

b) Data una qualunque matrice A € M3(R), la matrice A+!A é una matrice
simmetrica.
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1. Sono date le matrici

1 h -1 1 z 10
A=|2 h -n|, B=|1], X=|y]|, c=0 0],
hoh -1 1 2 0 1

con h parametro reale.

a) Si determinino i valori del parametro reale h per i quali il sistema lineare
AX = B ammette soluzioni, precisando per quali valori le soluzioni sono
infinite.

b) Per h = 1 si scrivano le equazioni del pid piccolo sottospazio vettoriale di
R3 che contiene le soluzioni del sistema lineare AX = B.

c) Si stabilisca per quali h esiste una matrice M € M32(R) tale che A- M =
C e se tale matrice é univocamente determinata.

2. In R3 in cui é fissato un sistema di coordinate cartesiane ortogonali Ozyz si
considerino i punti

A=(2,1,-2), B=(0,-1,0),C = (3,2—h,h—3), D=(1,0,1),
con h parametro reale.

a) Al variare del parametro h si determinino tutti i piani che contengono i
punti A, B, C.

b) Sideterminino i valori di & per i quali esiste un piano per l'origine parallelo
contemporaneamente alle rette AB e CD.

¢) Si determinino i valori di h per i quali le rette AB e C'D sono sghembe.

3. Sia V = M,(R) I'R-spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 a elementi reali, siano

20 —b a—-b+c

2 -1 1 1 10
UQ‘Spa”(<2 1 )’(—1 —2>’(0 0>)CV'
a) Si calcoli la dimensione e si determini una base dei sottospazi vettoriali

U1 eUg diV.

b) Si determini una base dei sottospazi Uy N Us e U; + Uy, stabilendo se la
somma é diretta.

U1={( ¢ ““+b>eV|a,b,ceR},



c) Sidetermini, se esiste, un sottospazio vettoriale W di V taleca W @D U, =
M(R).

4. Si dimostrino o si confutino le seguenti affermazioni.

a) Se U C W sono sottospazi vettoriali di un K. -spazio vettoriale V' tali che
U é strettamente contenuto in W e U ', W' sono due sottospazi vettoriali
di V tali che UPU' = WO W, allora U’ 2 W' (cioé U’ contiene
propriamente W').

b) Se una matrice A € M, (R) é invertibile, allora anche la matrice A%2—2A4 .
é invertibile.
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1. Sono date le matrici

h -1 1 T 3
A= 0 1 h-1}|, X=|y]|, B=| 0|,
-2 1 0 z -2

con h parametro reale.

a) Al variare del parametro reale h si determinino la dimensione e una base
del sottospazio vettoriale Uy di R3 costituito delle soluzioni sistema lineare
omogeneo AX = 0.

b) Per h = 1 si scrivano le equazioni del pid piccolo sottospazio vettoriale di
R? che contiene le soluzioni del sistema lineare AX = B.

2. In R3 in cui é fissato un sistema di coordinate cartesiane ortogonali 0zyz si
considerino i piani

a:y+z=2, f:z4+y—2z2=0
e sia
m:raz+by+cz+d=0,a,becdeR, (ab,c)#(0,0,0)
un generico piano dello spazio.
a) Sotto quali condizioni sui coefficienti a,b,c,d il piano 7 appartiene al

fascio di piani individuato da o e §7 Sotto quali condizioni sui coefficienti
a,b,c,ditre piani o, 8, 7 hanno un solo punto in comune?

b) Esistono valori di a, b, ¢, d per i quali i tre piani si incontrano a due a due
in una retta tale che le tre rette che restano individuate siano tra loro
parallele?

c) Esistono valori di a,b,c,d per i quali il piano 7 passa per il punto P =
(—1,0,1) e contiene la retta o N 57

3. Sia V = RJz]<3 'R-spazio vettoriale dei polinomi di grado minore o uguale di
3 a coefficienti reali, siano
=1 pp=1+2>+ha® p3=2>-222¢cV,
con h parametro reale e siano

Ul = Spa'n(plap2ap3) C V7

U, ;={p=a0+a1x+a2$2+a3x3€V|ao+az—a3=0>ao=al}cv-



a) Si determini la dimensione e una base di U, al variare del parametro A,
la dimensione e una base di U, .

b) Al variare del parametro h si determini una base per ciascuno dei sot-
tospazi vettoriali Uy N Us, Uy + Us, stabilendo se vi sono valori di A per i
quali V = U, @ Us.

¢) Si determini un sottospazio vettoriale W di V che contenga il polinomio
p(z) = z + 22 e tutti i vettori di Us.

4. Si dimostrino o si confutino le seguenti affermazioni.

a) Se vy, vz, v3 sono tre vettori non nulli di R® tali che Uz = v; A ¥9, allora
essi sono linearmente indipendenti.

b) Se A, B € M,(R), allora esiste una matrice X € M,(R) tale che A-X = B
se e solo se A é una matrice invertibile.
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1. Sono date le matrici

T

11 0 0 1
A=[o00 & o0 |, x=|%|, B=| k-1 |,
1 1 —k k-1 ? K2+k—1

4

con h parametro reale.

a) Al variare del parametro reale k si determinino le soluzioni del sistema
lineare AX = B.

b) Per k = 1 si scrivano le equazioni del pid piccolo sottospazio vettoriale
U, di R* che contiene le soluzioni del sistema lineare AX = B.

c) Per k = 1 si stabilisca se il vettore (1,2,—1) € R® appartiene al sot-
tospazio V' di R® generato dalle prime tre colonne della matrice A.

2. In R3? in cui é fissato un sistema di coordinate cartesiane ortogonali Ozyz si
considerino i punti A = (1,2,—1),B = (2,1,k), con k parametro reale, e i
piani

a:z+y=1 pB:2y+2+3=0.
a) Si scrivano le equazioni cartesiane della retta r per il punto A e parallela
ai piani a e £.
b) Esistono valori di &k per i quali la retta AB e la retta aNf3 sono ortogonali?

c) Si determinino la rette per A e complanari con la retta oo N S.

3. Sia V = M,(R) I'R-spazio vettoriale delle matrici 2 X 2 a elementi reali, siano

U1=Span(<:13 i)(g i)) U2=Span((_33 j)(é g>)cV.

a) Si determini una base dei sottospazi U; N Uy e U; + Us, stabilendo se la
somma ¢é diretta.

b) Si determini, se esiste, un sottospazio vettoriale W di V tale che

W @ Uy = My(R).

c) Si stabilisca se esistono k € R tali che la matrice <(1) g) appartiene al
sottospazio vittoriale Us.



4. Si dimostrino o si confutino le seguenti affermazioni.
a) Se S; e S, sono due sottoinsiemi di uno spazio vettoriale V', allora
Span(S1US,) C (Span S1) U (Span S,), e (SpanS1)N(SpansSs) = Span(S;NS,).

b) Sia A € Mmn(R) di rango 7. Se il sistema lineare AX = b ammette
soluzione per ogni b € R™, allora r = m.
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1. Sono date le matrici

A=|25 -1 |, X=|2]|, B=| 1|,
k1 1 I3 -1

con k parametro reale.

a) Sistabilisca per quali valori del parametro reale & le colonne della matrice
A sono linearmente indipendenti.

b) Al variare del parametro reale k si determinino le soluzioni del sistema
lineare AX = B.

c¢) Per k =1 si scrivano le equazioni del pit piccolo sottospazio vettoriale U
di R® che contiene le soluzioni del sistema lineare AX = B.

d) Per k = 1 si scrivano le equazioni del sottospazio vettoriale V' di R3
generato dalle colonne della matrice A.

2. In R? in cui é fissato un sistema di coordinate cartesiane ortogonali 0zyz si
considerino i punti 4 = (1,-1,2), B = (1,—,3,0) e il vettore u = (1,1,-2) .

a) Si scrivano le equazioni cartesiane della retta r per i punti A e B e della
retta s per A e parallela al vettore u.
b) Si scrivano le equazioni di tutti i piani paralleli sia a r sia a s.

c) Esistono piani per il punto A ortogonali sia a r sia a s7
d) Si calcoli la distanza del punto P = (1,1,1) dalla retta r.

3. Sia V = R|[z]<3 I'R-spazio vettoriale dei polinomi di grado minore o uguale di
3 a coeflicienti reali, siano

pm=-2+1, p=22%+z, ps=2"-2% p=1"+24+2€V,

e siano
Ui = Span(py,p2), Uz = Span(ps,ps) CV,
S :={p=ao+ a1z + asz® + azz’ € V|p(0) = 1,p(-1) =0} C V.
a) Si determini una base per ciascuno dei sottospazi U, Us, Uy + Uz, U1 NUs.
b) Si stabilisca per quale valore del parametro reale h il polinomio
p=2>—hz’+(1—-h)z+3 €U+ U

e per tale valore di A lo si scriva come somma di un polinomio di U; e di
uno di U, stabilendo se tale espressione é unica.



c) Si stabilisca se S é un sottospazio vettoriale di V e in caso negativo si
determini il sottospazio Span (S ).

4. Si dimostrino o si confutino le seguenti affermazioni.

a) Se S; e S, sono due sottospazi di uno spazio vettoriale V tali che
dim S; 4+ dim Sy = dim V,

allora V=5, @ S;.

b) Siano A € Mmn)(R), A € My (R), B € Mmy)(R), B € Myy(R).
Allora i due sistemi lineari AX = B, AX = B hanno le stesse soluzioni
se e solo se [ =m , rango A = rango A e rango B = rango B.
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1. Sono date le matrici

1 -k k 5] 1
A=(3 -3 3k|, X=|2]|, B=| &k |,
k-1 1 T3 -1

con k parametro reale.

a) Al variare del parametro reale k si discuta la risolubilitd del sistema
lineare AX = B.

b) Per k = —1 si scrivano le equazioni del pid piccolo sottospazio vettoriale
U di R che contiene le soluzioni del sistema lineare AX = B.

c) Per k = —1 si stabilisca se il vettore ¥(2,1,—1) € R® appartiene al
sottospazio V di R? generato dalle colonne della matrice A.

d) Si stabilisca se esistono valori di k per i quali il vettore *(2,1,—1) appar-
tiene allo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo AX = 0.

2. In R? in cui é fissato un sistema di coordinate cartesiane ortogonali 0zyz sono
date le rette

z—1 -2 2 o) = f=1—3
r - =y_:_", T'Q:{x—ky—o, T3 . y=2—|—3t ,
2%k 3 4k 2=0 2= (1— k)t

con k parametro reale.

a) Si stabilisca se esistono valori di k per i quali le tre rette r1,79,73 si
incontrano in un punto.

b) Sistabilisca se esistono valori di & per i quali le tre rette ry, 7o, 73 giacciono
su uno stesso piano.

c) Si determinino i piani per 73 e paralleli al vettore v = (1,1,0).

d) Al variare del parametro reale k si determini il pid piccolo sottospazio
vettoriale di R? che contiene 71 U 7.

3. Sia V =R, siano
U = (1)17 1’0)7 U= (07—"1a 1a 1)a V3 = (373a0a2);v4 = (1)0: _173)a05 = (17270a _1)7

e sia U = Span(vy, va, v3, V4, Us).

a) Si determini la dimensione di W.



b) Partendo dall'insieme di generatori {1, v2,v3,v4,vs} si utilizzi il metodo
degli scarti successivi per determinare una base B di W.

c) Si verifichi che il vettore v = (2,2, —1,2) € W e se ne determinino le
componenti rispetto a B.

d) Si determini, se esiste, un sottospazio vettoriale U di V tale che

WnNU = {(51,‘1,1'2,11,‘3,:64) S R4].’L'1 — 224 = T3, Tp = 333}.

4. Si dimostrino o si confutino le seguenti affermazioni.

a) Dati i sottoinsiemi
S1={(a,b,b,¢) | a,b,c eR}, S, = {(a,0,0,b) | a,b, € R},
allora S; NSy é un sottospazio vettoriale di R* di dimensone 2 e S1 U Sy

contiene quattro vettori linearmente indipendenti.
b) Esiste una A € My(R) tale che

YA = 31) =2 (‘21 _25>

(dove I, é la matrice identit4 2 x 2), ma tale matrice non é univocamente
determinata.

c) Per ogni matrice A € M,(R) non invertibile esiste una matrice B €
M, (R) diversa dalla matrice nulla n x n tale che AB sia la matrice nulla
n X n.
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1. Sono date le matrici

1 -1 0 I 2
A=10 2 1|, X=|=2|, B=|k+4],
E 3 1 T3 1

con k parametro reale.

a) Al variare del parametro reale k si stabilisca se lo spazio delle soluzioni
del sistema lineare omogeneo AX = 0 contiene due vettori linearmente
indipendenti.

b) Al variare del parametro reale k si discuta la risolubilitd del sistema
lineare AX = B.

¢) Per k = —1 si scrivano le equazioni del pid piccolo sottospazio vettoriale
U di R3 che contiene le soluzioni del sistema lineare AX = B.

d) Per k = —1 si stabilisca se il vettore (2,1,2) € R3 appartiene al sot-
tospazio V' di R?® generato dalle righe della matrice A.

2. In R3 in cui é fissato un sistema di coordinate cartesiane ortogonali 0zyz sono
dati il piano o di equazione z — 4 4 z = 0 e su di esso la retta 71 passante per
il punto A = (1,1,0) e per il punto B = (0,1,1) e la retta

Jz—y+2=0
e+ (1 -kz+r1=0

con k parametro reale.
a) Si stabilisca se esistono valori di k& per i quali le rette r1, 7y si incontrano

in un punto.

b) Si stabilisca se esistono valori di k& per i quali la retta ry é contenuta in
infiniti piani ortogonali al piano £ : 2 = 2y.

c) Si determinino tutti i piani paralleli alla retta 1.

d) Al variare del parametro reale k si determinino (se esistono) tutte le rette
per il punto O = (0, 0,0) sghembe sia con 7; sia con 7.

e) Al variare del parametro reale k si determini il pid piccolo sottospazio
vettoriale di R3 che contiene r; U 7.

3. Sia V = M,(R), siano

1 2 0 2 2 1 11 0
Ml—<0 _1>,]\/[2—(1 _4>,1v13_<0 3>,M4—(1 O),wfs_(l

e sia W = Span(My, My, Mz, My, Ms).

-1

)



a) Si determini una base B di W tale che B C {M;, My, M3, My, Ms}.

1 0

b) Si verifichi che la matrice A = <_ 1 3

componenti rispetto a B.

> € W e se ne determinino le

c¢) Si determini, se esiste, un sottospazio vettoriale U di V tale che

WeU-=V.

4. Si dimostrino o si confutino le seguenti affermazioni.

a) Non esiste alcun sottospazio vettoriale proprio dello spazio vettoriale
R[z]<2 dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o uguale a due
che contenga l'insieme

S ={az?* + bz +c € R[z]<y | a® = *}.

b) L’insieme V delle matrici A € M3(R) che hanno una riga nulla costituisce
un sottospazio vettoriale di M3(R) di dimensione 6 e lo stesso vale per
I'insieme W delle matrici B € M3(R) che hanno la prima colonna nulla.



