%5

(X+K)PH - (X+k-1)P*D)p =

(p+1)kp+(p;1)kp_1(X2- (><—1)2)B+(p;‘1L

(pgl)k(xp—(X—1)p)B+(xp*1—(x-1)p*1)B=(P“i)kp' LA

)kp‘z(x3 - (X-1)%)g +--- : |

Sommando membro a membro questa uguaglianza per k = 1,...,n si
ottiene )

(X+n)P*-xP*yy o (p+1)S (n);
da cui la tesi. .

Nel resto di questo capitolo tratteremo gli anelli di polinomi a
coefficienti in un campo. Questi sono tra gli anelli fondamentali del-
I'algebra.

5. 3)Polmomx a coefficienti u} un campo

e - [}
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Sia K un campo. Vogliamo studiare 'anello K[X]. Segue dalla proposi-
zione 5.1.6 che le\u@ in K[X] sono le costanti_non nulle, ossia i poli-
nomi di grado 0. In“ltre 1 polmoml non nulh che non sono. mvert1b1h

,.«-—’

se. e&co,ﬂs”;ggte oppure puo essere scomposto come prodot 0. dj
linomi di. (
Osserviamo anche che i polinomi di grado 1 sono irriducibili: se _
f € K[X] ha grado 1, e f = gh, allora deg(g)+deg(h) = deg(f) = 1, e quindi .
o g o h deve avere grado 0. )
Un fatto importantissimo & che KIX] & un anello euchdeo questo
segue dal seguente lemma di dwxsmne che gioca nell’ ‘aritmetica dei

polinomi lo stesso ruolo fondamentale che il lemma di divisione per
gli interi ha nell’aritmetica degli interi.

./;.



deg(f), tali che g = gf+r. Inoltre q ed r sono univocamente determi--
"nati da f e da g.

Ovviamente f{ divide g in K[X] se e solo se r = 0.

Dimostrazione. Dimostriamo prima l'unicita di q ed r. Supponia-
- -~ mo che g = qf+r = q'f+r', con deg(r) < deg(f) e deg(r') <deg(f). In questo
caso r-r' = (q-q)f, e quindi deg(r-r) = deg(q'-q)+deg(f) per la proposi-
zione 5.1.5. Se q = q' si avrebbe deg(q'-q) > 0, e quindi deg(r-r") =

deg(q-q)+deg(f) 2 deg(f), il che contraddice la disuguaglianza
.-deg(r-r) = max(deg(r), deg(r)) (prop05121one 5.1.5).
~ Per dlmostrare I'esistenza procedlamo per induzione su deg(g). Se
- 0 allora possiamo prendere q = r = 0. Se deg(g) = 0 distinguiamo
due casl. Nel caso che deg(f) = 0, f & una costante non nulla, e quindi
invertibile, per la proposizione 5.1.6: poniamo allorar = 0, q = gf~1.
. . Se deg(f)>0 allora si pud porreq = 0, r = g.

Supponiamo ora che il lemma valga quando deg(g) <d, e assumia-
mo deg(g) = d. Poniamo d' = deg(f). Se d'>d prendiamo q = 0, r ='g.
Se d'< d, chiamiamo c il quoziente tra il coefficiente direttore di g e il
coefficiente direttore di f. Allora il polinomio cX2-9f(X) avra grado d
e coefficiente direttore uguale al coefficiente direttore di g. Ne segue-
che il polinomio

T4

g(X) = g(X)-cXd-df(X)

ha grado minore di d, e percid per ipotesi induttiva esistono q' ed r in °
K[X] con g' = q'f+r e deg(r) < deg(f). Allora

g(X) = g'(X) +cXAE(X) = (q(X)+eXd~dY(X) +r(X)
e la dimostrazione € conclusa.

Un-po’ di riflessione dovrebbe convincere lo studente che ’algorit-
mo solito per dividere un polinomio per un altro non ¢ che una for-
malizzazione della dimostrazione data qui sopra.

(5.3.2) Corollario. L'anello K[X] & un anello euclideo.

Dimostrazione. Come funzione §: K[X\ {0} — N prendiamo'il grado.
La condizione (a) della definizione 4.2.1 segue subito dal lemma di di-
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visione, mentre la condizione (b) viene dalla formula per il grado di

un prodotto (proposizione 5.1.5). "

Possiamo quindi applicare tutti i teoremi che abbiamo dimostrato
per gli anelli euclidei. Un vantaggio che K[X] ha rispetto a un anello
euclideo qualsiasi & che, come nel caso di Z, ogni elemento diverso da
0 & associato ad un unico elemento canonico: un intero positivo nel

- NEI e e’

caso di Z, un polinomio monico nel caso di KIX].

(533) Proposizione. Ogni polinomio non nullo in K[X] & associato -

olare due polinomi monici

ad un unico_polinomio monico. In par
‘sono associati se e solo se sono uguali.

G A RSN
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Dimostrazione. Due polinomi f e g sono ‘associati se e solo se esiste "
a € K* tale che g = af (proposizione 5.1.6). Sia f€ K(X], e sia c il coeffi-

. ciente direttore di f. Il coefficiente direttore di af ¢ uguale ad ac; se
quindi prendiamo a = ¢~ vediamo che af & un polinomio monico. Se- -
poi af = g con a€ K*, e f,g sono entrambi monici, dovremo avere

a=1,epercidf=g

-. h »: -__

1l teorema di scomposizione in fattori irriducibili nell’anello K[X]-
ha quindi una forma particolare.

(534) Teorema. Sia f€K[X] un polinomio di grado positivo, e sia -
c € K* il coefficiente direttore di f. Allora esistono dei polinomi monici
irriducibili distinti pq,...,Pr € K[X] e degli interi positivi my,...,my tali

che f = cp 1 _T. Inoltre se esistono altri polinomi monici irridu-

iy AR ST o e
cibili distinti q4,.

.-.d, © interi positivi ny,....N, tale che f = c_q?l... q.°,
allorar =s, e si possono _permuta;fe’i qj_l,...,‘qss'in ‘maniera tale che
P1 = i, o+ » Py = 9y, @ Mg = N9, o0 s M = Ny




Dimostrazione. Segue dal teorema 4.3.3 che f & associato ad un
prodotto del tipo p1 p:,nr dove pq,...,p, sono irriducibili. Sostitu-
endo ciascun pj,...,p, con il polinomio monico a cul e associato po-
“tremo assumere che i pq,...,p, siano tutti monici. Esiste quindi un
polinomio invertibile, ossia una costante non nulla a, tale che f =
ap1 p:,nr Dal momento che prlnl... p:,nr ¢ monico, perché il
prodotto di polinomi monici € monico, la costante a dovra essere il
coefficiente dn’ettore di f

Infine se f = c:q1 ,...,q S otteniamo dal teorema 4.3.3 cher = s, e
dopo aver permutato i qq,...,d, avremo che p; & associato a g;j. Allora

p; = q; per la proposizione 5.3.3, e my = ny, ... , My = N,

-Come conseguenza si ha che un polinomio monico riducibile si

scompone come prodotto di due polinomi monici di grado positivo.

Indaghiamo su cosa succede dividendo un polinomio f per un poli-
nomio monico lineare. Sia f € K[X] un qualsiasi polinomio, e sia X-a,
a € K, un polinomio monico lineare. Possiamo scrivere f(X) =
q(X)(X-a)+r(X), dove r @ un polinomio di grado minore di 1, ossia un
polinomio costante. Sostituendo X con a otteniameo che f(a) = r. Ov-
viamente X-a divide f se e solo se r = 0. Abbiamo cosi dimostrato il
fatto fondamentale che segue.

(5.3.5) . Teorema- Il polinomio. X-a divide f se e solo se f(a) =

(5.3.6) Defi-nizione. Un elemento a € K ¢ detto una radice, o uno
zéro, "di un polinomio f € K[X] se f(a) =

- Per il teorema 5.3.5, una definizione equivalente € che a€ K € una
“radice di f se X-a divide f.

5.4 Radici di 'un polinomio

Sia K ancora un campeo.




(5.4.1) Deflnlzlone Sia f un polinomio non nullo a coefficienti in
K, a un elemento di K. La mo/tep/zczta di a come radice di f, in sim-

boli u(f.a), € il massimo intero non negativo m tale che (X—a)mlf

- Dal momento che deg(X-a)™ = m abbiamo u(f,a) s deg(f). Risulta
subito dal teorema 5.3.5 che a & una radice di f_se e solo se u(f,a)>0.

oUna radice di un polinomio & detta mu/ltipla. se ha molteplicita
maggiore di 1, altrimenti é detta. semglib_g Un criterio per decidereé.
se una radice e multipla verra dato nel prossimo paragrafo.

Poniamo m = p(f,a). Possiamo scrivere f(X) = (X-a)Mg(X), perché-

(X-a)m= divide g(X), e g(a) = 0, perché altrimenti X-a dividerebbe
g(X), e quindi (X-a)m+1 dividerebbe f(X). Viceversa, supponiamo di
avere scritto f(X) = (X-a)?g(X) con g(a) = 0; allora (X-a)™ divide f(X); - -
mentre (X-a)k non pus dividere f(X) per nessun k>n. Se fosse f(X) =
(X-2)kq(X) con k>n avremmo anche (X-a)ng(X)= (X-a)kq(X), da
cui, semplificando per (X-a)?, g(X) = (X-a)k nq(X), e quindi g(a)= 0,
contraddicendo l'ipotesi g(a) = 0. Quindi n= m. In altre parole, la o
molteplicita di a come radice di f é I'unico intero i tale che (X) = -
(X-a)mg(X) per un certo polinomio g(X) con gla) = 0.’

(5.4.2) Proposizione. Un polinomio irriducibile in K[X] ha una
radice in K se e solo se ha grado 1.

Se poi p € K[X] é 1rr1du01blle e ha una radice a€K, allora (X-a)lp(X), e

quindi p(X) deve essere associato a X-a, ossia della forma c(X-a), con
c € K*.

Prendiamo un polinomio f di grado almeno 1, e sia f = Cprlniplrinr
una scomposizione di f in fattori monici irriducibili. Se a €K si avra
f(a) = epy(a)™1...p,(a)™r, e quindi a & una radice di f se e solo se a &
una radice di uno dei p;. Per la proposizione 5.4.2 i soli polinomi irri-
ducibili che ammettono una radice sono quelli di primo grado. Sup--
poniamo che pq,...,p; abbiano grado 1 e che Pt+1.+.-,Pr abbiano grado

maggiore di 1. Possiamo scrivere p,(X) = X-a; con a; € K. Percio f avra
la forma




(@)

(*) f(X) = c(X-ap)™L... (X-a) ™t py, LML p ()Y
" Ovviamente a; = aJ sei = j, perché i p; sono distinti. Le radici di f
SONO &q,...,a¢, perche i fattorl py4qse.., Py NON hanno radici. Se poma—
. mo ‘

g(X)= (x—al)ml...(x—ai_l)mi-i(x—a“1)mi+1...(x—at)mt s
Pra (XML p, (0T
abbiamo gla;) = 0, e f(X)= (X-a; )™ig(X). Quindi m; € la molteplicita.di
a; come radice di f. In altre parole, la molteplicita di una radice a; di

1

.«f & "esponente con il quale X-a; appare nella scomposizione di f in
fattori irriducibili. '
Confrontando i gradi nell‘espressione (*) abbiamo che
my+ees +my+my, 1deg(py,q) + - +mydeg(py) = degl(f),
e quindi
my + -+ +m, < deg(f),

con uguaglianza se e solo se t = r. Abbiamo dimostrato il fatto se-
guente. '

(5.4.3) Teorema. Siano ajq,:+,a; le radici di ﬁn polinomio f € K[X] di
grado positivo. Allora G s .
w(f,aq) +--- +ulf,ay) < deg(f).

Si ha l'uguaglianza se e solo se f e un prodotto di fattori lineari.

“(544) Corollario. Un polinomio non nullo f € K[X] ha al pita deg(f)
radici in K. .

Dimostrazione. Se deg(f)>1 questo segue immediatamente dalla

. ._proposizione 5.3.3, perché (f,a;) 21 per ciascun i = 1,...,t. Se

o deg(f) 0 allora f & una costante non nulla, e qumd1 non ha radici.

Questo & un risultato utile in molte circostanze. Diamo subito
un'applicazione.

(5.4.5) Proposizione.- Sia K un campo finito con q elementi, e sia-n
un intero. Allora a™ = 1 per ogni a € K* se e solo se (q—i)ln.



Al @

[n particolare q-1 & uguale al piu piccolo intero positivo n tale che
al = 1 per ogni a € K*_Nel caso particolare in cui K = Z, per un pri-
mo p abbiamo che @(p) = p-1 & in effetti il pi&in ero positivo tale
che af =1 (mod p) per ciascun intero a non divisibile per p, come as-
serito dopo l'enunciato del teorema di Eulero (3.6.4).

Dimostrazione. Sappiamo che ad™1 = 1 per oqni a € K (corollario
36.0), e quindi se (g-1)|n si ha a® = (aa-1)" /@-1) _ 1, supponiamo
ora che a® = 1 per ogni a€ K*. Dividiamo n per g-1: scriviamo n =
(q-1)d+r, con 0<r<g-1. Avremo af = an~(a-1)d = an(ad-1)d = 1, e
quindi il polinomio Xr-1 ha tuttiiq-1 clementi di K* come radici. ‘
Ma questo non & possibile se r>0, perché X¥-1 ha grado r<qg-1.

Definiamo ora una classe importante.di campi.

L e

(5.4.6) Definizione. Un campo K si dice 2 ebricamente:chiuso se
ogni polinomio in KI[X] di grado almeno 1 ha una radice in K.

Dalla proposizione 5.4.2 ricaviamo subito cheuncamLOK @ ‘_’a’lg-é-’-_’-'f'
“bricamente chiuso se € solo se tutti i polinomi-irriducibili in KIX1

{rhanno grado 1. Una condizione equivalente & che ciascun polinomio

e

i in K[X] si scrive come prodotto di fattori lineari.

» Segue anche dal teorema 5.4.3 che se K é algebricamente chiuso_e
f € K[X] ha srgdg_ggsitivq,__con___r_as!.is;i__ql,-_-.,._._a.t._allor_a -

u(f,aq) +-- +ulf,ay) = deg(f).

Si dice che un poli_nomio in un campo algebricamente chiuso ha un
numero di radici uguale al grado, se ciascuna radice viene contata

con la propria molteplicita.

, Osserviamo che un campo algebricamente chiuso ¢ necessaria-
mente infinito. Infatti se K & un campo finito con q elementi allora
ad-a = 0 per ogni a€k (corollario 3.6.2), e quindi il polinomio Xa-X+1
non ha radici in K. Un’altra maniera di dimostrare che un campo fi-
nito K non ¢ algebricamente chiuso e di osservare che K[X] contiene
infiniti polinomi irriducibili, modificando la dimostrazione data ’pe‘r
gli interi (teorema 1.3.7), mentre contiene solo un numero finito di

polinomi lineari.
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Daremo ora un solo esempio di campo algebricamente chiuso, per
il momento, anche in verita ne esistono innumerevoli. I risultato se-
gh'ente porta il nome di “teorema fondamentale dell’algebra” per ra-
gioni storiche: oggi in algebra si considerano campi (e anelli) molto '

“ piu generali, e il campo complesso ha perso un po’ la. posizione cen-

trale che occupava nell’algebra tradizionale. Tuttavia i numeri com'—".'
plessi giocano un ruolo di primissimo piano in tanti settori della ma-
tematica e delle scienze, e percio il teorema fondamentale dell’alge-
bra ¢ uno dei pitt importanti di tutta la matematica.

(54.7) Teorema fondamentale dell’algebra. Il campo comples-
so C & algebricamente chiuso.

Sfortunatamente non conosco dimostrazioni facili-di- guesto- teore-
ma che non usino il concetto di continuita per funzioni di piu varia-
bili reali, e in particolare il teorema che dice che una funzione con-
tinua a valori reali definita su un sottoinsieme chiuso e limitato di
R2 ‘ammette un minimo. La dimostrazione che segue usa questi con-
cetti, ma & relativamente elementare. Esistono dimostrazioni che
non richiedono nozioni sulle funzioni di piti variabili reali, ma in
compenso usano un'algebra piu sofisticata.

Dimostrazione. Sia f € C[X] un polinomio non costante, e cerchiamo
di dimostrare che f ha una radice in €. La'dimostrazione si divide in
- due parti: prima facciamo vedere che esiste zg€C tale che
f(2)! 2 1f(zg)| per ogni z € C, e poi concludiamo che f(zg) = 0.
Sia m il grado di f. Facciamo vedere che se M ¢ un qualsiasi -nu---. -
mero reale positivo allora esiste un numero reale positivo R tale che
_se.z€C, |zI>R, si ha lf(z)I|>M. Innanzitutto

= fo+f fo f1 . fm-1
f(z) = f0+f12+...+fmzrn = zm(zm+zm“1 Tt n; +fm)
e quindi
f f
) = lzm|=O s 1 ... fmol g s
- . zm zm__1 Z m
f
o (I, || 04— 2o fmdyy

zMm zrn-l YA
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If
Ifol N If41 .. 1} ))
|zI™ [zlm_1 1zl ]

|z (If 1 -

per la proposizione 2.6.2. Si ha

Ifol 4l Ifiry-1
Iim —?rT 1_1+~-~+ !

y=0 .
e percid esistera un numero reale positivo R tale che se p>R allora

If -
'lfﬂl_+ Ifll I e | <I—fm|-

p= pod p 2 '
(ricordiamo che f_, = 0, poiché f;, ha grado m) e percid
Ifgl 14l If :
T gl 1_1+... Fm-1ly | Il |
p p™ P 2 ' ’
se p>R. Possiamo anche assumere che Rm > 2M/If ,|: avremo allora :
ltol . If4l -1y 2M Il o
If(z)] 2 lzlm(If |- ( + +oeet )) > =M. .. v
(It Iz |pm-1 |zl If | 2 - i

se |zl > R. o
Dimostriamo ora l'esistenza di zy: per quanto appena ‘visto edistera=
un numero reale positivo R tale che If(2)|>1f(0)] se |zl > R. Consideria-
mo il disco chiuso di raggio R centrato nell’origine
= {zeC|lzlsRL
La funzione lfl: € — R, definita da Ifl(z) = If(2)l, & continua, eD e
chiuso e limitato in €, quindi esistera un punto di minimo per [fl'in
D, ovvero un punto zg € D tale che If(z)|z [f(zg)l per ogni z€D. D’ altra
parte se z ¢ D allora If(2)|> f(0)1 2 If(zg)l, e quindi If(2)lz If(zg)l per ogni
z € C. e n
"Supponiamo ora per assurdo che f(zg) = O, e cerchiamo di deriva-
re una contraddizione. Possiamo assumere che zg = O. Infatti in caso
contrario prendiamo il polinomio g(X) = f(X+zg), che avra radici se e
solo se f(X) ha radici. Abbiamo che g(0) = f(zg) = 0, e lg(2)| =
lf(z+2g)l > [f(zp)l = Ig(0)l. Possiamo assumere anche che f(0) = 1: infatti
in caso contrario porremo h(X) = f(X)/f(0). Allora h(0) = f(0)/f(0) =
e lh(z)l = If(2)I/1f(0)l > 1 per ogni z€ C.
. I1.polinomio f(X) avra la forma f(X) = 144 X+eee+f X Sia k il pit- -
piccolo intero positivo tale che fy = 0, e poniamo c = fi. Scriviamo

S P R
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f(X) = 1+cXkexb+1g(X), dove g(X) = i o1+ oo X HeeH X E"L Sia
@€ C tale che wk = -1/¢c, (w esiste per la proposizione 2.6.7), sia p €
un numero reale con 0<p<1.5i ha
fpw) = 1+clpw)k+(pw)k*iglpw) = 1~ pk+pktlook+rlglpeo). .

Supponiamo di avere trovato un p tale che p-lwk“ig(pw)l_ < 1: allora
pk+Heok+1g(peo)| < pk, e quindi

lf(pw)| = |1 - pk +ph+leok+1g(pe)] < (1-pk) + pl+ Yk 1g(pwo) < 1, -
che & una contraddizione, in quanto per ipotesi |f(z)|z|f(0)| = 1 per .

“ogni z € C.
Ma g ¢ limitata sul disco unitario {ze€ Cllzls lwl}, e quindi esistera
una costante reale positiva M tale che lg(pw)l<M per ogni p. Se
. prendiamo percio p con p <1/lwlk*IM avremo p|ook+1g(pco)‘ <
: plool-k“lM < 1, come si-desiderava.

5.5 La derivata di un polinomio

La derivata di una funzione di variabile reale viene introdotta-at-
traverso un procedimento_di passaggio al limite che non ha molto
-senso su un campo arbitrario. Tuttavia la derivata di una funzione
polinomiale reale & ancora una funzione polinomiale, data da una
-»«formula esplicita che ha senso su un campo qualunque.
' Sia K un campo.

- (55.1) . Definizione. Sia f(X) = fo+fiX+:++f X% un polinomio a coef-

ficienti in K. La derivata di f, denotata con f', oppure Df, o anche

dilx) , ¢ il polinomio a coefficienti in K definito da

f(X) = (DH(X) = d—g%(@ = £y +2f,X +3fzX% +oee +nf X771,

Piu formalmente, il coefficiente di grado i di f' e (i+1)f;,4.

C'é una profonda differenza tra la derivata di un polinomio su un™




campo di caratteristica 0 e su uno dj caratteristica positiva. Se K ha
o caratteristica 0 e a é un elemento non nullo di K, allora na = 0 per

ogni intero non nullo n: se invece K ha caratteristica positiva p allora @ °

na_= 0, con a € K0}, se e ¢ s_qlg_s_e_n,_é_diyisibile_p_gr p. Quindi se K ha

~ caratteristica O e f & un polinomio di grado n>0, la derivata f' avra
grado n-1, perché in tale caso nf, = 0. La stessa cosa succedera se K

ha caratteristica_ p>0en =d

eg(f) non ¢ divisibile per p: se invece ne

divisibile per p allora f avra grado minore di n-1. Potra anche succe-
dere che la derivata di f sia nu]la,__pg;_a_yendo__f_ grado arbitraria-
mente alto: per esempio D(XPP) = npXnp-1 . g,

La derivata qui definita ha
rivata di funzioni.

—_——

molte delle_ —grogrieta formali della de-

(5.5.2) _Proposizjone. g@ La derivata di un polinomio costante &
.9_.:.“ ’
®)  Se f(X) = aX™, allora f(X) = naxn-1,

Se a€K e feKI[X] allora (af-)'__x_—___z_if_'.
Se f,g € K[X] allora (f+g)' - f+g'.
Se f,g € K[X] allora (fg)' = fg'+fg.

o—
b.

Se fq,....f. €KIX], allora

r

(fyfopeeef ) = 5 fieeefy g £if s qoeef,

_ =

(f'ifze.ofr) + (fi@-ocfr)i— eoe 4 (f1f2..°f'l:)

La parte (e) é chiamata formula dr Leibniz?, (4

__Dimostrazione,_ Le parti (a),
streremo la parte (g) Prima d
per induzione su r, che se fq,..
Quindi se supponiamo dj saper

€ poniamo f = fy+...+f_, avremo che

-1
A

(b), (c) e (d) sono immediate. Dimo-
I tutto osserviamo che da (c) segue,
«fr € K[X] allora (fg#eeetf ) = f+eeetf "
e che (fig)' = fi'g':-f;g" per ognii = 1

'OQQ,r,

(fg)' = ((f1+...+fr)g)' = (f1g+...+frg)' = (flg)'+...+(frg)v =
(fl'g+fig')+...+(fr'g+frg') = (f1'+...+fr')g+(f1+...+fr)g' = f'g+fg';




mio.

-+ Poniamo allora f(X) = aX™, g(X) = bX". Si ha |

FOg(OHEOLX) = (maX™ H(bXM+@aX™)(nbX™ ™ =

" (mab)X™* P Li(nab) X 7L o (men)abX™ Pl < (abX™ M) = (fg)(X).
La parte (f) si dimostra a partire dalla formula di Leibniz per in-

duzione su r. Lascio i dettagli come esercizio.

]

Una dimostrazione piu concettuale della formula di Leibniz si puo
dare come segue. Consideriamo K come sottocampo di K[/0] (paragra-
fo 2.3), ponendo ¢ = J0. Possiamo pensare ad un polinomio f € K[X] co-
me ad un polinomio a coefficienti in K[/0]. Ogni polinomio in K[/0][X]
si pud scrivere in maniera unica come f+¢g, dove f e g hanno-
coefficienti in K. Dal fatto che €2 = 0 si vede subito; per induzione su
k, che ek = 0 per ciascun k2 2; percid, utilizzando il teorema del bi-
nomio (2.1.4), avremo che per ognin20

f(Xe) = 2 £ (X+e)? =

n>0
2. fn(Xn+n€Xn_1+(g)ezxn"2+(g)g3xn“3+...) -
n>0 o .
2. fn(X“+neX“'1) = > f XM +e z flfnxn“i =‘f(X)+gf'(X)‘
n>0 n2>0 nx>1

- Questo é un inizio di sviluppo in serie di Taylor. Si ha

£(X+e) g(X+e) = (£(X)+ef (X)) (g(X) +eg'(X)) =
F(X)g(X) +e(f(X)g(X) + £(X)g(X)) +e2f (X)g'(X)
F(X)g(X) +e(f(X)g'(X) +£(X)g(X)). ™

Confrontando questa formula con

| f(X+e)g(X+e) = (fg)(X+e) = f(X)g(X) +e(fg)'(X)
otteniamo la formula di Leibniz.
~ La proposizione seguente stabilisce la connessione tra la derivata
di un polinomio e le sue radice multiple. -~ '

(5.5.3) Teorema. Sia f € K[X], e a€ K una radice di f. Allora a é una
radice multipla di f se e solo se f'(a) = 0.



@

1

_anche radicl della denvata di f.

Dimostrazione. Per il teorema 5.3.5 abbiamo che f(X) e divisibile
per X-a. Seriviamo f(X) = (X-a)g(X) con g € K[X]. La costante a é una
radice multipla di f se e solo se (X~ a)2 divide f(X). Se X-a divide g(X)
allora ovviamente (X-a)2 divide f(X); se (X-a)2 divide f(X) allora .
(X-a)g(X) = f(X) = (X-a)2q(X) per un certo q€KIX], ‘e, semplificando,
si ha g(X) = (X-a)q(X). Percio a ¢ una radice multipla di f se e solo se
X-a divide g(X), ossia se e solo se g(a) =

__ Deriviamo ora entrambi i termini dell equazione (X-a)g(X) = f(X)
ottenendo

(X)) = (X-a)g(X))' = (X-a)g(X)+(X-a)g'(X) = g(X)+(X-a)g'(X)
Andando a sostituire a per X si ha

f'(a) = gla)+(a-a)g'(a) = gla)
e quindi la conclusione.

Traiamo da questo teorema una conclusion e.Che sar& usata nel
paragrafo 7.5.

(5.56.4) Corollario. Supponiamo che la caratteristica di K sia p>0,
_.esia n un intero positivo divisibile per p. Allora il polinomio X2-X
non ha radici multiple in K.

_Dimostrazione. La derivata di Xn-X ¢ riXxn-1-1 = -1 = 0, e non

ammette radici.

Consideriamo ora un sottocamgo K ¢ €. Siccome C e algebricamen-
te chiuso ogni polinomio in K[X] si scomporra come prodotto di fattori

lineari in C[X]. Diremo che un polinomio f € K_[X__] ha radigl multiple
se ha radici multiple in C.

(655) Proposizione. (a) Un polinomio f € K[X] non_ha radici mui-
tlple se e solo se f é relativamente primo ad f' in K[X].

@ Un polinomio irriducibile in K[X] non ha radici multiple.




Dimostrazione. (a) Supponiamo che f ed f' siano relativamente
“primi in KIX], e prendiamo s,t € KIX] tali che sf+tf' = 1. Se a é una ra-
dice complessa di f allora 1 = s(a)f(a)+t(a)f(a) = t(a)f(a), e quindi a
.non & una radice di f'.

Viceversa, assumiamo che f ed f' non siano relativamente primi, e
sia d un massimo comun divisore di f ed f' in K[X]. Allora d ha grado
positivo, e quindi avra una radice a € C. Siccorne dlf e dlf' abbiamo
che a deve essere radice sia di f che di f.

(b) Se feK[X] & irriducibile, allora f ha grado positivo, e, dal
-~ mommento che K ha caratteristica 0, f' avra grado deg(f)-1. Percio
f = 0, e f' non & divisibile per f. Allora f ed f' sono relativamente pri-
mi, e quindi f non ha radici multiple.

In caratteristica 0 la conclusione del teorema 5.5.3 puo essere raf-
forzata.

(5.5.6) Proposizione. Sia K un campo di caratteristica 0, f € K[X] "
un polinomio di grado. positivo, e a € K una radice:di f. Allora

u(f,a) = wlf,a)-1.

In particolare a sara una radice di f', ossia u(f',a) >0, se e solo se
w(f,a)>1, ossia se e solo se a e una radice multipla di f, come afferma
- il teorema 5.5.3: La proposizione 5.5.6 ¢ falsa in caratteristica positi-
va. Per esempio, supponiamo che K abbia caratteristica p>0, e po- .
‘niamo f(X) = X2p+14XP a = 0. Si ha p(f,0) = p, mentre f(X) = X2P,

. per.cui p(f',0) = 2p > p-1 = u(f,0)-1. In questo caso la molteplicita di
a come radice di f' @ maggiore della molteplicita di a come radice di f{.

Dimostrazione. Poniamo m = p(f,a). Si avra allora

f(X) = (X-a)™g(X),
con g(a) = 0. Derivando si ottiene
(X)) = mX-a)™ 1g(X) + (X-a)Mg'(X) = (‘X*a)m_l(mg(X)+(X—a)g'(X)).
Se poniamo h(X) = mg(X) + (X-a)g'(X). otteniamo che h(a) = mg(a) =

0, poiché siamo in caratteristica O. Qumdl la molteplicita di a come
radice di f' é m-1.



Per ogni polinomio f € C[X] con radici multiple si pud trovare un

polinomio g € €[X] che ha le stesse radici di f, ma tutte semphc1 la.
1

proposizione che segue sara_utilizzata nel paragrafo 5.10. .

(5.5.7) Proposizione. Sia f un polinomio complesso di grado positi-
~ vo, e chiamiamo d € €[X] il massimo comun divisore di f e della sua

derivata f'. Allora le radici in € del quoziente f/d sono le__.;s__t.e_s,_s_e__rg_c_i;f:_x
- di f, e sono tutte semplici. _ :

I massimo comun divisore d si calcola facilmente con l'algoritmeo
euclideo.

' Dlmostrazmne Poniamo g = f/d. Innanzitutto si ha f = dg, per cui
le radici di g sono ‘anche radici di f. Sia ora a € € una radice di f di
molteplicita m. Allora p(f',a) = m-1, per la prop051210ne 5.5.6, ossia,
(X-a)m~1 divide f(X), ma (X-a)™ non lo divide. Cid significa che
(X-a)m~1 dijvidera d(X), mentre (X-a)™ non lo dividera, ovvero -

i(d,a) = m-1. Ne segue che X-a deve dividere g(X) (perché_ altnmentx
H(f,a) = m-1), mentre (X-a)2 non divide g(X) (altrimenti p(f,a)>m).
Questo significa precisamente che a & una radice semplice di g.-

Supponiamo che K abbia_caratteristica 0. Sia f € K[X] un polinomio.
Indicheremo con f(k)(X) la derivata k-esima di f, ossia il polinomio f
_d_el;lla_tp_lg _volte. Ovviamente £(0) = f o f(1) = f La derivata seconda e
terza si indicano anche con * e ™. ' o
Derivando in successione, otteniarrid “
_ (X)) = forfy XHfo X2+ 5 X3 4een,
FDOO = £y + 265X+ 3fzX2 +4f X3 + -
A2UX) = 26+ 235X+ 3-46 ;X2 + 4. 5f5x3 o
mf_‘f?_,(_g{) - 2-3f3+2-3-4f4><+3-4-5f5x2+4-5-6f6x3+---.

e, per induzione su Kk,

fR)(x) =
KU (230 (k4 1)) £y, 1 X #(3e4ee s (k+2))f) ;o X2+ (4450 (k+3))fy , g X3 +0es.
In generale, il termine di grado d di f(k) sara




(d+1)-(A+2)+-+(d+k)fq , XY
In particolare {(k)(0) = k!f), e quindi

(k)
fy, = —f (0).
kKo

Da qui possiamo ricavare la cosiddetta’ formula di Taylor?3 per 1
polinomi. Se a ¢ un elemento di K, e poniamo

g(X) = f(X+a) = f0+f1(X+a)+f2(X+a) +oos,
allora g sara pure un polinomio. Possiamo determinare i coeff1c1ent1
g0,21,82,.-- A1 g derivando ripetutamente. Osserviamo che
g(X) = fq+2f; (K+a)+3fp(X+a) e = f(X+a),
e, per induzione su k, g(k)(X) = f(k)(X+a) per ogni k> 0. Da qui

gy = —g(K)0) = Ici—lf(k)(a).

k!
Si ha ovviamente

(X) = g(X-a) = go+gq(K-a) +gg (X-a)2+--,

da cui risulta la formula seguente, di grande importanza.

(558) Formula di Taylor. Sia K un campo di caratteristica 0, f
un polinomio di grado n a coefficienti in K, a un elemento di K. Allora
N .
(x) = 2 @) (x-a)k =
k=0 k!

Ha) +L F(a) (Xoa) + L f(a) (X-a)2+ «e + L £)(2) (X-2)2.
1! 21 n!

... Se-il-campo di base é il.campo reale o complesso, o piu in generale
un campo in cui si possa parlare di convergenza di una serie, allora

- esiste una-classe di funzioni; dette funzionr analrtiche , per cui vale

~ un analogo del teorema 5.5.8, con la differenza che in un punto pos-
sono esistere un numero infinito di derivate non nulle. Percié una
tale funzione verra scritta come somma di una serie, detta serze di
7aylor , la quale ha un ruolo assolutamente fondamentale in analisi.

Si puod ricavare il teorema del binomio (1.2.3) dalla formula di
Taylor. Sia u un intero (o pill in generale, un elemento di un qualsia-
si campo di caratteristica 0) e consideriamo il polinomio razion\ale

3Brook Taylor (1685-1731), matematico inglese.




=

f(X) = (u+X)2. Si ha allora f(X) = n(ufx)n‘l, f(X) = n(n-1)(u+x)n-2,
e, come si vede subito per induzione su k, f(K)(X) =
n(n-1)---(n-k+1)(u+X)n-k per ogni k<n. Allora

_.1_f(k)(0) _n(n-1)...(n-k+1) un-k - (n)un—k’
k! k! k
da cui, per la formula di Taylor,
n

- n -k vk
(u+X) }E:o (k)un X .

Se v € un altro intero, allora ponendo X = v nella formula sopra ot-
teniamo precisamente il teorema del binomio.

' Q\S.\G\. Il,;__e_orema“_di“ir_x_temolaziong

I teorema dr interpolazione dice_pe _

pallnomie di-grade minore di n che assume n valori preassegnati in n
punti distinti. ‘

le n esiste un unico .

(56.1) Teorema di interpolazione. Sia K un campo, n un intero
positivo, ay,...,a, n elementi di K a due a due distinti. Se bi,e.,b

»
e —

n
sono elementi arbitrari di K, esiste un unico polinomio f € K[X] di gra-

do minore di n, con f(ay) = b, per ogni i = 1,...,n.

Dimostrazione. Se f ¢ g sono polinomi in K[X] di grado minore di n
con f(ag) = g(by) = b; per ogni i = 1,....n, allora (f-g)(a;) = O per ogni i,
e f-g @ un polinomio di grado minore di n con n radici distinte. Per il
corollario 5.4.4 si ha f-g = 0. Questo dimostra I'unicita.

-.Per dimostrare I'esistenza, osserviamo che il polinomio

X-a) .. (X-ay_g) (X-a, 1) ... (X-a,)
@i(X) = = .
(at_ai) % Se (al_al“l) (al—alfl) wiwie (al_an)

- E ek T A T A R A S B A D B R R A R e
L S R AN L T W) R e aPAs SR N SN SN € L)
R SR AR D e R R ‘

ha grado n-1, ed ha la proprieta che ®,(a;) = 1, mentre Qi(aj) = 0 se
J = 1. Percié il polinorio desiderato sara




