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ALGEBRA LINEARE
1. Dimostrare che Q(v/2) & un campo.

2. Dimostrare che v/2 ¢ Q e piu in generale \/p ¢ Q per ogni p primo.
3. @(\/ﬁ, \/§) = Q(\/§ + \/§) Dimostrare che ¢ un Q-s.v. di dimen-

sione 4. Se chiamiamo u = V2 + /3 calcolare il polinomio minimo di
u. Possiamo scegliere come base dello s.v. {1, V2,43, \/6} ma anche
{1,u,u?,u3}. Calcolare la matrice di cambio base.

Poiche v/2,v3 € Q(\/ﬁ, \/5) anche V2 + V3 € Q(\/ﬁ, \/5) quindi
¢ immediato che Q(v2 + v/3) € Q(v/2,v3). Dobbiamo dimostrare
I’inclusione opposta cioe

Q(v2,v3) CQ(V2 + V3)

basta dimostrare che /2 € Q(\/§ + \/3) perche in tal caso visto che
V3 = (v/2 +/3) — v/2 abbiamo che anche v/3 € Q(v/2 + V/3).

uw—V2=13
w22 —2uV2=3

2
u“—1
92 =
\/_ 2u

Ricordiamo che K = Q(+v/2 + v/3) ¢ un campo quindi se u € K anche
u? — 1 € K quindi abbiamo dimostrato che v/2 € K.

Ogni elemento di Q(y/2) si pud scrivere come a + by/2 con a,b € Q.
Una base su Q ¢ {1,v/2}. Analogamente Q(v/2 4+ v/3) = Q(v/2)(v/3) e
ogni elemento si puo scrivere ¢ + dv/3 con ¢, d € Q(v/2) quindi si vede
facilmente che ogni elemento in K si puo scrivere come aj + asv2 +

a3v/3 + as/6 con a; € Q.
Per calcolare il polinomio minimo di u
u—V2=13
w? +2—2uV2 =3
uw? —1=2v2u
ut +1—2u® = 8u?
ut —10u? +1=0




si ha py(x) = 2* — 1022 + 1.

Dunque
Q(u) = Qlz]/ (2" = 102° + 1

Abbiamo la relazione z* = 1022 — 1 e ogni elemento avra un rappresen-
tante di grado minore di 4 e possiamo scegliere come base le potenze di

u di grado minore di 4.
Poiche

u:\/§+\/§
u2:5+2\/6
w =11vV2 + 9v3

la matrice di cambio di base e

SO O
O~ =) O
N O O Ut
—
SO .S

. RIPASSO: Se consideriamo

CNGE Q[z] - Q(V2)
p(z) = p(v2)

I = Ker(v \/5) = (p \/5) ¢ un ideale principale, dove p s € il polinomio
minimo di v/2.

Quindi come ogni polinomio razionale che si annulla in 2 e divisibile per
(x — 2), cosi ogni polinomio razionale che si annulla in V2 & divisibile
per pﬂ

Per valutare un polinomio di K [¢] in un elemento x devo poter calcolare:
e 2" i.e. moltiplicare un elemento per se stesso (ad esempio un

anello, non necessariamente commutativo);

e cr con ¢ € K, i.e. moltiplicare per uno scalare (ad esempio uno
spazio vettoriale);

o cx" + bz", i.e. sommare due elementi (ad esempio uno spazio
vettoriale).



Un insieme che e uno spazio vettoriale ma anche un anello si dice una
K-algebra. Ad esempio M,, ,(K) e End(V).

Se consideriamo A € M,, ,(K) (o equivalentemente f € End(V)
vg: Qlz] = My n(K)
p(x) = p(A)

I = Ker(v4q) = (pa) ¢ un ideale principale, dove p4 € il polinomio
minimo di A.
Quindi ogni polinomio razionale che si annulla in A e divisibile per p4.

. Consideriamo K=Qlxz]/(z* — 2):

(a) dimostrare che K & un campo;

2] rispetto

(b) determinare la matrice associata alla moltiplicazione per [z
alla base {1,x, 22, 3},

(a) Dobbiamo dimostrare che 2% — 2 & irriducibile in Q[z]. Poiche non
ha radici razionali basta dimostrare che non si puo scomporre in due
fattori di grado 2. Se per assurdo

zt — 2= (2® + az + b)(2® + cx + d)
allora avremmo
c+a=0
b+ac+d=0
bc+ad =0
bd = —2
che non ha soluzioni in Q.
(b) In K vale la relazione z*—2 =0, quindi z* = 2. K ¢ uno spazio vet-

toriale di dimensione 4 su Q e come base possiamo scegliere {1, x, 2, :(:3}
(ogni elemento ha un rappresentante della forma az3 4 bx? + cx +d con
a,b,c,d € Q.

La moltiplicazione per 2 & un endomorfismo f di questo spazio vetto-
riale tale che f(1) = 22 -1 =22, f(z) = 2% -2 = 23, f(a®) = 2% - 2% =
et =2e f(23) =22 23 = 2° = 2 - 2* = 22 quindi la matrice associata

0020
000 2
A=1100 0
0100



Scegliendo come base B = {:132 ++/2, 23+ \/§x} si trovano gli autovalori
(reali) della matrice (che pero non stanno in Q) e la sua forma diagonale.
Risulta

pale) = (t=V2)*- (t+V2)" = (F - 2)* € Q[
qa(e) = (t=V2) - (t+V2) = (* —2) € Q[
. Consideriamo K=Q[z]/(2? + 2 + 1):

(a) trovare l'inverso di [z + 1];
(b) trovare il rappresentante di [z* — 1] di grado < 2;

(c¢) determinare la matrice associata alla moltiplicazione per x rispetto
alla base {1, x};

(d) verificare che [x] & una radice di 22 + x + 1;
(a) In K vale la relazione 2? + x + 1 = 0, quindi 2? = —2 — 1. Ogni

elemento di K ha un rappresentante di grado minore di 2. Dobbiamo
trovare un elmento ax + b tale che (ax +b)(x +1) =1 in K.

(ax+Db)(x+1) = ax® +az+br+b=a(—x—1)+ax+br+b=br+b—a

Deve essere quindi bx +a — b = 1. Questa ¢ un’identita tra polinomi
quindi dobbiamo imporre che tutti i coefficienti di tutti i gradi coinci-
dano. Otteniamo quindib=0eb—a =1, cioe b =0e a = —1. Dunque
I'inverso in K di x 4+ 1 & —x.

Un altro modo di ragionare ¢ utilizzare Bezout e 1’algoritmo di divsione
euclidea: se p(z) € Q[x] e tale che [p(z)] & l'inverso di [x 4+ 1] in K

plx)(x+1)=1 mod z* + x + 1
cioe
p(z)(z+1) + s(@) (@ + w4+ 1) = 1
Per trovare p(z) ed s(z) possiamo usare la divisione euclidea:
e+ l=z(+1)+1
quindi p(z) = —z ed s(z) =1

(b) utilizzando la relazione z? = —x — 1 abbiamo che

t=(—r -1 =’4+22+1=(—z-1)+22+1=2
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Quindi un rapprensentante di [z* — 1] & = — 1.

(¢) K & uno spazio vettoriale di dimensione 2 su Q e come base pos-
siamo scegliere {1, x} (infatti abbiamo detto che ogni elemento ha un
rappresentante della forma ax + b con a,b € Q.
La moltiplicazione per x € un endomorfismo f di questo spazio vetto-
riale tale che f(1) =z x1=x2¢ f(z) =z *x = 2> = —rv — 1 quindi la
matrice associata e

0 —1

1 -1

(d) Ovviamente [z]? + [2] + [1] = [z% + 2 + 1] = 0 in K. Quindi il poli-
nomio z2+z+1 & riducibile in K ed una radice & [z]. Chi & I'altra radice?

4 r+1=(x—[z])(z—a)=2>— (2] +a)z + [z]a

da cui [z]+a =1 e [z]a = 1 cioe a deve essere I'inverso di [z] in K, che
e [—x — 1]. Quindi l'altra radice ¢ [—z — 1], infatti

[—2—1]*+[-2—1]+1 = [2°+22+1—2—1+1] = [-x—1+22+1—2] =0
Quindi il polinomio z2 + z + 1 in K risulta scomponibile:

4+ r4+1=(z—[z])(z—[-z—1])

. Verificare C-H per la matrice A = [5 _31]

Il polinomio caratteristico di A & t* — 4t + 5. Per C-H abbiamo che
A2 —4A+51 =0, cioe A2 = 4A — 51, uguaglianza che ¢ facile verificare.

. Determinare il polinomio caratteristico e il polinomio minimo delle

seguenti matrici
a 1 0 a 1 0
0 a0 C=10 a1

a 0 0
0 o O B =
0 0 « 0 0 « 0 0 «

A:

Le tre matrici hanno come polinomio caratteristico (o — A)3. Poiche
il polinomio minimo divide il polinomio caratteristico e contiene tutti
i suoi fattori irriducibili il polinomio minimo deve essere della forma
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10.

11.

(A—a)¥ dove 1 < k < 3. A ¢ diagonalizzabile quindi g4 = A — o poiche
e libero da quadrati.
Nel caso della matrice B si vede che (B — M) # 0 ma (B — A )? =0

dunque ¢g = (A — a)? mentre nel terzo caso analogamente si vede che

gc=(A—a)’.

. Se A € Mso(K) il polinomio caratteristico e

2 —tr(A)x + det(A)

quindi per C-H si ha che A? — tr(A)A + det(A) = 0. Dimostrare che

quindi tutte le potenze A" e A™" (se det(A) # 0) si esprimono come
combinazione lineare di [ e di A.

Chiamiamo ¢ = tr(A) e d = det(A). Poiche A?> —tA +dI = 0 si ha che
A? = tA — dI. Quindi

A3 =A-(tA—dl) =tA?> —dA =t(tA —dl) —dA = (t* — d)A — dt]

e analogamente per tutte le potenze di A.
D’altra parte poiche A? —tA + dI = 0 abbiamo A% — tA = —dI cioe

A(A—tl) = —dI
Quindi A~ = —%(A —tI) ed analogamente tutte le sue potenze.

Determinare per ciascuno dei seguenti polinomi una matrice che abbia
quello come polinomio minimo

(t—2)(t—3)

(t—2)%(t = 3)

(t—2)%(t = 3)°

Dimostrare che se due matrici sono simili hanno lo stesso polinomio
minimo.
Sia A = C~'BC. Si ha che per ogni n A" = C~1B"C infatti

A" = (Cc7iBC)(C'BC)...c7iBC =CiB"C

quindi per ogni ogni polinomio p(A) = C~'p(B)C. Chiamiamo p4 e pp
i polinomi minimi. Poiche pp(A) = C~!pp(B)C = 0 il polinomio pp
annulla A e quindi p4|pp. Ma analogamente anche p4|pp ed essendo
polinomi monici pg = ppg.



12. Data
A=

1 3 0
0 -2 0
1 1 1

Calcolare il polinomio minimo ed il polinomio caratteristico e stabilire
se & diagonalizzabile. Usando C-H calcolare A3.

Il polinomio caratteristico & p(t) = —t* + 3t — 2 = —(t — 1)2(t + 2).
Quindi ci sono due possibilita per il polinomio minimo ¢(t):

- q(t) = p(t) (il polinomio minimo non ¢ libero da quadrati) se e solo
se la matrice non e diagonalizzabile.

- q(t) = (t — 1)(t + 2) (il polinomio minimo ¢ libero da quadrati) se e

solo se la matrice ¢ diagonalizzabile.
Poiche la matrice non e diagonalizzabile siamo nel secondo caso.

Per calcolare A3 possiamo utilizzare C-H infatti, essendo p(t) = —t3 +
3t — 2 abbiamo che —A3 + 3A — 21 = 0 cioe A% = 3A — 21

13. Data una matrice A € M, (C), consideriamo il sottospazio vettoriale
Cp={X e M,(C) : XA =AX}

Dimostrare che dim (C'4)= dim(Cp) quando A e B sono simili.
Dimostrare che C'y = span(1, A, ..., A”_l) quando il polinomio carat-
teristico di A e prodotto di n fattori lineari distinti.

14. Sia V un K spazio vettoriale di dimensione n, con K algebricamente
chiuso, e sia ¢ € End(V). Dimostrare che

(a) esiste un vettore ciclico per ¢ se e solo se il polinomio minimo
coincide con il polinomio caratteristico

(b) in tal caso se ¢ € End(V) commuta con ¢ allora esiste un poli-
nomio tale che g = p(¢).

i—7z

15. Risolvere '’equazione complessa z
16. Dimostrare che il coniugio & R-lineare ma non C-lineare.

17. R(i) 2 C con p; = 2% + 1.



18.

19.

Equivalentemente se V € uno s.v. reale di dim 2, allora un J € End(V') tale
che J? 4+ I = 0 si dice struttura complessa su V.

Il polinomio minimo di J ¢ 22 + 1, J non & diagonalizzabile su R.
Per ogni vettore non nullo v € V' si ha che {v, Ju} & una base per V e rispetto

a questa base
0 —1
=[]

Si puo diagonalizzare su C: trovare autovalori ed autospazi. Verificare che
un endomorfismo reale f : V — V dello spazio reale di dimensione 2 ¢ un
endomorfismo complesso dello spazio V' munito della struttura J se e solo se
commuta con J, i. e. AJ = JA.

Curiosita: I'Upside Down. Se V' ¢ uno spazio vettoriale complesso si puo

definire lo spazio vettoriale coniugato V: come gruppo additivo coincide con
V ma la moltiplicazione per scalari ¢ ”la coniugata”, cioe

co=c-v, ceC

(dove a sinistra si intende la moltiplicazione in V e a destra la moltiplicazione
in V). Se Ve W sono spazi vettoriali complessi una funzione f: V — W si
dice antilineare se

fo+d)=f)+f)  flo)=cv, ceC

cioe se € una mappa lineare f: V — W.

Lo spazio V si puo costruire partendo dallo stesso spazio reale V di dimen-
sione 2 ma scegliendo come struttura complessa J € End(V) la struttura
coniugata.

(es.532 delle dispense) In un palazzo ci sono 10 appartamenti. In ognuno c’e
almeno una persona. In otto diquesti appartamenti ci sono almeno 2 persone,
in sei appartamenti ci sono almeno 4 persone ed in un appartamento ci sono
5 persone. Quante persone, come minimo, ospita il palazzo? E soprattutto:
cosa diamine c’entra questo esercizio con la forma di Jordan!?

(idemopotenti) Dimostare che qualsiasi f € End(V') idemopotente, i.e. tale
che
=7

¢ diagonalizzabile e se f # 0 e f # Id allora ha polinomio minimo z(z — 1)

e Sp(f) =A{0,1}.
In particolare per gli endomorfismi idempotenti Tr(f) = rk(f).



20.

Il polinomio p(z) = 22— ¢ tale che p(f) = 0, quindi se py, ¢ il polinomio min-
imo di f si ha che pp,|p. Dunque ci sono tre possibilita: p,, =z, x—1,z(x—1).
In tutti i casi il polinomio minimo si decompone in fattori lineari distinti
dunque f ¢ diagonalizzabile.

Se pp, = x allora f = 0.

Se py, = x — 1 allora f = Id.

Se pp, = x(x — 1) allora V =V & V1.

(Esempi di idempotenti: proiezioni) Se consideriamo
pr: K" — K"
(x1,22,...,2n) = (z1,22,...,2,0,...,0)

Sp(pr) = {0,1} e Vi = span(ey,...,er), Vo = span(epi1,-..,en).

Se ho un piano 7 s.s.v. di R3 con 7 = span(vi,vs) e 7t = span(v3) la
proiezione ortogonale su 7 ¢ 'applicazione pry : R? — R3 tale che prz(vy) =
vy, pra(ve) = vo, prr(v3) = 0 quindi V4 =7 e Vp = 7t

(involuzioni) Dimostare che qualsiasi f € End(V') che sia un’involuzione, i.e.
tale che

fP=1

¢ diagonalizzabile e se f # +Id allora ha polinomio minimo (z + 1)(x — 1) e

Sp(f) — {17 _1}'

Il polinomio p(z) = x? — 1 & tale che p(f) = 0, quindi se p,, ¢ il poli-
nomio minimo di f si ha che p,,|p. Dunque ci sono tre possibilita: py,, =
r+1,x—1,(x+1)(z —1). In tutti i casi il polinomio minimo si decompone
in fattori lineari distinti dunque f e diagonalizzabile.

Se p,m, =z + 1 allora f = —Id.

Se p, = x — 1 allora f = Id.

Se pm =x(x — 1) alloraV=V_1 ® V.

(Esempi di involuzioni: riflessioni) Se consideriamo in R? la riflessione rispetto

al piano 7, allora Vi =7 e V_q1 = 7.

(Esempi di involuzioni: trasposizione di una matrice) Se consideriamo
Mn,n(K) — Mn,n(K)
A— AT



21.

22.

In questo caso Vi = Sym,(K) = span(e11, €22, ..., €nn, €12 + €21...) che ha

. . 1
dimensione %

Invece V_1 = Skew,(K) = span(ej2 — €21 ...) che ha dimensione @

Piu in genereale qualsiasi f € End(V') tale che

=1
¢ diagonalizzabile e se f non e un’involuzione né idempotente allora ha poli-
nomio minimo x(z + 1)(x — 1) e Sp(f) = {0,1, —1}.

Intanto osserviamo che idempotenti e involuzioni sono casi particolari di
questo ultimo; il polinomio p(z) = 2% — 2 = x(x — 1)(z + 1) ¢ tale che
p(f) = 0, quindi se py, € il polinomio minimo di f si ha che p,,|p. Dunque
ci sono le seguenti possibilita: p,, = z,x — 1,z + 1, z(x — 1), z(x + 1), (x —
)(x+1),z(x —1)(x 4+ 1). In tutti i casi il polinomio minimo si decompone
in fattori lineari distinti dunque f e diagonalizzabile.

Se py, = x allora f = 0.

Se p, = x — 1 allora f = Id.

Se p, = x + 1 allora f = —Id.

Se pm = z(x — 1) allora f ¢ idempotente e V = Vj @ V7.

Se ppm, = x(x + 1) allora analogamente V' = Vj & V_;.

Se pp = (x — 1)(x + 1) allora f & un’involuzione e V.=V @& V_;.

Se pm =z(z —1)(x+ 1) alloraV=Vyd Vi & V_;.

(nilpotenti) Un endomorfismo f € End(V) tale che
ff=0 (e 1 #£0)
k

si dice nilpotente di ordine k. Dimostrare che ha polinomio minimo z" e
Sp(f) ={0}. Se k # 1 non ¢ diagonalizzabile.

Dimostrare che un endomorfismo f e nilpotente se e solo se il suo polinomio
caratteristico e +x".

La condizione Sp(f) = {0} & necessaria e se K ¢ algebricamente chiuso ¢
anche sufficiente.

Osservare che nel caso in cui K non e algebricamente chiuso la condizione
non ¢ sufficiente: potrebbe essere che Sp(f) = {0} con f non nilpotente, ad
es. una rotazione di un angolo 6 # kx

0 0 0
0 cos@ —sinb

0 sin6 cos@
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In ogni endomorfismo f € End(V), chiamando V; = Ker(N'), si ha una

filtrazione
D=1 CcVicWhc...CV,CV

tale che N(V;) C V1.

In generale si definisce radicale Rad(f) =JV; = V.

Nel caso di un endomorfismo nilpotente di indice k si hachem =ke V), =V,
cioe V = Rad(f).

Dimostrare che e quindi possibile trovare una base di V secondo la quale un
endomorfismo nilpotente e rappresentato da una matrice triangolare superiore
con la diagonale nulla.

Poich¢ f¥ = 0 sicuramente il polinomio minimo divide z* ma poiche f¥~1 £ 0
allora gy = zk.

Se esiste un autovalore A # 0 allora f(v) = Av per qualche v € V non nullo,
dunque f¥(v) = Mv = 0 se e solo se \¥ = 0 quindi A = 0.

Se k # 1 il polinomio minimo non contiene solo fattori lineari dunque I’endomorfismo
non e diagonalizzabile.

Se il polinomio caratteristico di una matrice € 2" allora per C-H deve essere

f™ = 0 dunque f ¢ nilpotente; viceversa se f & nilpotente il polinomio minimo

& zF per qualche k e poiche il polinomio minimo divide il polinomio caratter-

istico e contiene tutti i suoi fattori irriducibili necessariamente il polinomio
caratteristico ¢ +2". Se K e algebricamente chiuso il polinomio caratteris-

tico ha sempre n radici, che devono essere tutte nulle, dunque il polinomio
caratteristico deve essere £z".

(Esempi di nilpotenti: la derivazione) Ad esempio la derivazione

d
% : K[.%’]Sjg — K[.T}]Sjg
ha polinomio minimo z* e rispetto alla base {6,6x,32%, 23} la sua matrice ¢
0100
0010
0001
0000

23. Trovare due matrici 4x4 nilpotenti dello stesso indice che non sono simili.

11



24.

25.

0100 0100
0000 0000
A=1g00 1] =100 0 0
0000 0000

Si ha che A2 = B? = 0 dunque entrambe sono nilpotenti di indice 2 ma si
vede facilmente che A e B non sono simili (non hanno nemmeno lo stesso
rango).

Data F' € M, ,(K) sia

fiMpn(K)— My, (K)
A— FA

Dimostrare che il polinomio minimo di f coincide con il polinomio minimo
di F.

Basta osservare che p(f) = 0 se e solo se p(f)(A) = 0 per ogni A € M, ,(K)
e

n n n n

p(N(A) = (D aif)A) =Y aif(A) =Y ail"A= (Y aiF")-A=p(F)-A

1=0 1=0 1=0 1=0

1 ... 1]

1 ... 1

Determinare se e diagonalizzabile, calcolare il polinomio caratteristico, il poli-
nomio minimo, autovalori e relativi autospazi.

Considerare la matrice

A, =

[’endomorfismo canonicamente associato ad A ¢ ’endomorfismo tale che

€, — E ek

per ogni i. Si vede allora che rk(f) =1, ker(f) =n — 1.

In particolare
SenYe
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26.

27,

28.

dunque v = ) e, € autovettore di autovalore n mentre tutti i vettori del tipo
e; — €; vanno in zero dunque posso scegliere come base del nucleo i vettori
ej —ejp perj=2,...,n.

Il polinomio caratteristico sard p = A*~1(n — \) e poiche ¢ diagonalizzabile
il polinomio minimo deve essere libero da quadrati dunque ¢ = A(n — \)

Sia A una matrice quadrata complessa tale che A3 = A?. Dimostrare che A?
e sempre diagonalizzabile e mostrare con un esempio che A puo non essere
diagonalizzabile.

Sia A una matrice 6 x 6 con polinomio caratteristico p(t) = t(t — 1)°. Se il
rango della matrice A — I e 3, quali sono le possibili forme di Jordan di A?

E possibile determinare univocamente la forma di Jordan di A conoscendo il
polinomio minimo?

La matrice ha autovalori 0 con molteplicita algebrica 1 e 1 con molteplicita al-
gebrica 5. Poiche il rango della matrice A—1I ¢ 3 I'autovalore 1 ha molteplicita
geometrica 6 —3 = 3 quindi la matrice non ¢ diagonalizzabile poiche m,(1) =
5 > mgy(l) = 3. Ci sono tre blocchi di Jordan relativi all’autovalore 1 ed
in tutto I’autospazio generalizzato ha dimensione 5. I possibili diagrammi di
Young relativi all’autovalore 1 sono

oppure

che corrispondono alle corrispondenti forme di Jordan. Nel primo caso il
polinomio minimo & z(x — 1)? e nel secondo x(x — 1) quindi in questo caso
conoscendo il polinomiio minimo possiamo identificare univocamente la forma

di Jordan.

Sia A una matrice con pol. caratteristico p(t) = (t—1)?(t—2)3. Se 'autovalore
1 ha molteplicita geometrica 1 e I'autovalore 2 ha molteplicita geometrica 2,
qual ¢ la forma di Jordan di A?

La matrice ha autovalori 1 con molteplicita algebrica 2 e 2 con molteplicita
algebrica 3. Abbiamo m,(1) = 2 > mgy(1) = 1 quindi per l'autovalore 1
I'unico possibile diagramma di Young e

13



29.

30.

31.

Inoltre my(2) = 3 > my(2) = 2 quindi per l'autovalore 2 'unico possibile
diagramma di Young e

Determinare, se possibile, due matrici a coefficienti complessi che abbiano
stesso polinomio minimo e stesso polinomio caratteristico ma che non siano
simili.

Possiamo considerare due matrici nilpotenti associate ai seguenti diagrammi
di Young

In entrambi i casi il polinomio minimo & ¢(z) = 22

3 e nel secondo my(0) = 2.

ma nel primo caso my(0) =

Determinare, se possibile, due matrici a coefficienti complessi che abbiano
stesso polinomio minimo, stesso polinomio caratteristico e stesse molteplcita
geometiche degli autovalori ma che non siano simili.

Possiamo considerare due matrici nilpotenti associate ai seguenti diagrammi
di Young

Sia V uno s.v. di dimensione finita e siano F,G € End(V') due endomorfismi
che commutano tra loro. Dimostrare che se F ¢ diagonalizzabile e G ¢ nilpo-
tente esiste una base di autovettori di F rispetto alla quale la matrice di G e
triangolare.

Poiche le matrici commutano abbiamo che G preserva gli autospazi di F cioe
se V) € un autospazio di F relativo all’autovalore A\ allora se v € V)

F(GW)) = G(F@)) = G(\w) = AG(v)
14



32.

cioe G(v) € V). Dunque possiamo restringere G a V) e la sua restrizione &
ancora triangolabile. Cosi per ogni autospazio di F. Ma poiche F e diagonal-
izzabile V e somma diretta degli autospazi di F, dunque G e triangolabile su

V.

Determinare la forma canonica di Jordan associata alle matrici

1 9 2 1 0 1 01
A:[O 1] B=|-100 C=111 2
| 0 0 2 001
410 1] 7 1 -8 —1
040 O 0O 3 0 0
D=1g 44 —2| £=14 2 5 1
000 4_ 0O -4 0 -1
e determinare le matrici di cambio di base.

A) Nel caso della matrice A abbiamo py = (1 — ¢)? dunque m.a.(1) = 2. In
questo caso m.g.(1) = 1 e calcolando una base per I'autospazio si vede che

Vi =ker(A—1)=span(ey)
Calcoliamo dunque
VE = ker(A —I)? = span(eq, e3)
ottenendo la bandiera V; C V12
Se vogliamo una base di Jordan (v, v2) scegliamo
v € VE\ W

e prendiamo
v=(A-NvyeW

Ad esempio scegliendo vy = e2 dobbiamo prendere v; = (2,0).

B) Nel caso della matrice B abbiamo pg = (1—1)%(2—t) dunque m.a.(1) = 2,
m.a.(2) = 1. Dunque certamente m.g.(2) = 1 e possiamo calcolare una base
di Vo = span(ez). In questo caso m.g.(1) = 1 e calcolando una base per
I’autospazio si vede che

Vi = ker(A—1) = span(e; — e3)
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33.

34.

35.

Calcoliamo dunque
V12 = ker(A — [)2 = span(eq, €2)

ottenendo la bandiera V; C V12

Se vogliamo una base di Jordan (v1, v2) per Pautospazio generalizzato V"""
scegliamo

vy € VE\ W

e prendiamo
V] = (A—I)’UQ e\

Ad esempio scegliendo v9 = eo dobbiamo prendere vi = e1 — ea.

La matrice B € una matrice 5x5 con 3 come unico autovalore. I ranghi delle
potenze sono i seguenti: B — 31 ha rango 3, (B — 31)? ha rango 2, (B — 31)3
ha rango 1 e (B — 31)* = 0. Qual ¢ la forma di Jordan associata a B?

Poiche B — 31 ha rango 3, ker(B — 3I) = V3 ha dimensione 5-3=2 (che ¢ la
molteplicita geometrica dell’autovalore 3.

Poiche (B —3I)? ha rango 2, ker(B —3I)? = Vi ha dimensione 5-2=3, quindi
la dimensione aumenta di 1 rispetto al precedente.

Poiche (B —3I)3 ha rango 1, ker(B —3I)? = Vi ha dimensione 5-1=4, quindi
la dimensione aumenta di 1 rispetto al precedente.

Poiche (B — 31)* ha rango 0, ker(B — 31)? = V2 ha dimensione 5, quindi la
dimensione aumenta di 1 rispetto al precedente.

Il diagramma di Young associato sara

Dimostrare che se F' C K e un sottocampo di un campo K e vy,..., v € F"
sono vettori linearmente indipendenti di F" su F allora sono linearmente
indipendenti anche come vettori in K" su K.

Pero non e vero che se V' € uno spazio vettoriale su F e su K e wy, ..., w;. sono

linearmente indipendenti su F allora sono anche linearmente indipendenti su
K.

Dimostrare che se F C K & un sottocampo di un campo K e f,g € F|[x]
allora MCDpp,(f,9) = MCDgy(f, 9).
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