Primo Appello di ANALISI MATEMATICA T2,
CdL in Ingegneria Chimica e Biochimica, Elettronica e
Telecomunicazioni A.A. 18/19,

10/06/2019
Commissione proff. Ferrari e Martino

COGNOME E NOME .. e
N. di Matricola .. ..o
Durata della prova due ore e trenta minuti. Gli studenti che decidono di uscire dopo l'inizio della
prova verranno valutati sull’elaborato svolto fino al momento della loro uscita e la loro prova verra
considerata conclusa. Il testo, debitamente compilato, va riconsegnato.

Parte di Esercizi (punteggio complessivo 20 punti).

(1) Sia f:R* =R, f(r,y)=(r—a)*+(y—p)>. (0<B<4)

i) [4 punti] Determinare eventuali punti critici di f e classificarli.

2

ii) [1 punto] Determinare f(V), dove V = {(x,y) ER?: (z—a)+(y—-p)>*< §—6 }
(2) [5 punti
Calcolare / f(z,y,2z) dedydz, dove f(x,y,z) =ayz,e (0<f)

" Y0
A:{(x,y,z) eR? : ﬁ2§x2+y2+22§(26)2, 0<y<uz, 0§z} .
(3) [5 punti
Sia data la seguente forma differenziale in R?: (o pari)

w(x ) — (axa_l + ax()f—ly()f) dr + (ﬂ + a—1 lo (:I;O‘ +y* + 1))d
) = S s a1 Tov" T lola® +y -

(i-2 punto) verificare che w & chiusa; (ii-2) determinare un potenziale per w; (iii-1 punto) calcolare

/ w dove v &larco della semicirconferenza con ascisse positive, centrata in (0, 5), avente diametro
¥

1, passante per l'origine e il punto (0,1), percorsa in verso antiorario.

(4) Si consideri il seguente problema di Cauchy (a > 1):

y'+(a+ 1y +ay=ax

Determinare: (i-1 punto) un sistema fondamentale di soluzioni per ’equazione differenziale omogenea
associata; (ii-1 punto) l'integrale generale dell’equazione differenziale non omogenea; (iii-2 punti)
risolvere il problema di Cauchy; (iv-1 punto) se ¢ é la soluzione del problema di Cauchy, calcolare

lim d)(:z:)—:c—|—1+é.

x—400 e~ T
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Parte di teoria (punteggio complessivo 10 punti).

(5)

(i-1 punto) scrivere la definizione di serie di potenze in C; (ii-1 punti) scrivere la definizione di
raggio di convergenza di una serie di potenze; (ii-2 punti) scrivere 'enunciato di un Teorema con cui
si calcola il raggio di convergenza di una serie di potenze.

(6) [2 punti] Scrivere la definizione di superficie regolare semplice in R3.

(7) [3 punti] Scrivere la definizione di varietad in R™.

(8) [2 punti] Scrivere la definizione di insieme connesso per archi in R™ ed enunciare il teorema
di Bolzano.
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Soluzioni esercizi

1) f € C®°(R%R).
i) Vale:
Vf(.%', y) = (2($ - a)73(y - 6)2)

Vf(x,y) = (070) ~ (xvy) = (aaﬁ) :PO

2 0
D*f(z,y) =
0 6(y—5)
2 0
D?f(Py) =
0 0

La matrice D?f(Py) ¢ semidefinita positiva. Per classificare P,, basta osservare che qualsiasi intorno
di Py, contiene un segmento della retta {x = a}; la funzione f calcolata su questo segmento risulta:
-) positiva, se y > f3;

-) negativa, se y < 3.

Poiché f(Py) =0, il punto critico Py € un punto di sella.

ii) L’insieme V' & connesso e compatto, f € C(V;R), quindi f(V) sara un intervallo connesso e com-
patto di R.

Dal punto i), si vede che il punto critico Py € Int(V).

La frontiera di V risulta essere una varieta di dimensione 1, in particolare

2
Frv)= {W) B Flay)= (o —a) +(y— )~ 0 :O} |
La Lagrangiana associata e:
62
L(z,y,A) = f(a,y) = AF(z,y) = (x = a)* + (y = /) ~ A <(~”f —a)’ +(y—B) - 36)

Annullare il gradiente di L(x,y, \) significa risolvere il seguente sistema:
2@ —a)(1=X) =0
(y—B)B(y—pB)—2A) =0
F(z,y) =0

Le soluzioni del precedente sistema sono:

P - <a,gﬁ> Py <a,26> L Py — <a+éﬁ,ﬁ>, Py = <a—éﬁ76) .

s =05 = (5) = (38) s = sm = (3s)

Risulta:

Quindi




2) Si consideri il cambio di coordinate ¢(r, 0, a) = (x,y, z) dato da:

x =rcosa cosf
Yy = rcosa sinf
z=rsina
con 0 <r, 0€l0,2r], a € [-F, 5], e det (Jac(p)) = r?cosa > 0. Risulta ¢ : B — A, dove

™
0< <—}.
_Oé_2

B:{(r,e,a)eR?’ : ﬁ§r§2ﬁ,0§9§%,

Quindi
/ f(z,y,2) dedydz = / 75 (cos )3 (sin @) (cos 0) (sin 0) dr df da =
A B

= < /B s dr) ( /0 ¥ cos0) (sinb) d@) ( /0 ? (cosa)(sina) da> _

[ [6mn0)*] 7 [ (cosa)?]®
5], 5] )

s L2 g 4

00
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Secondo Appello di ANALIST MATEMATICA T2, A.A. 18/19
CdL in Ingegneria Chimica e Biochimica, Elettronica e
Telecomunicazioni A.A. 18/19 del 24/06/2019
Commissione proff. Ferrari e Martino

COGNOME E NOME . ..ot e e e e
N.odl MatTiCola oo

Durata della prova due ore e trenta minuti. Gli studenti che decidono di uscire dopo l’inizio della
prova verranno valutati sull’elaborato svolto fino al momento della loro uscita e la loro prova verra
considerata conclusa. Il testo, debitamente compilato, va riconsegnato.

Parte di Esercizi (punteggio complessivo 20 punti).

. . 1
(1) [5 punti] (file:a = 3,4,5 ) Sia f:R*\ {||(z,y)]| = a} = R, f(z,y) = 2 @
i) [3 punti] Determinare eventuali punti critici di f e classificarli.

2 2

ii) [2 punti] Determinare f(V),dove V = {(x,y) €eR? : 1< (ozi e + @ g e [z, )|l < « } .

(2) [5 punti] (file: « = 2,3,4 ) Calcolare / f(z,y,z) dedydz, dove f(x,y,z) =2ay, e
A

A={(@,y.2) €R® : (@ y) <o a<z+|(@y)lP <a+1,0<z,0<y} .

(3) [5 punti] (file:ax =2,3,4 )
v’ Y
Sia f:{(z,y) € R*: x2+f2§4r2}%R, flz,y) = 2% 4+ =.
et o
(i-3punti) Calcolare I'area A, del grafico della funzione f ristretta all'insieme {(z,y) € R? :

2 y2 2
T +§§r}.

A
(ii-2 punto) Calcolare lim - 5
r—=0t area({(z,y) € RZ: 224 L <r2})

(4) [5 punti] (file @ =2,3,4 ) Si consideri il seguente problema di Cauchy:
Y +ay=a
y(0) = —m.

Determinare: (i-1 punto) un sistema fondamentale di soluzioni per ’equazione differenziale omogenea
associata; (ii-2 punti) l'integrale generale dell’equazione differenziale non omogenea; (iii-1 punto)
risolvere il problema di Cauchy; (iv-1 punto) se ¢ é la soluzione del problema di Cauchy, calcolare

lim z¢(z),

T—r+00

avendo cura di motivare il risultato ottenuto.
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Parte di teoria (punteggio complessivo 10 punti).

(5) [2 punti] Scrivere ’enunciato del Teorema di Poincaré

(6) [3 punti] Scrivere ’enunciato del Teorema di Gauss-Green nel piano.

(7) [2 punti] Scrivere le definizioni di derivata direzionale e derivata parziale.

(8) [3 punti] Scrivere le definizioni di insieme limitato e sequenzialmente compatto. Enunciare il
Teorema di Heine-Borel.
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Soluzioni esercizi

1) f € C¥R2\ {|[(z,y)]| = a};R).
i) Vale: )

@@y Y
vf($ay) = (030) ~ (:L‘,y) = (070) =P

Vi(r,y) =

, 5 o — ||(z,y)||* + 4a? dzy
Def(x,y) =
1@ =G iy A ) 2 a2
xy o — ||(x, y)||* + 4y
9 a? 0
D*f(Py) =

(0[2)3 0 a2

La matrice D?f(Py) & definita positiva, quindi il punto critico Py & un punto di minimo locale.

ii) L’insieme V' & connesso, limitato ma non chiuso, quindi non compatto. f € C(V;R), quindi f(V)
sara un intervallo (connesso) di R.

Dal punto i), si vede che il punto critico Py ¢ Int(V).

La frontiera di V' & composta da due varieta di dimensione 1, in particolare Fr(V) = EUC, dove

22 2
E:{(ac,y)ER2 : Fi(x,y) = (a—1)2+(a22)2_1:0} :

C={(z,y) eR* : B(z,y)=a’+y*—a’=0} .
Vale: E CV, C' ¢ V; inoltre C' non appartiene al dominio naturale di f.

La Lagrangiana associata a F e:

Li(z,y,A) = f(z,y) = AFi(2,y)

Annullare il gradiente di L;(x,y, A) significa risolvere il seguente sistema:

(20 (2 - 2p) =0

Le soluzioni del precedente sistema sono:

Pl:(07(a_2))7 PQZ(O)_(O‘_Q))a P3:((a_1)70)a P4:(—(O[—1),0) :

Risulta: ) )
f(P1) = f(P) W2 (a—2)2 f(P3) = f(Py) S (a1
Per quanto riguarda C, poiché la funzione ¢ radiale (dipende dalla norma r = ||(z,y)]|), sull’insieme
V' & una funzione monotona crescente di r; in particolare rli%* f(r) = +oo.
Quindi

1
1= =g +=)



2) Si consideri il cambio di coordinate ¢(r, 0, z) = (z,y, z) dato da:

T =1rcosb
y =rsinf
2=z

con 0<r, 6€[0,2n], z € R, e det (Jac(p)) =r > 0. Risulta ¢ : B — A, dove

Quindi
/f:L‘y, )d:):dydz—/r cost sinf drdfdz =

= (/Og(cose)(sme ) ( (/QH : 3 d z) dr) =
= (/0 (cos @) (sin 0) d@)
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Terzo Appello di ANALIST MATEMATICA T2, A.A. 18/19
CdL in Ingegneria Chimica e Biochimica, Elettronica e
Telecomunicazioni A.A. 18/19 del 08/07/2019
Commissione proff. Ferrari e Martino

COGNOME E NOME . ..ot e e e e
N.odl MatTiCola oo

Durata della prova due ore e trenta minuti. Gli studenti che decidono di uscire dopo l’inizio della
prova verranno valutati sull’elaborato svolto fino al momento della loro uscita e la loro prova verra
considerata conclusa. Il testo, debitamente compilato, va riconsegnato.

Parte di Esercizi (punteggio complessivo 20 punti).

(1) [5punti] (a=2,3,4)Sia f:R* =R, f(z,9,2) = (x — a)* +y* — 29> +a?2%.
i) [3 punti] Determinare eventuali punti critici di f e classificarli.
ii) [2 punti] Determinare f(V'), dove

V={(z,y,2) R’ : (x—a)’+2’ +a?=1} .

az?

(2) [5 punti] (a=3,5,7) Calcolare / flz,y) dedy, dove f(z,y)=e 2 ,e
A

o)

A:{(x,y)€R2 :0<y<a,

Q=
SRR

(3) [4punti] (a=2,3,4)

2
s 2, T2 2 _r
Sia fif{(zy) eR*: —m4+y" <4’} =R floy) =~ +y.

2
Calcolare I'area A, del grafico della funzione f ristretta all’insieme {(z,y) € R?: %—i—gﬂ <r?}.

(4) [4 punti] (a=2,3,4) Dato il seguente problema di Cauchy

y' +’y=a
y(0) = a,
y(0) =«

(i-1 punto) determinare un sistema fondamentale di soluzioni per I’equazione differenziale omogenea
associata; (ii-1 punti) determinare Iintegrale generale dell’equazione differenziale non omogenea,;
(iii-2 punti) calcolare la soluzione del problema di Cauchy.

(5) [2 punti] (a = 2,3,4) (i-1 punto) Calcolare il raggio di convergenza della seguente serie di
potenze in C :

+oo
Z E*(z — a)*.
k=0

(ii-1 punto) La serie converge in (—1 4+ i«) ? Motivare la risposta.
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Parte di teoria (punteggio complessivo 10 punti).

(6) [3 punti] ((i)-2 punti)scrivere la definizione di successione uniformemente convergente; ((ii)-1
punto) scrivere la condizione (di Cauchy) necessaria e sufficiente affinché una serie di funzioni sia

convergente uniformemente.

(7) [2 punti] Scrivere la definizione di raggio di convergenza di una serie di potenze.

(8) [2 punti] Scrivere la definizione di insieme convesso. Enunciare il Teorema del valor medio di

Lagrange.

(9) [3 punti] Scrivere la definizione di vettore tangente ad una varietd e di spazio tangente.
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Soluzioni esercizi

1) f € C*®(R3R).
i) Vale:
Vf(z,y,z) = (2(1: — ), 4y — 4y, 2a22)

(z,y,2) = (a,0,0) = Py
Vf(z,y,2) =(0,0,0) &< (z,y,2) = (a,1,0) = P,

(iL’,y,Z) = (O[,—l,O) = P2
2 0 0

D*f(z,y,2)=] 0 1242—-4 0

2 0 0 20 0
D?f(P)=| 0 -4 0 . D?f(P)=D*f(P)=]| 0 8 0
0 0 2a2 0 0 2a2

La matrice D?f(Py) & indefinita, quindi il punto critico Py & un punto di sella.
La matrice D?f(Py) = D?f(P,) ¢ definita positiva, quindi i punti critici P; e P, sono punti di minimo
locale.

ii) L’insieme V' & connesso e compatto. f € C(V;R), quindi f(V) sara un intervallo connesso e com-
patto di R.
L’insieme V risulta essere una varieta di dimensione 2, in particolare

V={(z,y,2) €R® : F(z,y,2) =(z—a)*+2y°+a®2*—1=0} .

La Lagrangiana associata ¢: L(x,y,z,\) = f(x,y,2) — A\F(z,vy, 2)
Annullare il gradiente di L(x,y, z, A) significa risolvere il seguente sistema:

2@ —a)(1=X) =0
dy(y? —1-X1) =0

2022(1 —X) =0

F(x,y,2) =0

Le soluzioni del precedente sistema sono:

1 1
Ps=(a,—,0), P,=a,——,0],
’ ( V2 > ! ( V2 )

e tutti i punti del tipo Ps = (2,0, 2) con (z — a)? + a?2%? = 1.
Risulta:

J(Py) = f(P) = =5, F(P5) =1,
Quindi



2) Usando direttamente il teorema di riduzione, vale

/Af(x,y)dxdy:/oa (/3ge‘*'f dm) dy

Qe

Questo non permette di calcolare esplicitamente I'integrale.

Si puo scambiare 'ordine di integrazione, riscrivendo il dominio A nel seguente modo

A:{(a:,y)ER2 :0<x <1, am3§y§ax} .
Quindi

/Af(:v,y)d:ndy:/ol< dy d:v_ e“é (/aax dy> dz =

23

:/e2a(x—x3) dr = e2aa:(1—x2) dr =
0 0

:[ez —x? ] +/e22azdx—
0
2\ 11
| e [ ()],
0 0

Q
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Q\I\D
Q]
NI
= O
|
|
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Quarto Appello di ANALISIT MATEMATICA T2, A.A. 18/19
CdL in Ingegneria Chimica e Biochimica, Elettronica e Telecomunicazioni
A.A. 18/19 del 04/09/2019
Commissione proff. Ferrari e Martino

COGNOME E NOME ...
N.odl MAtTICOLA oo ve et

Durata della prova due ore e trenta minuti. Gli studenti che decidono di uscire dopo l'inizio della prova
verranno valutati sull’elaborato svolto fino al momento della loro uscita e la loro prova verra considerata
conclusa. Il testo, debitamente compilato, va riconsegnato.

Parte di Esercizi (punteggio complessivo 20 punti).

(1) («=2,3,4)Sia A={(z,y,2) €R® : 2>0} esia f: A= R, f(z,y,2)=ylog(z) — acos(z).
i) [3 punti] Determinare eventuali punti critici di f e classificarli.
ii) [2 punti] Determinare f(V'), dove

V=A{(z,y,2) €A : y = o’ log(z), r=m} .

(2) [5 punti] (a=2,3,4) Calcolare / fz,y) dedy , dove
A

flay) =2z —y)cos(a®’z+2y), A={(z,y) eR®: 2w—y)P<lz+2y<m, 22-y>0}.

(3) (a=2,3,4) Dato il seguente problema di Cauchy

(i-2 punti) determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale non omogenea; (ii-2 punti) calcolare
la soluzione del problema di Cauchy.

(4) (a=2,3,4) (i-1 punto) Calcolare il raggio di convergenza della seguente serie di potenze in C :

5 .
k:oak +k

1 1
(ii-1 punto) La serie converge in (— +i—) ? Motivare la risposta.
a o«

2 200—1,,2 2 2a
(5) Sia w = <M +y) dzr + (1+yxxzay2 +x) dy. (i- 1— punto) verificare se w ¢ chiusa. (ii-

2— punti) Se Q & chiusa calcolare un potenziale.
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Parte di teoria (punteggio complessivo 10 punti).

(6) [3 punti] Scrivere ’enunciato del Teorema di Gauss-Green nel piano.

(7) |2 punti] Scrivere ’enunciato del teorema sull’esistenza della soluzione del problema di Cauchy per
equazioni differenziali di ordine uno a variabili separabili.

(8) [2 punti] Scrivere la definizione di funzione di classe C', con f: A — R, A CR" aperto.

(9) [3 punti] Scrivere la definizione di cambiamento di variabili in R™ e Penunciato del Teorema del
cambiamento di variabili per integrali multipli.
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Soluzioni esercizi
1) fe C®(A4R).
i) Vale:
Vi(x,y,z) = (asin(m) log(z) Q)
) ) ) ) 2
Vi(z,y,z)=(0,0,0) < (z,y,2) = (kr,0,1) = Py, k€ Z
acos(z) 0 O

1
D*f(x,y,z) = 0 0 7
Y
0 — <z
z 22
Se k ¢ pari si ha
a 0 0
D?f(P)=1 0 0 1
0 10

i cui autovalori sono («a,1,—1) . Se invece k & dispari si ha

—a 0 0
D*f(P)=1] 0 0 1
0 10

i cui autovalori sono (—a, 1, —1). In entrambi i casi la matrice ¢ indefinita, quindi tutti i punti critici
sono punti di sella.

ii) L’insieme V' & connesso e chiuso, ma non limitato; in particolare non compatto. f € C(V;R), quindi
f(V) sara un intervallo (connesso) di R.
L’insieme V risulta essere una varieta di dimensione 1, in particolare

V={(z,y,2) € A : F(x,y,2) =y — a?log(z) =0, G,y,z)=z—7=0}.

La Lagrangiana associata &: L(z,y,z, A\, u) = f(x,y,2) — A\F(x,y, 2) — pG(z,vy, 2)
Annullare il gradiente di L(z,y, z, A, i) significa risolvere il seguente sistema:

"

asin(z) —pu=0
log(z) = A =0
2
I
z z
F(z,y,2) =0
| G(z,y,2) =0

La soluzione del precedente sistema ¢ P, = (7,0, 1), e risulta f(P) = «a.
Inoltre la funzione ristretta all’insieme V risulta essere fiy (z,y, z) = o? (log(2))? + a, quindi

f(V) = la, +o0)



2) Si consideri il cambio di variabili p~!(z,y) = (u,v) dato da:

u=2x—y
v=oa’r+ 2y
Risulta det (Jac (50_1)) =4+a®>0.
1
Quindi det (Jac (p)) = 112 >0, con ¢ : B— A, dove

Bz{(u,u)éRQ : u2§U§7r,u20}.

Quindi

1
/Af(:n,y) dmdy_/BUCOS(U)ZL—I—OzZ dudv =

AL—:oﬂ/Oﬁ </u:ucos(v) dv) du = Llj(ﬂ/oﬁu([sin(v)]gz) du =

I 1 1 N
:4‘1‘042/0 —usm(u)duzw[cos(u )] =

_ 1
4 +4a?
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Quinto Appello di ANALIST MATEMATICA T2, A.A. 18/19
CdL in Ingegneria Chimica e Biochimica, Elettronica e
Telecomunicazioni A.A. 18/19 del 07/01/2020
Commissione proff. Ferrari e Martino

COGNOME E NOME . ..o e e e e
N.odi MatriCola oo

Durata della prova due ore e trenta minuti. Gli studenti che decidono di uscire dopo l'inizio della
prova verranno valutati sull’elaborato svolto fino al momento della loro uscita e la loro prova verra
considerata conclusa. Il testo, debitamente compilato, va riconsegnato.

Parte di Esercizi (punteggio complessivo 20 punti).

1) (a = 3,45) Sia f:R* = R, f(z,y,2) = (x — ay)® + az?. (i) [3 punti] Determi-
nare eventuali punti critici di f e classificarli. (ii) [2 punti] Determinare f(V), dove V =
{(z,y,2) eR® : ®+ay’+2° =1} .

(2) [5 punti] (a=3,4,5) Calcolare / flz,y) dedy, dove f(z,y) =azy, e
A

A:{(x,y)eRz : xgygx/gm,agﬂ(x,y)ﬂzgoﬂrl}.

(3) (a=2,3,4) Dato il seguente problema di Cauchy

v ' +y —ay=1+ax
y(0) = o,
y'(0)=0.

(i-2 punti) determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale non omogenea; (ii-2 punti)
1-vTFaE
2 .

calcolare la soluzione del problema di Cauchy; (iii-1 punto) calcolare liI+n y(x)e
Tr—r+00

(4) (a =2,3,4) [2 punti] Posto B,(0) := {(x,y) : 2*+¢* < a?}, sia ¥ = {(z,9,2) € R?:
(z,y) € Bo(0), z=az+y}. Calcolare 'integrale di superficie

| | =

(5) (a«=2,3,4) Sia

! P da + a Y d
w= T
1+ (z+ay)?  a+a2+y2 1+ (z+ay)?  a+a?+y?
(i-1 punto) verificare che w & chiusa; (ii-1 punto) determinare un potenziale di w; (iii-1 punto)

calcolare / w, dove [(0,0), (a, )] ¢ il segmento orientato da (0,0) a (a,a).
[(0,0), (ev,)]
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Parte di teoria (punteggio complessivo 10 punti).

(6) [2 punti] Scrivere la definizione di curva continua rettificabile.

(7) [3 punti] Scrivere le proprieta dell’integrale generale di un’equazione differenziale lineare di
ordine due ed enunciare la relazione che sussiste con 'integrale generale dell’eqazione differenziale
lineare omogenea ad essa associata.

(8) [2 punti] Scrivere l'enunciato del teorema sul differenziale delle funzioni composte in pilt
variabili.

(9) [3 punti] Scrivere la definizione di funzione cambiamento di variabili in R™ .
Enunciare il Teorema del cambiamento di variabili in R".
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Soluzioni esercizi

1) f € C*(R3R).
i) Vale:
Vi(x,y,z) =2z — ay), —2a(x — ay),2az)

Vf(x,y,2) =(0,0,0) & (z,y,2) = (ay,y,0) = Py, y € R

2 —2a 0
D? =| —2a 2a® 0 | =D?*f(P
f(xvyvz) «@ «Q f( y)
0 0 2

La matrice D?f(P,) ¢ semidefinita positiva.
Poiché f(z,y,2) > 0= f(P,), per ogni (z,y, z) € R3, allora tutti i punti critici P, sono punti di minimo.

ii) L’insieme V' & connesso, limitato e chiuso, quindi compatto. f € C(V;R), quindi f(V') sara un
intervallo connesso e compatto di R.
Vale V = Fr(V), in particolare & una varieta di dimensione 2, con

V:{(a:,y,z)eR3 : F(:c,y,z):x2+ay2+22—1:0} )

La Lagrangiana associata a V' é:
L(xvyuz7)‘> = f(x7y7 Z) - )\F(:U,y,z)

Annullare il gradiente di L(x,y, z, A) significa risolvere il seguente sistema:

(( 2(z —ay) —2Xx =0 (I=XNz—ay=0
—2a(r —ay) —2a y =0 z—(a—ANy=0
=
20z — 20z =0 z(a—=X)=0
F(z,y,2) =0 F(z,y,2) =0

Le soluzioni del precedente sistema sono:

P12(0>O7_1)7 P2:(05071>7

@ 1 « 1
P — - s 10 9 P = 9 70 )
’ ( \/a(a—i-l) \/oz(a—i—l) ) ! <\/a(oz+1) \/oz(oz—i—l) )

1 1 1 1
= <¢a+1"¢a+1’°>’ = <‘¢m’¢m’0> |
Risultas:
f(P1) = f(P) =a, f(P3)=f(P1) =0, f(P5) = f(Ps) =1+a.

Quindi
FV) =01+l



2) Si consideri il cambio di coordinate ¢(r,0) = (x,y) dato da:
x =rcosd
{ y =rsinf
con 0 <r, §€l0,2n], e det (Jac(p)) =r > 0. Risulta ¢ : B — A, dove

B:{(T,G)GRQ s Va<r<vVa+1,

<6<

b

NS
wl

Quindi

/ f(z,y) dedy = / ar® cos(0) sin(0) drdf =
A B

va+l
/ 3 cos(6) sin(0) dr | df =

[
=«
T Va

4

—a ( / : cos(6) sin(6) d9> ( /;m 7 dr) =

o[ ]
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Sesto Appello di ANALISI MATEMATICA T2, A.A. 18/19
CdL in Ingegneria Chimica e Biochimica, Elettronica e
Telecomunicazioni A.A. 18/19 del 07/02/2020
Commissione proff. Ferrari e Martino

COGNOME E NOME ..o e e
N.odi MatTiCola oo

Durata della prova due ore e trenta minuti. Gli studenti che decidono di uscire dopo l'inizio della
prova verranno valutati sull’elaborato svolto fino al momento della loro uscita e la loro prova verra
considerata conclusa. Il testo, debitamente compilato, va riconsegnato.

Parte di Esercizi (punteggio complessivo 20 punti).

(1) (a=3,4,5)Sia f:R? =R, f(z,y) = (z — a)y* —z?.
i) [3 punti] Determinare eventuali punti critici di f e classificarli.
ii) [2 punti] Determinare f(V), dove V ={(z,y) ER* : -1 <z =y<T7} .

(2) [5 punti] (a=3,4,5) Calcolare / f(x,y,2) dedydz , dove f(x,y,2) =a(z? +9?), e
A

A={(z,y,2) €R® : 2 +y* <"+, 2>0,y>0, [z|<a} .

(3) (a=3,4,5) Dato il seguente problema di Cauchy

{ y' = (1 +ay’)(1+x)
y(0) = 0.

(i-2 punti) determinare la soluzione del problema; (ii-1 punto) determinare il pitt ampio dominio

d’esistenza della soluzione trovata; (iii-1 punto) calcolare lir% M, (iv-1 punto) calcolare 3" (0) e
T—r X

la formula di Taylor della soluzione in un intorno di 0.

(4) (a=3,4,5) (i-1 punto) Calcolare il raggio di convergenza della seguente serie di potenze in

C

+0 5k
Z%(z — ai)”.

k=0

(ii-1 punto) stabilire se la serie converge in 2 + ai.

(5) (a=3,4,5) Sia

43 (a+ 22 + 4?)
1+ a4 + y?

w= (256 log(1 4 z* + %) +

2 2 2
) dx + <2ylog(1 + 2t +92) + y(oH—x+y)) dy.

1+ 24+ y?

(i-1 punto) verificare che w & chiusa; (ii-2 punti) determinare un potenziale di w.
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Parte di teoria (punteggio complessivo 10 punti).

(6) [2 punti] Scrivere la definizione di superficie regolare in R?.

(7) [3 punti] Scrivere la definizione di wronskiano ed enunciare il Teorema relativo alle proprieta
del wronskiano.

(8) [2 punti] Scrivere la definizione di derivata direzionale.

(9) [3 punti] Scrivere ’enunciato e la dimostrazione del Teorema di Bolzano in R™ .
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Soluzioni esercizi

1) f € C*(R%R).
i) Vale:
Vi,y) = (v° - 22,2y(z — o))

(z,y) = (0,0) = P
Vf(ac,y) = (070) A (x7y> = (Ct,—i-\/%) =P

(:L‘,y) = (Oé,—\/%) =D

—2 2y

D*f(z,y) =
2y 2(x—a)

La matrice D?f(Py) & definita negativa, quindi Py & un punto di massimo locale.

La matrice D2f(P;) e la matrice D?f(P,) sono indefinite, quindi P; e P; sono punti di sella.

ii) L’insieme V' & connesso, limitato e chiuso, quindi compatto.
Poiché f € C(V;R), allora f(V) sara un intervallo connesso e compatto di R.
Vale V.= Fr(V) = M U P3U Py, dove Py = (—1,—1), P, = (7,7) e M & una varieta di dimensione 1,
con
M:{(m,y)€R2 c—l<ax <7 F(zr,y)=xz—y=0, } .

La Lagrangiana associata a M e:
L(z,y,A) = f(z,y) — AF(z,y)
Annullare il gradiente di L(z,y, A) significa risolvere il seguente sistema:
y? — 2 =\
2y(x — o) = =\

rT=y

Le soluzioni del precedente sistema sono:

Py = (0,0), Ps (2(a+1) 2(a+1)>

3 ’ 3
Risulta:

FR) =0, f(Fs) = —o(a+ 1%, f(Py) = —(a+2), f(P1)= (6 - )9,
Quindi (per o = 3,4,5 ) vale

FV) = |~ g+ 1P (6 - o]



2) Si consideri il cambio di coordinate ¢(r, 0, h) = (z,y, z) dato da:

T =1rcosf
y =rsinf
z=~h

con 0 <r, 6€l0,2n], h € R, e det (Jac(p)) =1 > 0.
Risulta ¢ : B — A, dove

B:{(r,e,h)eR?’ L0<r r2<h’+a o<egg, —aghga}.
Quindi

/f(:n,y,z) dxdydz:/ar?’drdﬁdh:
A B

g « Vh2+a
:a/ / / r3dr| dh)| db =
0 — 0
T o 7’4 vVh24a
_a2[a<[4:|0 dh_
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