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1 Introduzione

In questo lavoro vengono trattati alcuni aspetti riguardanti la forma di Levi.
Quest’ultima e legata allo studio di problemi nella teoria di piu variabili com-
plesse (domini di olomorfia, pseudoconvessita) e in quella delle varieta CR
(si vedano ad esempio [7], [4], [15], [27], [24], [25], [28], [26], [13]).

Nella prima parte di questa trattazione si adotta un linguaggio piu geometrico-
differenziale per descivere la forma di Levi: dapprima si introducono le varieta
CR, poi come caso particolare le ipersuperfici reali in CV*!; per quest’ultime
si procede ad una comparazione tra la seconda forma fondamentale e la forma
di Levi, e in analogia con le classiche curvature, costruite con gli autovalori
della seconda forma fondamentale, si definiscono le pseudocurvature della for-
ma di Levi. Si discute poi il caso dimensionalmente piu basso, N = 1, e con
I’ausilio delle equazioni di Codazzi si arriva a due risultati di caratterizzazione
per le sfere. Infine si dimostra un teorema, sempre di caratterizzazione per
le sfere ma in dimensione qualsiasi, usando un approccio di tipo Relly ([21]),
comparando la curvatura media classica e la pseudocurvatura media.

Nella secoda parte, invece, si affronta un problema analitico: l’equazione
di traccia della forma di Levi. Questa equazione alle derivate parziali del
secondo ordine viene spesso chiamata anche equazione di pseudocurvatura
media (o di curvatura media di Levi), conseguenza sempre della analogia tra
la forma di Levi per ipersuperfici reali in CV*! e la forma di Gauss per quelle
in RV*1: va sottolineato, perd, che mentre 1'equazione di curvatura media
(classica) si scrive in forma di divergenza ed e ellittica, quella di pseudocur-
vatura media non e possibile scriverla in tale forma e, in pil, poiche la parte
caratteristica ha un autovalore identicamente nullo, non e ellittica. Il modo

di procedere ¢ il seguente: si definisce la forma di Levi per ipersuperfici reali



in CN*! visti come grafici di funzioni reali in R® x R, n = 2N + 1, e si
definisce 1’equazione di traccia della foma di Levi; a questo punto si esam-
inano le proprieta strutturali della parte caratteristica. Dal punto di vista
delle soluzioni, questa equazione viene qui studiata inizialmente con i metodi
della teoria delle soluzioni deboli, nel senso viscoso, introdotte da Crandall,
Ishii e Lions ([12], [6]), quindi si dimostra un principio del confronto per
soluzioni viscose e si applica il metodo di Perron adattato (alle soluzioni vis-
cose) in modo da trovare una unica soluzione del problema di Dirichlet; poi si
ricava una stima del gradiente per soluzioni (classiche) del problema regolar-
izzato (in maniera ellittica) e con un discorso di passaggio al limite si arriva
alla regolarita lipschitziana (globale); infine si mostra la locale lipschitzianita
sotto una opportuna condizione sulla funzione (pseudocurvatura) assegnata,
sfruttando una disuguaglianza derivante dalla struttura dell’equazione: va
osservato, che una stima interna di questo tipo, esiste anche per 1’equazione
di curvatura media classica, senza pero condizioni sulla curvatura assegnata,
ad esempio nel caso di superfici minime (curvatura media nulla), vale una sti-
ma del genere (Bombieri, De Giorgi, Miranda); nell’analogo caso Levi-piatto,
pero, non ci si puo aspettare nulla di questo tipo, in quanto, ad esempio, ogni
funzione della sola variabile z,, risulta essere soluzione.

Nel caso N = 1, i primi a studiare soluzioni viscose (lipschitziane) dell’e-
quazione di pseudocurvatura media, sono stati Slodkowski e Tomassini ([24]);
poi Citti, Lanconelli e Montanari ([5]) hanno dimostrato, sotto opportune
ipotesi, la regolarita C'*° delle soluzioni lipschitziane. Per quanto riguarda il
caso N-dimensionale (N > 1), I'unico risultato in letteratura ¢ un principio
del massimo forte, dimostrato (in realta per una classe pitt ampia di opera-
tori) da Lanconelli ¢ Montanari ([19]).

Viene riportata, in fondo, una appendice con definizioni e proprieta riguardan-

ti le soluzioni viscose.



2 Preliminari

Sia N > 1 e consideriamo lo spazio R?V*2 (~ CN*1) come varieta complessa
con coordinate locali x1,y;...,TN11,ynve1 con 'usuale identificazione z, =
x4+ iy, per k= 1,..., N 4+ 1. Sul fibrato tangente di R>"*2 si consideri la

base canonica data da
{axm 8yk}k=l7---7N+1

Dal punto di vista complesso si ha che il fibrato tangente complesso T'(CV+1)

(di dimensione complessa 2N+2) ammette la base canonica

{azk.v 82k }kZl,...,N-ﬁ-l

dove naturalmente

1 1
azk = 5(&% - ia@ﬂg)’ a?k = 5(83% +iayk)7 k= 17 Tt 7N +1

Definizione 2.1. Chiamiamo fibrato olomorfo T*°(CNTY), 4l fibrato comp-
lesso (di dimensione complessa N+1) generato dai campi tangenti complessi

combinazione lineare dei campi {0,, }, cioe:
7 € TH(CYY) <= Z = d"o,,

conaf : CN*Y — C, perk = 1,..., N+1. Il fibrato antiolomorfo T (CN+1)
e
TOH(CNTY) = TIO(CNHY)
quindi se Z = o*0,, € TY(CN*Y) allora Z = a*0;, € TO(CN*Y).
v'Nota

In questa definizione e nel resto del lavoro, quando non c¢’¢ ambiguita, si fa

uso della convenzione per la sommatoria degli indici per la quale, ad esempio
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7 = aFd,, sta per Z =Y"1'akd,, . v

Definizione 2.2. La struttura complessa canonica J definita su T(R?*N1?) ¢

I’endomorfismo reale (che soddisfa J?> = —Id) definito da:
J . T(R2N+2> SN T<R2N+2)
J(0z,) = 0y, J(0y,) =—04, k=1,... N+1

Osservazione 2.3. Un calcolo diretto mostra che [’estensione per C-linearita
di J a J ammette allora come autovalori +i, e come autospazi relativi il

fibrato olomorfo e quello antiolomorfo, cioé:
JC . T(CNTY — T(CV

JC(0.,) =i0.,, J(05)=—i0s, k=1,...,N+1

k?

v'Nota
. . e e e , L .
D’ora in poi non si fara piu distinzione fra un’applicazione e la sua estensione

per C-linearita, sara il contesto a far capire quale si sta usando. v

Definizione 2.4. La metrica standard di R*N*2 ¢ Uapplicazione bilineare e

simmetrica definita da
g: T(R*?) x T(R*M?) — R

g(aﬂckaa’rj> = g(aywayj) = Okj,
g(@zk,ayj) =0, k,jg=1,...,.N+1

Osservazione 2.5. Si noti che g e compatibile con la struttura complessa J,

cioe: per ogni coppia di campi X,Y in T(R?*N*2) yale
9(X,Y) = g(J(X), J(Y))
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Da questo si deduce quindi che ’'endomorfismo J é un’isometria ortogonale,
ctoé

[ X[* = g(X, X) = g(J(X), J(X)) = |J(X)[

9(X, J(X)) =0

per ogni X € T(R*+2).

Osservazione 2.6. L’estensione per C-linearita di g € una metrica hermi-

tiana su CN*1 che soddisfa
g(azkaazj) = g(agk,agj) = 07

1 :
g(azkaaéj) = g(aéka zj) = éékja ka] = 17aN+ 1

Osservazione 2.7. Dalle precedenti proprieta si deduce che il fibrato tan-
gente complesso ammette una decomposizione g-ortogonale in somma diretta

tra il fibrato olomorfo e quello antiolomorfo:
T((CN-H) _ Tl,O(CN-i-l) D TO,l(CN+1>
In generale questa decomposizione vale per tutte le varieta complesse.

Definizione 2.8. Siano X,Y € T(R?*N*2) con

Y = d*o,, +b"0

Yk

allora la connessione di Levi-Civita V associata a g agisce nel sequente modo:
VxY = X(a")0,, + X(b%)0,,

In altre parole, essendo in R2VN*2, la derivata covariante ¢ semplicemente la
derivata direzionale. Cosi anche [’estensione per C-linearita di V agira come

derivata direzionale.



Osservazione 2.9. Un calcolo diretto mostra che la connessione V ed anche
l’estensione per C-linearita, ha la ulteriore proprieta di essere compatibile con
la struttura complessa J, cioé per ogni coppia di campi X,Y in T(R?*N+2)

vale
J(VxY)=VxJ(Y)

o equivalentemente per ogni Z, W in T(CNT1) si ha

J(V W) = V7 J(W)



3 La forma di Levi

3.1 Varieta CR

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Sia T'(M) il suo fibrato

tangente e T¢(M) = T(M) ® C il suo complessificato, cioe:
TC(M)={Z=X+iY \ X,Y € T(M)}

Definizione 3.1. Un sottofibrato complesso A(M) di T(M) di dimensione
complessa N < [n/2] si dice struttura di Cauchy-Riemann (CR) se valgono

le due proprieta sequenti:

i) [Z,W]e AM), ¥ Z,W e A(M)
ii) A(M) N A(M) = {0}

La coppia (M,A(M)) viene detta varieta CR di tipo (N,d), dove lintero d =
n — 2N ¢ la CR-codimensione di A(M) in M. Se A(M) soddisfa la prima
proprieta si dice che A(M) é involutivo (o integrabile).

Esempio 3.2. Una qualsiasi varieta differenziabile di dimensione n puo es-
sere considerata banalmente una varieta CR di tipo (0,n): infatti il sottofi-

brato nullo verifica ovviamente le due condizions.

Esempio 3.3. Su ogni aperto 2 di R™ si puo costruire una struttura CR di
dimensione N, per ogni N < [n/2], nel sequente modo: T“(Q) ¢ il fibrato
banale isomorfo a C", quindi un qualunque sottospazio A C C" di dimensione
N tale che ANR"™ = {0} soddisfa le condizioni richieste.
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Esempio 3.4. Tutte le varieta complesse M di dimensione 2n possono es-
sere sempre considerate varieta CR di tipo (n,0): infatti il fibrato tangente
olomorfo TYO(M) ¢ involutivo (il commutatore di due campi olomorfi é olo-
morfo) e non ha intersezione non banali con lo spazio tangente antiolo-
morfo T (M), e quindi ¢ sempre una struttura CR; in particolare vale
TYM) @ TN (M) = T(M), quindi la struttura CR ha la massima di-

mensione possibile.
Esempio 3.5. Sia C'la varieta di tipo cilindro ottenuta nel sequente modo:
C=5"%xR
Poiché S? & una varieta complessa di dimensione 1, allora é possibile scrivere
TE(S?) = T(S?) @ T%}(S?)
Quindi TH°(S?) & una struttura CR di dimensione 1 e vale
TC(C) = TH(S%) @ TL(S?) & C

Sia ora (M, A(M)) una varieta CR di tipo (N, d)

Definizione 3.6. Sia
HE(M) = A(M)® A(M)

Si chiama distribuzione complessa massimale di M o distribuzione di Levi, il
sottofibrato H(M) di T(M), di dimensione (reale) 2N, definito da

H(M) = Re(H®(M))

Osservazione 3.7. Su H(M) é definita una struttura complessa J : H(M) —
H(M) data da
J(Z+2)=i(Z - Z),NZ € A(M)

Inoltre lestensione per C-linearita di J a J©: HS(M) — H%(M) ammette

autovalori £i e come autospazi relativi rispettivamente A(M) e A(M)
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Definizione 3.8. Siano (M, A(M)) e (M,A(M)) due varieta CR, e Jy e
J3; le due strutture complesse definite rispettivamente su H(M) e H(M)
Una applicazione differenziabile f : M — M si dice applicazione CR se per
ogni p € M il differenziale di f manda la distribuzione di Levi di M in quella

di M e commuta con le strutture complesse, cioe:

dpf(Hp(M)) C Hf(p)(M)

(dpf) o Jrrp = J]\“/[’,f(p) o (dyf)

Se d;gf e l’estensione per C-linearita di dyf a T];C(M), allora si puo equiva-

lentemente dire che f e una applicazione CR se per ogni p € M wale

dy f(A,(M)) C Agp)(M)
Esempio 3.9. Se M ed M sono due varieta complesse con le proprie strut-

ture CR standard, allora le applicazioni CR sono le le applicazioni olomorfe

tra M ed M.

Sia, d’ora in avanti, M una varieta orientabile e differenziabile di dimen-
sione n, e (M, A(M)), sempre , una varieta CR, di CR~codimensione 1 (o di
tipo ipersuperficie). Si & detto, per definizione, che A(M) (come pure A(M))
¢ un sottofibrato di T(M) involutivo: in generale, perdo, H*(M) non lo &,
cioe: presi Z, W € A(M) non & detto che [Z, W] appartenga ancora a A(M).
Lo strumento che misura di quanto H®(M)) non & involutivo & la forma di
Levi. Si consideri, per ogni p € M, la naturale mappa di proiezione
T, (M)

HE(M)

Tp T;,C(M) —

cosi per ogni campo Z, € T*(M), m,(Z,) & la parte di Z, che non giace in
Hj(M).

10



Definizione 3.10. Per ogni p di M la forma di Levi ¢ la funzione

_ Tf(M)
‘Cp AP(M) X p(M) H(C(M)
definita da: .
‘CP(ZI??WP) = Q_Z-Wp([za W]p) (1)

con Z,W € Ty o(M)

Il fattore 1/2i rende la forma di Levi reale quando la si considera come

forma quadratica, cioe

E(Zm?p) = ﬁ(Zm?p)a VZ, € AP<M)
Ora, se H/(M) & involutivo allora L, (Z,, W,) = 0 per ogni Z,, W, € A,(M),
viceversa se £, & identicamente nulla, allora risulta HT(M)) involutivo;

questo giustifica la seguente

Definizione 3.11. Se £,(Z,,W,) = 0 per ogni Z,,W, € A,(M) e per ogni
p € M allora la CR-struttura A(M) si dice Levi-piatta

Osservazione 3.12. In particolare, poiché la forma di Levi é una forma
C-bilineare e hermitiana, basta che sia L(Z,, Z,) = 0 per ogni Z, € A,(M),
per poter concludere che A(M) é Levi-piatta.

Definizione 3.13. Se, fissato Z, € A,(M), L,(Z,,W,) = 0 per ogni W,, €
A, (M) implica W, = 0 allora la forma di Levi (ed anche la struttura CR) si
dice non degenere.

Se L,(Z,, Z,) > 0 per ogni Z, € A,(M) e per ogni p € M allora la CR-

struttura A(M) si dice strettamente pseudoconvessa.
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3.2 Ipersuperfici in CV*!

Sia V' una varieta complessa di dimensione (complessa) m e M C V una
sottovarieta reale di dimensione (reale) n. Si indichi con TH%(V) il fibrato

tangente olomorfo di V' e si definisca:
Ap(M) =T °(V)NT, (M), Vp e M

L’insieme degli A, (M) al variare di p in M non forma in generale un sottofi-
brato vettoriale di T, (M) perche la dimensione di A,(M) pud dipendere da
p. Se la dimensione di A,(M), pero, ¢ costante e uguale ad N per tutti i p
in M, allora (M, A(M)) & una varieta CR di tipo (N,d) con d = n — 2N:
se la codimensione di M in V come sottovarieta reale, ¢ uguale alla CR-
codimensione di A(M) in M, la varieta (M, A(M)) ¢ detta CR generica. Nel
caso particolare in cui M sia una ipersuperficie reale di V' (cioe n = 2m — 1)
allora vale sempre dim(A,(M)) = m —1 per ogni p in M (si veda ad esempio
[4]), percio (M, A(M)) ¢ una varieta CR generica di tipo (m — 1,1). Quindi
data una varieta complessa V' e una sua sottovarieta reale di tipo ipersuper-
ficie M, si e trovato un modo standard di costruire strutture CR; in genere
questo tipo di strutture CR si indicano con Ty o(M) (e Ty (M) = Tjo(M))
in analogia con i fibrati olomorfi.

Sia oran = 2N +1, e consideriamo come varieta ambiente V = CN*! ~ R*+!
con la metrica e la struttura complessa canoniche e sia M una ipersuperficie

reale, cioe dimrM = 2N 4 1 = n, con la metrica indotta. Allora
Tio(M) =T (CN*Yy N T(M)

To (M) =T CN Y NTE(M) =Ty o(M)

H(C(M) = Tl’(](M) EB To’l(M)

12



dove ovviamente la somma diretta ¢ anche g-ortogonale.

Osservazione 3.14. Si osservi che per costruzione HC(M) ¢ il pit grande
sottofibrato di T®(M) invariante sotto l'azione della struttura complessa J di

CN*L in altre parole
HE(M) = T(M) 0 J(T°(M))
Lo stesso vale, dal punto di vista reale, per H(M).

A questo punto si ha dim(H (M )) = 2N, quindi per ”completare” lo
spazio tangente "manca”’ una direzione (dimensione). Per trovare questa

direzione usiamo la metrica e la struttura complessa:
Definizione 3.15. Sia N la normale interna unitaria a M e sia
T := J(N)

Chiamiamo il sottofibrato unidimensionale generato da T, direzione caratter-
istica di M.

Osservazione 3.16. Prima di tutto si noti che sia N che T sono campi
reali, in piu per le proprieta della struttura complessa st ha che T é un campo

unitario e ortogonale a N. Inoltre per ogni Z in Th o(M) si ha

0=9(Z,N)=g(J(2),J(N)) = —ig(Z,T)

quindi T ¢ ortogonale a HC(M) e si puo scrivere
TC(M) = H“(M)®CT

o allo stesso modo



Osservazione 3.17. Si puo indurre su T(M) la struttura complessa di R™*1,

notando che perd questa sara un endomorfismo solo su H(M), in quanto

J(T)=—N.
Per quanto riguarda la forma di Levi in questo contesto: si puo identificare

T(M)

HE(M)
con il complemento ortogonale di H®(M) in T®(M), cio¢ CT'; la proiezione
7 sara semplicemente la g—proiezione su 7', infine poiche CT' ¢ un fibrato
unidimensionale, ci si puo dimenticare della natura vettoriale della forma di

Levi e considerare solo lo scalare associato alla proiezione, quindi

Definizione 3.18. La forma di Levi per ipersuperfici reali di CN*1 ¢ la forma

C—bilineare hermitiana

L: T170<M) X T[)’l(M) —C

£(2,T) = 3:9(12,7),7)

con Z,W € Ty o(M)

14



3.3 La forma di Levi e la seconda forma fondamentale

Poiche la connessione V di CV*! ha torsione nulla, & possibile far comparire

nella forma di Levi la derivata covariante al posto del commutatore
Lemma 3.19. Per ogni Z,W € T (M) si ha:
,C(Z, W) = g(VZW, N)

Dimostrazione
Ricordiamo che, per ogni coppia di campi dello spazio tangente, il tensore di

torsione associato ad una connessione V &
Torg(Z, W)=V W —-VwZ —[Z, W]

e visto che la connessione di Levi-Civita associata a g ¢ simmetrica allora si
ha Tory(Z,W) = 0. In particolare, allora, per ogni Z,W € T} o(M) si ha

[Z, W] =V ;W — V2

g([Z,W],T) - g<vZW - VWZ’ T) - g(vZJ<W> - VWJ<Z)7 ‘](T>> -
=ig(V W + Vw2, N) =i{g(Vz;W,N) + g(VizZ, N)}

Ora poiche il commutatore di due campi tangenti e ancora un campo tan-

gente, si ha
0= g([Za_]7N) = g(vZW_ VWZ,N) = g<vZW7 N) - g(vWZ7N)

quindi
£(2W) = 50((2, W), T) = (V20V,N) 4

Quest’ultima formula ricorda la costruzione della seconda forma fondamen-
tale I, infatti
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Proposizione 3.20. Per ogni Zy, Zy € T o(M) con
Zv= X1 —iYh, Zo=Xo—iYs, Yi=J(X1),Ys=J(Xa)
st ha:
L(Zy,Z5) = 11(X1, Xs) + 11(Y1,Ya) +i{I1(X,,Ys) — 11(Y1, X5)}

Dimostrazione
Ricordiamo che, per ogni coppia di campi X, Y dello spazio tangente, la sec-
onda forma fondamentale I e I'applicazione bilineare e simmetrica definita
come la proiezione lungo la normale alla varieta della derivata covariante di

un campo lungo ’altro secondo la connessione dell’ambiente, in formule:
II(X,Y) = g(VxY,N)
o, usando l'operatore forma A(X) = -VxN
II(X,)Y) =g(A(X),Y)
Adesso siano 7y, Zy € Ty (M) con
Zi=X1—iYi, Zo=Xo—iYe, Yi=J(X)), Ys=J(X)

allora
L(Zy,Z2) = 9(V 2,22, N) = g(Vx, vy (X2 +1Y2), N) =
= 9(Vx, X2, N) + g(Vy, Y2, N) + i{g(Vx, Y2, N) — g(Vy, X5, N)} =
= I1(Xy1, Xo) + 11(Y1,Y2) +i{11(X1,Y2) — I1(Y1, X2)} 4
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3.4 1l calcolo della forma di Levi

Sia
D={zcC"": f(2) <0}, M=0D={zecC"": f(z)=0}

con f: TV S R, f € C%(CV*) tale che 0,/ == (fu(p),..., fws1(p)) # 0,

per ogni p € 0D, con la notazione

_of - of
ff_aa,ff—aa l=1,...,N+1

Una formula esplicita per il calcolo della forma di Levi e

Proposizione 3.21. Si consideri la matrice Hessiana complessa di f

Hess(f) = (j;,;)
Allora, se
7 =a"0,,, W =gk,
con Z,W € Ty o(M), si ha

(2, W) = ﬁm

Hess™ (f)Z,W) =

Dimostrazione
Innanzitutto la normale interna unitaria in questo contesto si puo esplicitare

nel seguente modo
1

V=T

Adesso, visto che

0=2Z(g(W,N))=g(VzW,N)+ g(W,VzN)
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vale

L(ZW) =g(V;W,N)=g(~VzN, W)

allora
9(=VzN. W) = g(Varo, (\8f| (fide + 0)), 5"05,) =
1
J k@g o’ GF 2k Jaz
5070 (i) = /P e+ 572 ) -
= gop 7
in quanto B* f; = 0 perche
T _ 1 2k _ 2k
O_g(W,N)— |(9f| (ﬁ azk?fk82k+fk Zk)_ 2]8]‘\6 fk ﬁ

Osservazione 3.22. [l legame fra il gradiente complesso e quello reale é

N+1 N+1

OIP =3 i = 32 e = )5 + ) =
k=1

N+1

= Z oo+ Iy = —IDf|2
dove Df = grad(f).

Osservazione 3.23. St noti la cosa sequente riguardo la normale interna

unitaria

N = — 0+ fidk) =
2

1 1 1
_ |Df|( (Far + 185 (On, = 103) + 5o = 1) 500, +10y,)) =

= |Df|(f$kaxk+fyk yk)

St ritrova quindi la classica espressione di N.
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Esempio 3.24. Sia N =1, e si consideri

Z = f20: — f10s,

Poiche Z(f) =0, allora Z ¢ un campo tangente, inoltre é un campo olomorfo
di C? in quanto combinazione lineare dei campi 8., € 0,,, quindi Z € Ty o(M).

La forma di Levi sara:
£(2.7) = zl%ﬂ(fgfzfﬁ fufafoi— fofifia t fufif)

Definizione 3.25. Con queste notazioni la superficie M ed anche il dominio

D si dira strettamente pseudoconvesso se per ogni p € M
ol fiz >0
per ogni Z = ok, € Ty o(M).

Osservazione 3.26. La condizione di pseudoconvesita e invariante sotto
l'azione di cambi di coordinate biolomorfi. Questo perche le applicazioni olo-
morfe (e le inverse) preservano la struttura complessa J, e quindi la struttura

CR (che per costruzione involve J ) resta invariata.
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3.5 Curvature sezionali complesse

Sia sempre M una ipersuperficie di R"*! ~ CN¥*+!, ricordiamo:

Definizione 3.27. La curvatura sezionale K(X,Y') é la curvatura di Gauss
della superficie bidimensionale generata da X,Y, cioe, per ogni coppia di

campi ortonormali X,Y € T(M) :
K(X,Y) =II(X, X)II(Y,Y) — (II(X,Y))>?

Chiamiamo ora con VM la connessione di M indotta dall’ambiente; ri-

portiamo anche:

Definizione 3.28. Il tensore di curvatura (di Riemann) e, per ogni X,Y, T €
T(M):
RM(X,Y)T = VY VYT — Vy/VYT — Vixy T

Usando la metrica g si puo definire anche
RM(X,Y,T,W) = g(R™(X,Y)T, W)

Per tutte le proprieta di questi oggetti si vedano ad esempio [8] [16]. Dici-
amo solo che per tutti gli spazi euclidei, dotati di connessione e metrica stan-
dard, sia la curvatura sezionale sia il tensore di curvatura sono identicamente

nulli.

Proposizione 3.29. Per ogni X,Y € T(M), vale:
K(X,Y)=RM(X,Y,Y,X)

Dimostrazione

Chiamiamo semplicemente R il tensore di cuvatura di R"*!, che per quanto
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detto sara nullo. Adesso, per la definizione della seconda forma fondamentale,
vale per ogni X,Y € T(M):

VxY =VY¥Y +I1I(X,Y)N
con N € T(M)*+ Allora:
0=RX,)Y,)Y,X)=g(VxVyY = VyVxY - VixY, X) =

=g(Vx(VYY + II(Y,Y)N) — Vy (VY + [I(X,Y)N)—
—VixyY —I([X,Y],Y)N, X) =
= g(VEVYY HIT(X, VY )N+VXII(Y,Y)N-VIVYY —11(Y, V¥Y)N -
—VyII(X,Y)N — Vf‘f{,Y]Y, X) =
=g(VX VY'Y — VYVXY — Vig Y. X)—
—11(Y,Y)g(A(X), X))+ I1(X,Y)g(A(Y), X) =
=RM(X,Y,)Y,X) - 1I(X,X)II(Y,Y) + (II(X,Y))? i
Definizione 3.30. Chiamiamo curvatura sezionale complessa
K(Z1,Z5) = —RM(Z,, 25,2, Z1)
per ogni Zy, Zy € Th o(M) ortonormali.

Osservazione 3.31. Siano Zy, Zy € Ty o(M) con
Zy =Xy =Yy, Zy=X,;—1Yy, Y = J(Xh), Yo = J(Xy)

allora per la multilinearita del tensore di curvatura, e per le varie simmetrie,

st ha

RM(Zl7727?27 Zl) = RM(XI - Z.}/laXQ + Z-}/'Q7X2 + Z}/27 Xl - Z}/l) =
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= RM (X1, Xa, X, X1) + RM (Y1, Y2, Y2, Y1) + RM(X1, X2, Y2, Y1)+
+RM(Y1,Y2, X3, X1) — RM (X1, Y5, s, X1) — RM (Y1, X3, X5, Y1)+
+RM(X1, X2, Y2, Y1) + RM (Y1, X5, Yo, X1) + i{ —RM (X1, X3, X5, Y1)+
-I—RM(Xh X2, Y2, X1) + RM(Xh Ya, Xo, X1) — RM(Yh Xo, Xo, X1)+
+RM(X1, Y5, Y2, Y1) — RM(Y1, X3, Y2, Y1) — RM (Y1, Y2, X, Y1)+
+RM(Y1,Ys, Yo, X1)} = K (X3, Xo) + K(Y3,Y2) — K(X3,Ys) — K (Y3, Xo)+
+2RM (X1, Xo, Y2, Y1) 4+ 2RM (X1, X0, Y2, Y1) + i{2RM (X1, Xo, Y2, X1)—
—2RM(X1, Xo, X2, Y1) 4+ 2RM (Y1, Y5, Y2, X1) — 2R (Y1, X5, Yo, Y1)}

Proposizione 3.32. Per ogni Z € T; o(M) unitario, con Z = \%(X —1Y)
eY = J(X), vale
K(2,7) = K(X,Y)

Dimostrazione
Ovviamente X e Y sono campi ortonormali, allora la tesi segue dall’osser-
vazione precedente ponendo Z; = Zy; = Z, e dalle simmetrie del tensore di

curvatura. i

Osservazione 3.33. Si noti che mentre K(X, X) =0 per ogni X € T(M),
K(Z,Z) con Z € Ty o(M), in generale non ¢ nullo.

Quindi dato Z € T} o(M) con Z = \%(X—z’Y), K(Z,Z) & il determinante

del minore 2 x 2, della seconda forma fondamentale, individuato da X e Y

II(X,X) ... II(X,Y)

I =
II(X,X) ... II(X,Y)

U(f, T)
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La traccia dello stesso minore ¢ invece dato dalla forma di Levi:
Proposizione 3.34. Per ogni Z € Ty o(M) con
Z=X-iY, Y =JX)

st ha:
E(Z,?) =1I(X, X))+ 1I(Y,Y)

Dimostrazione
Segue dal risultato sul legame tra la forma di Levi e 11 (3.20), e dalla sim-

metria della seconda forma fondamentale. 4

Osservazione 3.35. In particolare se Z ¢ unitario, allora L£(Z,Z) rapp-

resenta la curvatura media della sezione bidimensionale generata da X e
Y.
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3.6 GIli autovalori della forma di Levi

Sia ora B = {F}, ..., Ex} una base ortonormale di T} o(M).

Definizione 3.36. Sia
Ljff = £<EJ=F1€>

La forma hermitiana N x N

L(f,B) = (Ejff)j,kzl N

77777

si chiama forma di Levi B-normalizzata

Osservazione 3.37. Anche se L dipende dalla scelta della funzione de-
finente f e della base B di Ty o(M), si dimostra che i suoi autovalori dipen-
dono solo dal dominio (si veda [19]) .

Osservazione 3.38. Ouvwiamente se f e g sono due funzioni definenti lo
stesso dominio, allora la forma di Levi relativa a f ¢ equivalente a quella
relativa a g, a condizione che il cambio di variabili necessario per passare da

f a g, sia un’isometria complessa (cioé preservi la struttura complessa).
Esempio 3.39. Si consideri l'esempio (3.24). Quindi sia N =1, e

/s
~Jofl

Si ¢ gia visto che Z € Ty o(M), inoltre poiché

o (f20z, — f102,)

9(Z,7) = (f2f2+f1f1)

Ié’fl22

Z & unitario. L’unico autovalore della forma di Levi sara dato da:

Ly(f,B) = L1 = L(Z,Z) = —=(fofaS11 — fifafor — fofifiz + fififss)

|8f|3

24



Dallo studio di L, in particolare dei suoi autovalori, ¢ possibile risalire ad
alcune proprieta della struttura CR. Facendo alcune assunzioni, ¢ possibile
recuperare gli autovalori di £;; senza passare esplicitamente per una base

ortonormale di T3 o(M).

Proposizione 3.40. Sia p € M, e si assuma, poiche O,f # 0, che ad
esempio fni1(p) #0; e sia

fi(p)

aj = a;(p) = T
Allora
{Z;}j=1,..N
con
Z;= 0., —a;0.,

risulta essere una base (non ortonormale) di Ty o(M).

Dimostrazione
I campi Z; risultano essere tutti linearmente indipendenti fra di loro perche,
ad esempio, il campo 0., ¢ presente solo in Z;. Inoltre sono tutti campi
tangenti in quanto

Zi(f)=0, j=1,...,N

Infine sono tutti campi olomorfi di Cy,; perche combinazioni lineari di

(0215 -+ 02y, )- Risulta poi

(2,7 = L6+ LI
Tl

2
Definizione 3.41. Si definiscano le sequenti matrici

)t

A= (Ajg)jk=1,..N

con



o
H=H :2(1 ——)
®) Y 14 af?

dove o = (g, ..., an).
Vale ([19]):

Proposizione 3.42. Gli autovalori della forma di Levi normalizzata L,

sono gli stessi della matrice AH.

A questo punto si possono esprimere le classiche funzioni simmetriche
elementari degli autovalori della forma di Levi normalizzata, in termini delle

matrici A e H, cioe

Definizione 3.43. Sia A = (A\1,...,An) e si consideri la funzione

DA, AN = Y ey

1<y <--<i;<N
conje€{l,...,N}. Ora, per ogni q € {1,...,N}, sia
0(!1)()\)
N
q

59 ¢ la g-esima funzione simmetrica elementare.

8(‘1)()\ —

Esempio 3.44. Se A = (\y,..., An) sono gli autovalori della forma di Levi,

sM(N\) = det(L(f, B)) = &—T]\lfﬁdetfl
sI(2) = %tr(L( f.B)) = %tr (HA) @)

Osservazione 3.45. Si noti che, in forma tensoriale, la traccia di Ly, sara:

tr(L(f, B)) = ¢"* Ly
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dove

con (Zy,...,Zn) una qualsiasi base di Ty o(M). Se adesso si prende in

considerazione la base
{Zj}i=1,..N, Zj = 0z — 00z,
introdotta precedentemente, si ha che
tr(L(f, B)) = ¢ Ly5 = ¢ L(Z;, 7)) = ¢ Az

quindi

Esiste inoltre una formula esplicita per il calcolo della g-esima funzione

simmetrica elementare degli autovalori della forma di Levi (si veda [3]):

Proposizione 3.46.

1 1
@(\) = — E Lis o igia ()
S 7’17.“7211 1
<N) |apf’q+2 1<) < <ig+1<N+1 :

q
dove
I R
Liy gy (f) = det f” :fim " v:filiq+1 )
fiq+1 fiq+1zl e fiqﬂgq+1

Esempio 3.47. Sia D = B(zo, R) la palla di centro zy e raggio R contenuta
in CNT definita da f(z) = |z — 20| — R?, cio¢ D = {z € CN*!: f(2) < 0}
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e 0D = {z € CN*' : f(z) = 0}. Si ha allora, per ogni p € 0D, che

1
Opf =Z—7%, |0f] = R e Hessp(f) = Iny1. Risulta Ly(f,B) = E]N e

1
/\j:E,jzl,...,N, cosi

1
@()) — -
TN =

Esempio 3.48. Sia D = SV x R il cilindro contenuto in CN*'. La funzione
definente D sard allora, indicando con (z,t,7) un punto di CN*t ~ CN x
R x R, f(z,t,7) = |2|* + t? — 12. Usando la formula (3) si ottiene, per ogni
p € OID,

P42 LNV = Dlsf + 20

(N) = = 1) S
S (A) - 2RN+2 9 S (A) - N R3

Osservazione 3.49. Si noti che D = S? xR ¢ la stessa varieta dell’esempio
(3.5): quello che cambia é la scelta della struttura CR. Infatti, mentre in
quel caso la forma di Levi ¢ identicamente nulla (percheé la struttura CR é
integrabile), nell’esempio precedente la forma di Levi é non nulla. Quinds,
in generale, la forma di Levi dipende strettamente dalla scelta della struttura
CR: qui si scegliera, pero, sempre la struttura CR standard, data dal fatto di

considerare varieta di tipo ipersuperficie in CN*L,

Osservazione 3.50. La struttura CR standard puo essere diversa per la
stessa varieta, in relazione all’immersione della varieta stessa. Ad esempio,

st consideri la sequente varieta di tipo cilindro
M =S"xR?
e le sequenti funzioni definenti
flr,z) = |z =1 =2 + 47 -1

g(z1,20) = Re(zl)2 + Re(22)2 —1= x? + xg -1
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Si vede subito che entrambe definiscono M, ma un calcolo diretto mostra che
la struttura CR relativa ad f é Levi-piatta, mentre quella relativa a g ¢ stret-
tamente pseudoconvessa. Questo é dovuto al fatto che per passare da f a g
bisogna fare una rotazione, la quale pero non preserva la struttura complessa,
o equivalentemente non € una isometria complessa. Quindi, fissata la vari-
eta intrinsecamente, la struttura CR e conseguentemente la forma di Levi,
misura anche il "modo” con cui la varieta ¢ immersa nell’ambiente: in parti-
colare dipende dalla "posizione reciproca” fra il fibrato olomorfo dell’ambiente
e lo spazio tangente complessificato della varieta, in quanto la struttura CR

standard é per costruzione:

Tio(M) =T*(CN™H N TM)

29



3.7 1l caso N=1

Vogliamo esaminare in dettaglio il caso dimensionalmente pitt basso. Sia
allora M una ipersuperficie in C2.

Data la normale interna unitaria N, la direzione caratteristica 1" sara: T =
J(N). 1l sottofibrato T} (M) avra dimensione 1, e dato un campo unitario
Z € Ty o(M) chiamiamo X e Y i campi reali unitari di H(M) tali che

1 .
7 = E(X —iY), Y =J(X)

Quindi {X,Y, T} risulta essere una base ortonormale di T'(M). Ogni altro
campo unitario W € Tj (M) e del tipo

Z =r

conr: M — Cerr =1. Dal punto di vista reale, sia r = a + ib con

a,b: M — R, allorarr =a?>+b*=1e

Z=rZ= (a—i—z’b)(%(X—iY)) = %(aX—i—bY—i(—bX—i—aY)) =

cioe si ¢ effettuata una rotazione dei campi X,Y

()= 0)

cosi anche {)~( Y, T} risulta essere una base ortonormale di T'(M).

(X—iY)

Sl

Proposizione 3.51. Per ogni X,Y € H(M) unitari, con Y = J(X) e
Z = \/LE(X — 1Y) si ha

2L(Z,7) = g([X,Y],T)
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Dimostrazione

E un calcolo diretto, infatti

— 1 — 1

1 , 1 .
‘C<Zv Z) = Zg([za Z]7T) = Zg([E(X - ZY)? E(X +ZY)]7T) =
:%g([X,Y],T) i

v Nota

Nel resto di questa sezione chiameremo semplicemente
L:=L(Z7), K =K(ZZ) ¥

Osservazione 3.52. Ricordiamo che dalle proprieta della forma di Levi
risulta
2L =11(X, X))+ I1(Y,Y)

Questo seque anche direttamente dalla proposizione precedente, infatti:
2L =g([X,V].T) = g(VxY = Vy X, T) =
=g(VxJ(Y) = VyJ(X),J(T)) = g(VxX + VyY,N) =

Adesso, poiche il commutatore [X,Y] & un campo tangente, vogliamo

scriverlo come combinazione lineare dei campi della base:

Definizione 3.53. Siano oy, as, a3 : M — R funzioni tale che

a; = g(VxY, X), ay = —g(VyX,Y)

a3 = g<vTX> Y)

Cosl

[X,Y] = au X + apY +2LT
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Osservazione 3.54. Vule
ap = g([X7Y]>X) = g(VXY - VYX,X) = g(VXY,X)

m quanto

29(Vy X, X) = Y(g(X, X)) =0

Lo stesso vale per asy.

Definizione 3.55. Sia {X,Y, T} una base ortonormale di T(M) con X,Y €
H(M),Y = J(X) e la si rinomini {X1, Xo, Xo}. Chiamiamo h;; il sequente

coefficiente della seconda forma fondamentale:
hzj = [[(XZ,X]), ’i,j:O,l,Q

Con queste notazioni, la matrice simmetrica associata alla seconda forma

fondamentale si scrive:

hir hia hi
I1 = h21 h22 h20
hoir  hoz  hoo
Quindi
hi1 4 hogo

E — K — h11h22 - ]’L%Q

2 )
Diamo ore alcune formule:

Lemma 3.56. Valgono le sequenti regole di derivazione:
VXX = —Oély — h12T + hllN

Vyy = OéQX + hlgT + hQQN
VTT = hOQX — h01Y + hOON

VXY == O{lX + hllT + hlzN

32



VxT = hi3X — h11Y + hgt N
VyX = —agY — hooT + hiaN
VyT = hgo X — h12Y + hgo N
VX = a3y — heT + hg N
V1Y = —a3 X + hotT + hgo N
Inoltre dalla definizione dell’operatore A:
A(X)=—=VxN =h; X + hi2Y + hot T
A(Y) = =VyN = h1s X + hoY + hoeT
A(T) = =V N = hg1 X + hgY + hooT

Dimostrazione
Segue da calcoli diretti.

Per quanto riguarda le regole di commutazione, vale:
Proposizione 3.57.
(X, Y] = a1 X + oY +2LT
(X, T] = h12X — (h11 + a3)Y + hooT
Y, T| = (hog + a3) X — h12Y — hpy T

Dimostrazione
La prima e la definizione. Per le altre bisogna fare le proiezioni del commu-

tatore. Ad esempio, per [X,T]:
g([X)T]7X) = g(vXT_ VTX7X) = g(VXTaX> - _g(vXN7Y) = h12

g([X,T),Y)=g(VxT -V X,Y)=9g(VxN, X)—g(VrX,Y) = —(hy1 + a3)
g([X. T, T) = g(VxT = VrX,T) = —g(VrX,T) = g(VrY,N) = hoy

33



Per [Y,T] si fa allo stesso modo.

Con queste notazioni vogliamo introdurre ora le equazioni di Codazzi.
Per quanto riguarda queste equazioni si puo vedere ([14]). Queste si possono

scrivere nel seguente modo: per ogni V.W € T'(M)
(Vv ID)(W,-) = (VwII)(V, )
dove V ¢ la connessione su M indotta dall’abiente e
(VvID)(:,-) = V(")) = II(Vy-,-) = TI(-, V)
Con le nostre notazioni si possono scrivere allora 9 equazioni:

(VxID)(Y,V) = (VyI(X,V), V=X,Y,T
(VxII)(T,V)= (VeII)(X,V), V=X,Y,T
(VyI)(T,V) = (VoID(Y,V), V=X,Y,T

Proposizione 3.58. Le equazioni di Codazzi sono

Y(hn) - X(h12 hishoa + arhoy — arhiy — hathor — 2ashis — 2hasho
X (hao) = Y (hi2) = aghas + haohoy — ashiy — highor + 2a1hig + 2hy1hoo
X (ho2) = Y (hor) = (ha1 + hag)hoo — 2(ha1hey — hiy) + arhor + azhoo
X(h(n) - T(hn) 2ho2ho1 — 2a3hi2 — arhog — hizhoo
X (ho2) — T(h12) = harhoo + arhor + ashiy — (hirhae — hiy) — ashag + by — h;
X (hoo) — T'(hor) = 3horhia — 3ho2hiy + hoohoo — hozas
Y (ho1) = T(hi2) = (hi1hae — hiy) + aghyy — hashoo — aghay — aghoy — by + R,
Y (ho2) — T'(ha2) = hi2hoo — 2ho1hos + 2ai3hys + ashoy
Y (hoo) — T'(ho2) = 3ho1hes — 3hoghia + ashor — horheo
Dimostrazione

Dimostriamo solo la prima, le altre si fanno allo stesso modo.
(VAID)(Y, X) = X(I(Y, X)) = II(VxY, X) = II(Y, VxX) =
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= X(hlg) - I](O[lX + h11T7 X) - [[(Y, —OQY - hlgT) =
= X (hi2) — arhir — hirhor + arhas + hishge
D’altra parte
(VyID(X, X)=Y({I(X,X)) - 1I(VyX,X)—II(X,VyX) =

Y(hll) — 2][(—012Y — hQQT, X) = Y(hll) =+ 20é2h12 + 2h22h01

Uguagliando le due espressioni si ottiene ’equazione cercata f.

Con queste formule possiamo dimostrare i seguenti risultati:

Definizione 3.59. Sia p € M. Diciamo che T ¢ autovettore per [’operatore

A in p, se hgy = hgr = 0 in p; o equivalentemente
Ap(T) = hoo(p)T,,

Teorema 3.60. Sia M una varieta compatta con forma di Levi L costante
positiva. Se la direzione caratteristica ¢ autovettore per la seconda forma

fondamentale, allora M ¢ una sfera di raggio 1/L.

Dimostrazione
Se T e autovettore per la seconda forma fondamentale, allora si ha hg, =

hoz = 0 identicamente su M. Dalla sesta a dalla nona equazione si ha che
X(ho(]) = Y(hoo) = O

Inoltre
2£T(h00) = [X, Y](hoo) =0

quindi hgy e costante. Allora la curvatura media classica e costante e da un
risultato di Alexandrov ([1],[2]), si ha che M & una sfera. f

Teorema 3.61. Se M ha forma di Levi costante positiva e tale che L? = K,

allora M ¢é una sfera di raggio 1/L.
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Dimostrazione

Ricordiamo che vale sempre

e I'uguaglianza vale se e solo se
hit =hyp =L, hi=0

in ogni punto di M e per ogni scelta dei campi X,Y € H(M). Consideriamo

le prime due equazioni di Codazzi

0= X(L) = 3Lhps

e visto che £ > 0, si ha che hg; = hgs = 0 identicamente su M. Adesso dalla

terza equazione di Codazzi si ha
O - X(hoz) - Y(h()l) - 2(£h00 - K)

quindi hgy = L. Allora la seconda forma fondamentale risulta essere diago-

nale con gli autovalori costanti uguali fra loro. f

Osservazione 3.62. Dal punto di vista geometrico, l'ipotesi L? = K, sig-
nifica che il sottofibrato H(M) é ombelicale, cioé:

A(X)=—-VxN =LX, VYXeHM)

Vogliamo mostrare ora che usando dei campi particolari, scritti usando
una funzione definente, si ottengono delle uguaglianze fra alcuni dei coeffici-
enti introdotti.

Sia allora M una ipersuperficie in C?, bordo di un dato dominio D:
D={zeC®: f(z) <0}, M=0D={2€C?: f(z) =0}
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con f:C? —» R, f € C>°(C?). La normale interna unitaria sara:

- |af| 7 (f10:1 + fo0e + f105 + f20:,)

La direzione caratteristica 71"

I@fl

Il sottofibrato 17 (M) € generato dal campo unitario

\/_
Z ‘8f’(f2 z1 flaz2)

dove ”d” sta per indicare che il campo e scritto mediante una funzione
definente. Chiamiamo X¢ e Y i campi reali unitari tali che
1

VA E(Xd —iYY), Yi=J(X9

Quindi {X? Y? T} risulta essere una base ortonormale di T'(M). Si noti

che la normale e di conseguenza il campo caratteristico non dipendono dalla

funzione definente.

Definizione 3.63. Per una notazione compatta, definiamo

v S
ko Ik
0f]
e
1 2 2 1

i modo da scrivere
N = —(7%0,, +v*0;,)

T = J(N) = —i(7*9., — *0s,)
Z% = \2(v%0., — v'0.,) = V2uFo.,
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Osservazione 3.64. Vule

per ogni W € T'(M)
Esiste una relazione tra af, ad, ad e hd;, hd,, hoo:

Proposizione 3.65. Vale:

0 equivalentemente
g(deZd, Zd) = —ig(VZdT, N)

Dimostrazione

Usando notazioni complesse, si ha

—d 1 , 1 ,
V29(V 22, 2% = \/§g<v%(Xd—in)E(Xd +iY), E(Xd —iY?)) =

1
= §{g(VYde, XN —g(Vya X4 YD +i(g(VxaV 4 XN =g(Vxa X4 Y )} = af+iad

e

iV29(V 74T, N) = i\@g(vﬁ(xdﬂ'yd)T? N) =
ig(VxaT,N) + g(VydT,N) =74 + i}

In coordinate, si ha
V2g(V 52", 2%) = V2g(V 3aV/2i"0:, N2y 0.,) =

= V2245w, = V2240,

iV29(V 2T, N) = —V2g(V 24(7%0,, — 1*0,,),770,, +170;,) =
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= —%Z%a% = 2'(Mm) = —V224(0")n,

in quanto
0=2%1) = 2%0"v) = 240", + 24V
Cosl
V29(V 22", 2% = ~iv/29(V 2T, N) 4

Esiste anche la seguente relazione

Proposizione 3.66. Si ha:
ad = hog
cioe
g(Vr X4 YY) = g(VeT,N)
o equivalentemente

g(VTT, N) = z’g(VT7d, Zd)

Dimostrazione

Prima di tutto

(Vi7" 7 = g(VT%W iy, %(Xd —iy?) =

1
= 5{9(VTXd, XD +g(VrY Y +i(g(VrY !, XD —g(Vr XD YY)} = ig(VrY?, X7

Ora
9(VrZ', 2% = g(Vov/27i 0, V2 D.,) =

= T(i") = T(7")vi

9(VrT, N) = ig(Vr(7*0,, —v*0s,), 70, +1v10;) =
_ %(T(Dk)yk — TWM) ) =Tt

Per questi campi le regole di derivazione e le formule per i commutatori

diventano:
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Corollario 3.67. Regole di derivazione per i campi X, Y:
VxaX?=hdY?— b, T+ h N
VyaY? = —hd, X4+ hd, T + hd, N
VT = hd, X® — hd Y4+ hooN
VY%= —hd X+ pd T+ h{,N
Vil = h{, X —hd Y+ hd N
VyaX® = hd Y4 — hd,T + hd,N
Vydl' = thXd - hcllzyd + thN
VX4 = hoYV? — hd,T + hi, N
VY4 = —ho X4+ h&, T + hi, N
Per quanto riguarda le regole di commutazione:
Corollario 3.68. Regole di commutazione per i campi X9, Y9:
(XYY = —hd X4~ hd Y +2LT
(X% T) = h{,X? — (B, + hoo)Y* + hi,T
[Yd: T = (th + hOO)Xd - hc1l2Yd - hng

Osservazione 3.69. Mettendo insieme le precedenti formule con la definizione

dell’operatore A, si ottengono le sequenti eleganti relazioni:

A(XY) + [V, T] = 3H X1
A(Y?) + [T, X4 = 3HY*
A(T) + [X4 Y = 3HT

Dove H ¢ la curvatura media classica:

1 1 1
H= gt’l"([[) = §<h11 + h22 + hgo) = 5(2£ + hoo)
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Sempre per questi campi riscriviamo le equazioni di Codazzi.

Corollario 3.70. Equazioni di Codazzi per i campi X, Y9:

Yd(hcﬁ) - Xd(hilz) = 3h‘112h82 - 3hg2hgl

Xd(th) - Yd(h%) = 3h(1i1h(6)l2 - 3h?2h(c)ll

XU(hy) = YU(hiy) = (hdy + hgy)hoo — 2(hiyhgy — (hf5)?) — (hy)? — (hip)?
Xd(hgl) - T(hllil) = 3hg2hgl - 3h‘fzhOO

Xd(hgz) - T(hcllz) = 2h61i1h00 - (hcﬁhgz - (hil2)2> - hOOhg2 + (th)Q - 2(]7&)2
Xd<h00) - T(h(c)l1) = 3h31h61[2 - 3hgzhc1l1

Yd(hg1> - T(h%) = (hil1h52 - (h(1i2)2> - thQhOO + hillhﬂo - (h31>2 + 2(hgz)2
Yd(th) - T(hgz) = 3hcllQhOO - 3]131}152

Yd(hOO) - T(hg2) - 3hg1hg2 - Sthh”ﬁ

Vogliamo vedere ora cosa succede quando si passa dai campi X¢,Y? a

nuovi campi X, Y. Sia allora r = a + ib, r7 = 1 tale che Z = rZ? cio¢

(F)-(50) (09
)= (s )08

In particolare la quantita v* = h3, + hZ, non dipende dalla base scelta.

Lemma 3.71. Vale

Dimostrazione

Dimostriamo solo la prima:
hor = g(VxT,N) = g(VaxaypydT, N) =

= ag(VxaT, N) + bg(VyaT,N) = ahl, + bhd, t
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Lemma 3.72. Vale

h]_]_ - a,2h€l1 + 2abh(112 + b2h’(212
hog = th‘fl — 2abh‘f2 + agth
hig = _ab(hlfl - hgz) + (GQ - bz)hcllz

%(hll — hgz) _ CL2 — b2 2ab %(htlil — hg2>
h12 —2ab a2 — b2 hiiQ

Dimostrazione

cioe

Segue da calcoli diretti.

Lemma 3.73. Vale
Qg = hoo + ClT(b) — bT(a)

Dimostrazione

as = g(VrX,Y) = g(Vr(aX?+bY?), =bX? +aY?) =
= a’g(Ve X4 YY) — Pg(VrY?, X?) + aT(b) — bT(a) =

= (a®> + b)) g(VoY?, X + aT(b) — bT(a) = hoo + aT'(b) — bT(a) 4
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3.8 Curvatura media e pseudocurvatura media

Sia ora M una ipersuperficie in CV*! e chiamiamo v la normale esterna
unitaria. Abbiamo visto che la pseudocurvatura media, o curvatura media di
Levi, H;, e la traccia pesata della forma di Levi normalizzata. La relazione

con la curvatura media classica H ¢

H = 2NH I11(T.T
2N+1( L+ 1I(T,T))

Vogliamo mostrare che se sussiste una particolare condizione su H e Hy, allora
si ottiene un teorema di caratterizzazione per le sfere. Premettiamo alcuni

lemmi.

Lemma 3.74. Sia M una ipersuperficie in CN*1, bordo di un dominio

limitato. Per ogni funzione definente f : CN*1 — R, di classe C?, si ha

/ o (00 f)dx = g Hp|of|*do
Q

M=0%2

dove @ (00f) ¢ la seconda funzione simmetrica elementare degli autovalori

della matrice hessiana complessa di f.

Dimostrazione
Ricordiamo da (3) che

1 1
Ho=-———= Y Liyu(f)
N6, fI? 1<i1 <ia<N+1

dove
0 fi [
Liio(f) =det [ fii foi [fii
fio fiin Jisia
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Adesso poiche ¢ ¢ omogenea di grado 2, cioe per ogni t reale e per ogni
matrice A hermitiana ¢® (tA) = t26(®)(A), si ha

N+1 o (2) 90
o) =3 3" 200 g

k=1

dove r;; rappresenta elemento di posto (k. Inoltre dalle proprieta delle

funzioni simmetriche elementari della martice hessiana complessa si ottiene

Zal(w>:0 v k

87’”5

(si veda ad esempio ([21]) per le hessiane reali). Allora usando il teorema di

integrazione per parti:

N+1
ooz =3 [ 3 o(* 50 e

l,k=1
N1 N+1 A
aa aaf RS do?(99f) . _
1/ 1 N
= —— — Lil,lé(f)do = _/ HL‘afIQdU ﬂ
4 Jm |8f] 1<z'1<izz<N+l 4 Ju

Lemma 3.75. (Disuguaglianza di tipo Newton) Per ogni matrice n X n
hermitiana A, vale

20D (4) < =L (1ra(4))2

Inoltre, l'uguaglianza vale se e solo se A € proporzionale alla matrice identita.

Dimostrazione
Poiche ¢ (A) e tra(A) = oM (A) sono invarianti ortogonali per A, assumi-

amo A = diag(Ay, ..., A ) Dalla disuguaglianza di Newton
2o 1 2
1A[]7 = ~(tra(4))
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si ha:

1 1
2 2 2 2 2 2
202(A4) = (tra(A4))* =3 A] < (tra(A))* =~ (tra(A))* = ——(tra(4))* 4
j
A questo punto possiamo dimostrare il seguente

Teorema 3.76. Sia M una ipersuperficie in CN*1, bordo di un dominio

limitato e stellato. Se M ha curvatura media di Levi H;, costante e vale
H < Hj
allora M e una sfera.

Dimostrazione

Prima di tutto ricordiamo la formula di Minkowski per la curvatura media

/dO':/ H<vx>do
M M

mis(082) = / do < HL/ <v,x>do= HL/ div(z)dr = 2(N+1)Hpmis(2)
M M 0

classica

dalla quale ricaviamo

(si noti che abbiamo < v,z >> 0 in virtu del’ipotesi di dominio stelato).
Procedendo secondo un argomentazione usata in ([20]), scegliamo come fun-

zione definente, 'unica soluzione del Problema di Dirichlet:

tra(00f) =1 inQ
f=0 su 0N

dove 4tra(00f) = Af. Dalla disuguaglianza di tipo Newton si ha

/Q o (90 f)dz < ﬁ /Q (tra(9))2dx — ﬁmis(@)

Usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e il teorema della divergenza si

ha
N Nmis(0Q)

ZHL/M 01 do > 8(N + 1)mis(Q) /M 01 Fdo =

45




= 8(N + i\)]mis(ﬂ) </M \8f|da>2 - 32(N —i-]lv)mis(Q) (/M <Viv> d0>2 -
N

~ 32(N + Dmis(Q) </9Afd$>2 B ]2\[(771\17@—1((12))

Dalla formula ottenuta nel primo lemma allora si ottiene

Nmis(Q2)

- N Nmis(§2)
SN+ 1) _/Qa (00f)dx : Hplof|“do

M=0% T 2(N+1)
Questo significa che tutte le precedenti disuguaglianze sono in realta uguaglianze;
in particolare si trova che

- 1 1 1
90f = mh\/ﬂ, 0f| = mH_L

ma su 0{2 = M si ha H costante per ipotesi, quindi il Problema di Dirichlet

tra(00f) =1 inQ
f=0 su 0f)
0f] = ¢ su Of)

¢ sovradeterminato. Da un risultato di Serrin ([23]) si ha che © ¢ una palla

e quindi M e una sfera.
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4 L’equazione di pseudocurvatura media

4.1 La traccia per i grafici cartesiani

Vogliamo scrivere la formula per il calcolo della pseudocurvatura media per
domini di C¥*!, che possono essere visti come grafici in R"*!. Facciamo la

seguente identificazione:
z2=(z1,...,2n11) = (1 + Y1, ..., TN +iyn, t + i) =

~ (xlau‘7$N7y17"‘7yN7t7S) = (x7y7t78)

v'Nota
Per comodita, si e scelto di chiamare t, s le coordinate che precedentemente

erano state chiamete rispettivamente x i1, yni1 v

Definizione 4.1. Chiamiamo dominio di tipo grafico (relativo a s) un do-

minio di CNTY, tale che una funzione definente si scriva

f(Z) = u(x,y,t) -5

con u € C®(R"). Quindi lepigrafico di u sard il dominio D C CN*T! e 4l

grafico di u la varieta:
D =A{(z,y,t,s) € R" xR : u(x,y,t) < s}

M =0D = {(z,y,t,s) € R" xR : u(z,y,t) = s}
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Osservazione 4.2. Vule
1 ) . )
af = §<fx1 - nyu' . '7fZN - nyN7ft - Zfs) =
Ugy — Wy oy Ugy — WUy, Uy + 1)

1 1 1 )
0f] = S(u, +up, + -+ g, +up, +uf +1)2 = S(|Duf? +1)7.

Proposizione 4.3. Sia

a=(ay,...,ay), a;:= fi
N+
e stano P, Q) due matrici reali N X N tali che
ofa=P+iQ
Definiamo ora
c=1+|al?
e
C[N - P —Q CLT
A(Du) = Q cly—P "
a b lal® + [b]?

La traccia della forma di Levi per M é:

1 u? 41
KM)=——""" _tr(A(Du) D*u
00 = 55 T A0 D)
Dimostrazione
Ricordando la formula (2), si ha (se fyi1(p) # 0)

K(M) i= wtr(H(DA(P))

(")
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allora

AU = g 7 Hess ()
se poi
Iy 0
D?u = Hess(u) e Jo=| iy 0
0 1
vale:

1—
Hess(f) = ZJQTDZU Jo
infine ponendo:

In
J=JyJi = iln
—Q
si ha: . 1
—T—T =T
Af)==—=J1 Jo D*uJy Jy = ——J D*uJ
V=S = Pk =g P
e
K(M) = il#tr(H(f)jTDQU J)=—————tra(J H(f)jTD2U)
N8 (|Dul? + 1)z AN (|Dul? +1)2
Ora:
a=(« ay) = ( N I — (uzl — Yoy = Wyy iuyN)
_ (U;pl - iuy1)<ut - 7') (UIN — iuyN)<ut — 2) _
u? +1 B u? +1
1 ) . ;
- u2——|-1((umut_uy1)+z(_uy1ut_ux1)a -7(uxNut_uyN)—H’(_uyNut_uIN)) = —a+ib
t
avendo posto:
_umjut + uy]‘
a=(ay,...,ay), a;= 2+ 1)
— Uy Uy — Uy
= (by,. .. by = — 22—
b (bla 7bN)7 J (u% + 1)
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Inoltre:

N N
Z(—umjut + uy,)? Z(—ijut — uy,)?
Ll = 14 Jaf* + b = 1+ 7=

(uf +1)2 (uf +1)2

n N N N
4 2 2 2 2 2
ut+2ut+1+ut§ ij+ut§ uyj+§ uijrE Uy,
. j=1 7=1 j=1 j=1 o

(uf +1)?

N N N N
u?(u? + Zui] + Zui) + (uf + Zui] + Zui) +u? +1
B j=1 j=1 j=1 j=1

(u2 4 1)? -

~w}(|Dul) + (|Dul®) +ui+1 (v +1)(|Dul* +1)  |Duf* +1
(uf 4 1)2 B

(uf +1)? ui +1

ola = (—a+ib)'(—a—ib) =a’a+b"b+i(a’b—b"a) = P+iQ
dove si ¢ posto
P=da"a+b"b, Q=a"b-0b"a

due matrici reali N x N rispettivamente simmetrica e antisimmetrica. Quindi,
chiamando per comodita ¢ = 1 + |a|?, si ha:

HP) :201N —ola

C
o [ Y
JH(f)T —| iy <CIN—04T5><IN —iln —aT>
—Q

cly —o’a —icly +iata  —cIya® 4+ oTaa”
icly —iaTa cly —a'a  —icIya® +iaTaa”
—caly +aa’a icaly —iaa’a calya” —aa’aa”
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Poiche si vuole calcolare la traccia di © D?u ed essendo © hermitiana e D?u

simmetrica, si pud sostituire © con Re(0) := A, cost:

CIN - P —Q CLT
A= Q ey—P W
a b laf® + |b?

Si noti che la matrice A dipende solo dalle derivate prime della funzione f,
cio¢ dal gradiente di u, quindi A = A(Du). Infine, ricordando che ¢ = 1+|a?,

Si puo scrivere:

1 u+1
K(M)=——"'"———tr(A(Du) D*u)

2N (|Duf? + 1)
v'Nota
Per comodita, in alcuni casi invece della precedente espressione si scrivera
semplicemente

K(M) = tr(A(Du) D*u) (5)
con A(Du) = BA(Du), e

1 241
§i= B(Du) = 5 —LL v

2N (|Duf? + 1)3
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4.2 Grafici e cilindri

Nella sezione precedente si ¢ assunto che il dominio D possa essere scritto
come grafico di una certa funzione u(x,y,t): supponiamo adesso che questo

non sia possibile.

Definizione 4.4. Chiamiamo dominio di tipo cilindro (relativo a s) un do-

minio di CN*L, tale che una funzione definente non dipenda da s, cioé

f(z,y,t,s) =u(z,y,t)

Osservazione 4.5. Per scrivere la formula (5) si é supposto che fni1 # 0;
in questa situazione pero, visto che fs =0, per usare la (5) bisogna supporre
ft #0. Si ha, per ogni j =1,..., N

() = o =t gy )

B fN+1 Uy
e
_uxj —~ —'U/yj o~
a]’(DU> = u = CZj(DU), b]<DU) = u—t = b](DU)
Inoltre
B(Du) = =~ G(pu)
2N (|Dul)z

infine, poiché la matrice A dipende da a e b, sia

~ ~

A(Du) = A(a,b)
Con questa notazioni la (5) diventa:
K(M) = Btr(A(Du) D*u)
Inoltre, [?(M) m un punto p € M non dipende dalla quota s.

Come applicazione di questa ossevazione dimostriamo il seguente fatto:
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Proposizione 4.6. Se p ¢ una funzione definente un dominio ) di R, e
p € 0N, si ha che la traccia della forma di Levi (in p) del cilindro di base OS)
st puo ottenere come limite, per X — 400, della traccia della forma di Levi

(nel punto p) del grafico della funzione \p.

Dimostrazione
Sia allora 2 un sottoinsieme di R", definito mediante una funzione reale, cioe,

sia p: R" — R, p € C*° tale che

Q={(z,y,t) e R" : p(x,y,t) < 0}

00 ={(x,y,t) € R" : p(x,y,t) =0}

11 cilindro C' di base 99 ¢ il sottoinsieme di R” x R ~ CV*! dato da
C:=00xR

e definito dalla funzione f : R"™' — R, f(z,y,t,s) = p(x,y,t). Ovviamente,
con queste assunzioni, non si puo vedere C' come grafico (relativamente ad

s). Sia ora A > 0, e sia

f(Z) = U(ﬁ,y,t) -5
con u = Ap. Quindi
D ={(z,y,t,5) € R" x R: A\p(z,y,1) < s}
M =0D ={(z,y,t,s) € R" x R: Ap(x,y,t) = s}

Adesso si scriva la (5) con u = Ap in un punto di p € 09 (si noti che A\p ¢

ancora una funzione definente per 2):
K(M) = B(ADp)tr(A(ADp) AD*p) = AB(ADp)tr(A(ADp) D*p)

Ora 1 A2 +1 1 pi+s
ABADp) = Ao = Wﬁ
(A*[Dp|” +1)2 (I1Dpl* + 52)2
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e,perogni j=1,..., N

(ADp) = Tt My, e
AR T T2 1) T T W )
b,(ADp) —)\2uyjut — Mg, —uyup+ u%
PTG ) (Wit )

Quindi, per A — 400, si ottiene

AB(ADp) — B(Dp)
a;(ADp) — @;(Dp), b;(ADp) — b;(Dp)

e di conseguenza

A(ADp) — A(Dp)
Cioe

K(M) — K(C) (6)

per ogni p € 0N 4
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4.3 Struttura dell’operatore di traccia

In vista di studiare un problema alle derivate parziali di assegnata pseudocur-
vatura media, vogliamo studiare le proprieta dell’operatore di traccia della

forma di Levi.

Definizione 4.7. Poniamo n = 2N + 1, per qualche N positivo. Sia 2 C R"™
eu € C?(Q,R). Chiamiamo operatore di traccia della forma di Levi (o di
pseudocurvatura media) K, loperatore del secondo ordine che agisce su una

funzione , nel sequente modo:

'_L u,%—i—l . W) D) — tr(A(Duw) D%u
(W)= 5y (e 3 it ADW D) = r(A(D) D

Si vede, dalla definizione, che, poiche la matrice A dipende dal gradiente

della v, K e un operatore quasilineare. Inoltre K e ellittico degenere, infatti:

Proposizione 4.8. Sia £ € R". La matrice A(§) e semidefinita positiva, per
ogni & € R™. In particolare det(A(€)) =0 e tr(A(£)) > 0.

Dimostrazione
Sia

Iv 0 Iy — P 9)
M(f)* 0 I;V € B(S)( Q c]N—P>
a

Si ha, ricordando (4)
A=MBM"

Sia £ € R" e si ponga MT¢ =n e R?Y. Allora

(Ag, &) = (MBM"¢,€) = (Bn,n)
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Adesso, per ogni n € R*" 1 # 0 e ponendo n = (n1,72) € RY x RY | si ha

_ cIly — P —Q Uit Uit B
<B77777>—<< Q CIN_P>(7]2>’<772>>_

= ((cIn — P)ni,m) — (Qnz,m) + (Qnu, m2) + ((cIy — P)na, n2) =

= c|m|? — lam > = |bm|* = 2(bnz, am) + 2(ans, bny) + clnz|? — |ana|* — [bna|* >
> (1+ |af* + [01*)[n]* = lal*[n]* — |bn|> =1
avendo usato la definizione di P e ()
P=a"a+b"h, Q=da"b—b"a

Quindi B e una matrice 2N x 2N strettamente definita positiva. Poiche per
£ €RY, € #0, si pudo avere MTE = n = 0, allora A & soltanto semidefini-
ta positiva, in particolare ha un autovalore identicamente nullo: quindi ha

determinante nullo e traccia positiva. Un calcolo diretto mostra inoltre che

tr(A(Du)) = 2N + (2N — 1)(Jaf* + b]*) > 0

tr(A(Du)) = %m(m N = 1)(ja? + p]2) >
> L
(1Dl 1 1)}

Dalla precedente dimostrazione si € capito che B(£) ¢ una matrice simmetrica

f

strettamente definita positiva, quindi ammette una radice: esiste cioe una

matrice simmetrica C'(§), con la stessa regolarita di B, tale che

B(§) = C(§)C(§)" = C()C(€) = C(&)*

Una tale matrice ¢ ad esempio

L, =P —Q
C(&) =+/c
© f( - )
Je—1

con v =~y(§) = Jaal £ o) Vale quindi:
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Proposizione 4.9. Esiste una matrice o(§) con la stessa regolarita di A,

tale che

Dimostrazione
Poiche¢ A = MBMT siac(&) = M(E)C(E) (o @ nx2N), con C(€) una radice
di B(§). In questo modo

A=McCTM" = MC(MC)" =00” 4
Osservazione 4.10. Ouviamente esiste una matrice o(§), tale che

A(€) =5(&)a(e)"
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4.4 Soluzione viscosa

In questa sezione studiamo l'esistenza e l'unicita di soluzioni viscose dell’e-
quazione di assegnata pseudocurvatura media (per le notazioni e i risultati
principali sulla teoria delle soluzioni viscose che qui useremo, rimandiamo
all’appendice finale). Sia © un aperto limitato di R", n =2N 4+ 1, N > 1, e

sia k(z,u) una assegnata funzione su Q x R; I'equazione é:
K(u)(z) = k(z,u(x)) (7)

Per studiare la precedente equazione nel senso debole (viscoso) procederemo

nel modo seguente. Si consideri F': 2 x R x R" x S(n) — R data da

Fa,u, & A) = —tr(A(A) + k(z, u) (8)
dove S(n) denota l'insieme delle matrici simmetriche n x n, e sia
Fz,u,&A) = =tr(A(6)A) + k(w,u) = 0 (9)

I’equazione associata. Se k : 2 x R — R e una assegnata funzione continua,
non negativa e strettamente crescente rispetto alla seconda variabile, allora
F risulta continua e propria secondo la definizione (A.1) e vale il teorema
del confronto (A.5), quindi si puo applicare il metodo di Perron (A.6) per
la risoluzione del Problema di Dirichlet (28). Se, pero, k & non negativa e
monotona crescente ma non strettamente, F risulta ancora continua e propria,
ma non soddisfa Iipotesi (27) del teorema del confronto (A.5): si riesce pero
a dimostrare che quest’ultimo vale anche in questo caso. Per fare cio sono

necessari i seguenti lemmi di cui si omette la dimostrazione (si veda [6])

Lemma 4.11. Siano Q CR" eu s.s.c., v ©.s.c. da§)inR. Si definisca

M, = sup (U(l‘) —w(y) — %|x — yIQ)

o8



per a > 0.5i supponga ora che esistano (Tq,ya) € Q X Q, tali che:

) o 2)) —
agrfoo (Ma — (u(za) — v(Ya) — §|£Ea — Yal )) =0
Allora valgono:

i) lim alr, —y. > =0
a——+00

i1)  lim M, =u(Z) — v(Z) = sup(u(x) — v(z))

a——+00 a

dove T ¢é il limite di x, per o — 400 (0 di una sua sottosuccessione).

Lemma 4.12. Sia X; C R™ un insieme localmente compatto e u; s.s.c. da

i m R, peri=1,...,k. Si definiscano:
Y= 21 X ... X Zk
w(w) = ur(z1) + ...+ ug(zr), con = (x1,...,x5) €EX

n=ny+...+ng

Si supponga che T = (T, ..., Tx) sia un massimo locale di w(x) — p(z), dove

© € C? in un intorno di T. Allora, per ogni e > 0 esiste A; € S(n;) tale che
~ =24 .
(Dayp(7), Ny) € Ty, wi(3), per i=1,...,k
e la matrice diagonale a blocchi costruita con A; soddisfa

Ao
1
—(—+\|<I>H>Ins Lot | <D ed?
g
Ay

dove ® = D?p(7) € S(n) e la norma usata per ® é:

[|®|] = sup{|A| : A & un autovalore di P} = sup{| < &, & > |:[¢] <1}
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Vale allora

Proposizione 4.13. (principio del confronto per 'equazione di traccia)
Sia 2 C R™, Q aperto limitato, e sia k : 2 X R — R una assegnata fun-
zione continua e non negativa; crescente rispetto a u, allora vale per (9) il
teorema del confronto, cioé: se u e u sono rispettivamente subsoluzione e su-
persoluzione viscose di (9) in Q tali che valga u(y) < u(y) per ogniy € 0N,
allora u(x) < u(x) per ogni x € Q.

Dimostrazione

Si considera solo il caso k crescente non strettamente. Siano w e w rispetti-
vamente una subsoluzione e una supersoluzione viscosa di (9) e si definisca,

1
per m € N, u, () = u(x) + —z(x) dove z ¢ data da

m

2
x
z(x) = exp(a% —b)

con a e b da determinare in seguito. Si chiami ora

g(s) = exp(as — b)

in modo che si abbia

Dz(z) =g’z

D?z(z) = g"xa” + ¢'I,
con ¢ e ¢’ positive. Poiche
~ 1

tra(A > —
W =

vale:

Y(&)tra(A€) D*z) > ¢(€)g inf (tra(A(§)) =g >0

EER™

dove si e indicato con

P(€) = (|e]* +1)3
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Ora se (§1,A1) € 7%+um(x), allora

_27+

(51 - %Dz(x), A — %DQZ(ZE)) € 725+(um(:v) — lz(x)) = Jg u(x)

m

Ora, visto che u e subsoluzione, si ha:
1 1
0> F(z,u,& — EDz(x),Al - ED%Z(Z’)) =

— —tr(A(& — %Dz(m))Al) + %w(ﬁ(@ - %Dz(m))DZz(:c))) k() >

/

g
V(& — 55 Dz(2))

D’altra parte, essendo v supersoluzione, vale:

> —tr(g(fl—%Dz(x))Al)—i— k() ¥ (6, A) € T (o)

0 < F(y, @&, As) = —tr(A(&)As) + k(2 @), ¥ (&, A2) € T aly)

Quindi:
(& - %g;)z(iﬂ))m = ”(‘1(51%DZ@M)”<E<€2>A2>+k<x,ﬂ>k(a(»,l iz

. —=2,+ —=2,—_ .
per ogni (&,A1) € Jg um(z) e (&,A2) € Jg a(y),con By = [(&). Si
proceda ora per assurdo e si neghi la tesi del teorema del confronto, cioe si

supponga che valga u(z) —a(x) < 0 per ogni z € 92 ma
M = sup(u(z) —u(x)) > 0

cioe

Sara quindi

M = sup(upm () = U(2)) = um(7) = () > — || 2 [[> 0

1
0 m
per qualche m abbastanza grande e per qualche T € Q2 (z € L*>(Q2) in quanto

z & continua su Q e Q & limitato). Adesso si usi il lemma (4.12) con ¥, =
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¥, =0, 8 = QxQ, (x,y) € Q x Q, u(z) = up(z), u(y) = —u(z),
w(z,y) = um(z) = U(y), e(z,y) = §lz —y|*, con a > 0. Sia inoltre (zq,Ya)
un punto di massimo di
_ a 5
w(z,y) = ¢(r,y) = um(x) = Aly) = S|z —yl
cioe
|2

_ o _ o
My = max (un(2) = a(y) = 5o = yl*) = tn(wa) = Tlya) = 5 |70 — v
QxQ 2 2

Allora, esistono (&1, Ay), (=&, —Ag) € R* x S(n), con

51 = ngo(xaa ya) = a(xa - ya)a _52 = Dy(p(xouya) = —Ct(l'a - ya)

(€,0) € T um(za), (=2, —Ns) € T (~10) (ya)

od anche (&, Ay) € (_]%7 (@) (Ya)- In pin, per ogni € > 0, vale la relazione

1 A0
—(—+\|<I>\|) Ln<| < D+ P
£ 0 —A,

ed essendo

]n _]n

P = D2<p(:pa,ya) =« ( ) , d? = 200, [|®|| = 2«

ponendo € = 1/a, si ha:
In 0 Al 0 In _[n
—3a < < 3o (11)
0 I, 0 —A —I, I

(A6 — - Da(x)A) — tra(A(6)As) =

Allora

. (5(51 - %Dzwmla(& - %Dzm))T) —tr ((&) A5 (0)") =
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=w(a@—%pa%»ma&—ggu@uf—5@mhaﬁf)s(mna@m

< atr (616~ D)) = 51616 — +-Dxan)) - (&) ) <

3nali|Dz(z,)?
m? -

~ satr (L%\fl L i) - @M) G =6 =

La(g')?|aal*
m?2

avendo posto 3nL2 = L. Ora visto che in z,, si ha per ipotesi u < u, per la
monotonia di k, vale

k(x, @) — k(z,u) <0
La (10) si puo allora riscrivere:

J _ Lalg*|ral?
96— LDa(m = m

e, tenendo conto della definizione di z:

Laaglzs|* km1, 1 1
<—F—rF —— (5 — =
m a g pr B
cosi, facendo tendere o ad infinito, per il lemma (4.11) e tenendo conto che
f1 — (2, si ha un assurdo. t

Si puo allora applicare ora il metodo di Perron (A.6), cioe:

Corollario 4.14. (del teorema di Perron)

Sia Q0 C R™ e si consideri il sequente Problema di Dirichlet:

(12)

{ tr(A(OA) = k(z,u)  VzeQ
u(y) =¢ly)  Vye€on

con ¢ continua su 0S). Se esistono una subsoluzione viscosa u e una super-
soluzione viscosa u per (12) tali che valga uw = u = ¢ su 0. Allora esiste

un’unica soluzione viscosa di (12)
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A questo punto ci si domanda se esistono delle condizioni che assicurano
I’esistenza di subsoluzioni e supersoluzioni viscose. Basandosi sul metodo

della costruzione di funzioni barriera, la risposta e affermativa. Vale infatti:

Proposizione 4.15. Sia p : R* — R, p € C? tale che Q = {x € R™ :
p(x) <0} e 0= {x € R": p(z) =0}. Se vale

sup k(z, s) < Kaq(z) (13)

seR

per ogni x in un intorno di 0S) allora esistono u e u rispettivamente sub-

soluzione e supersoluzione viscose di (12) tali che valga u = u = ¢ su

002.

Dimostrazione
Sia Vo = {x € R" : —y < p(x) < 0}, v > 0 tale che per ogni 0 < v < 7p
il cilindro {p = —v} soddisfi ancora la (13). Sia {¢}e>0 una successione di
funzioni regolari che converge uniformemente a ¢ su 02 e sia . un’estensione
regolare di ¢, a tutto 2. Si definiscano ora u_(z) = @.(z) + Ap(z) e T(x) =
©e(x) — Ap(z), per A > 0. Ovviamente u, = u. = ¢, su I e u. < . in .
Ora, per ogni = € Vj:

—tr(A(Du.) D?u.)+k(x,u,) = —tr(A(D*@.4AD?p))(D*@4AD?p))+k(z, u.) <0
e

—tr(A(Du.) D*u)+k(x,1.) = —tr(A(D*@.—AD*p))(D*@.—AD*p))+k(z,u.) > 0

Supg. g K

per A abbastanza grande, in virtu di (6) e (13). Ora sia ¢ > n—1)
n J—

M, > supy, (c|z|* — u.), Mz > supy, T. e si definiscano

Ze

) u(z) Vo € Vy
clz|* — M, Ve e Q\ VW
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£

_ ) u(x) Vr €V
M2 VIGQ\‘/O

Con questa scelta, v.,7. risultano rispettivamente subsoluzione (i.s.c.) e

) =Ze)

supersoluzione (s.s.c.). Esiste allora una soluzione viscosa (continua) u. tale

che u. = . su 0f). Adesso dal principio del confronto
SUp |ue — Uer| = sUp |ue — uer| = sup e — oo|
Q o9 80

quindi, per la uniforme convergenza di ¢., anche u. converge uniformemente,

per € — 0, all’unica soluzione viscosa di (12). i
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4.5 Lipschitzianita della soluzione viscosa

Si vuole mostrare che la soluzione viscosa di (12) ¢ in realta una funzione
lipschitziana e non solo continua. Per fare cio si procedera nel seguente modo:
si regolarizzera in maniera ellittica ’equazione (9) in modo da ottenere una
soluzione regolare; si dimostrera un principio del massimo per il gradiente
di questa soluzione e infine con un procedimento di passaggio al limite si
arrivera alla conclusione.

Sia allora p : R® — R, p € C** 0 < a < 1 tale che Q = {z € R" :
p(x) < 0} e 02 = {x € R" : p(x) = 0}. Si ponga poi, per 0 < ¢ < 1,
A=(€) := A(€) + ¢I,,, in modo tale che A® risulti definita positiva e

Fo(z,u, &, A) := —tr(A(E)A) + k(z,v)

sia ellittica. Si consideri ora il seguente Problema di Dirichlet:

{ tr(A(OA) = k(z,u)  Vz €Q 14
uly) = ¢ly) vy e
con p € C**(99Q). Vale:
Proposizione 4.16. Sia k € C'(Q2 x R). Se
Ok
NS 1
z)au >0 (15)
— | Ok
Vk:— (n—1 — > 1
i)k* — (n ); Foc| 20 (16)
allora (14) ammette una soluzione u® € C**(Q) tale che
max | Du®| = max | Du| (17)
Q o0
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Dimostrazione
La prima affermazione segue direttamente dal fatto che F*© e ellittica e k €
CH(Q x R) ([10]). Adesso siano a5, i coefficienti di A®; lequazione F© = 0 si

puo allora scrivere
= > @ (Duf)dyu + k(z,uf) =0 (18)
ij=1

Derivando la (18) rispetto a z; e omettendo gli argomenti, si ha:

" 04 - ok Ok
ij e __
_ Z Z By 8lku iU — Z &Mu + 8_ + aueé?ku =0
i,j=1 I=1 1,j=1
adesso moltipicando per dyu® e sommando in k
_ Zn: oay; Opyu 03U Opu” — z”: Oy pu’ Opu® —|—Z 8ku +—|D 2=
- Oju® N “ i
i,4,0,k=1 i,7,k=1
(19)
Se adesso si pone
V¢ = |Duf]* = Z@ku
0;v° = 2 Z Opu® Oz u°
k=1
@jv‘f =2 Z(ajkua&-kug + 0ku€@-jkua)
k=1
e si sostituisce nella (19), si ottiene
"1 6@,” ok
— Z 28 58 uopv° —Z aU@,]v + Z OjruOipu +Z a—%aku ~|—au€v =0
Zvjvl 1 ,] 1 ,j k=1
(20)

A questo punto, per il teorema di Schwarz e per la (18), vale

k?

" Y a505u 1 3
Z a5 0jpu Oiu’ >(Z =1 @050) Z< U
ijk=1 tr A (n—1)
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quindi sostituendo nella (20)

7’ 3 ak £ - ~E 3
Z awﬁmv +Z 300 Z@m u“o® ol = Z a;; O us Ogu +Za—xk8ku

7] 1 ’]’l 1 i7j7k 1
cl ol k2 Z
V-2 2 ’U 2 —

in virtu dell’ipotesi (16). Quindi per la (15) si puo applicare il principio del

(1+v5)% 5 " | ok
SOV Z‘

a%‘k

massimo debole classico per operatori ellittici ([10]) e si conclude che
max |v°| = max |v°|
Q G)

e da qui la (17). il

A questo punto si scriva
Duf = (Du®)" + (Duf)”

dove (Duf)” e (Duf) indicano rispettivamente la componente del gradiente

tangente e normale a 9€): visto che (Du®)”™ = Dy, resta da stimare la com-
€

ov

ponente normale, cioe la derivata normale < Du®, v >= , con v normale

esterna a 0f2. Vale

Proposizione 4.17. Sia u¢ € C**(Q) soluzione di (14). Se

sup k(z, s) < Kaq(x) (21)
seR
per ogni x in un intorno di OS2 allora
ou®

v

sup| 2| < ¢ (22)

o0N

con Cy dipendente da u®, Do, D*p.

Dimostrazione

Si proceda come nella dimostrazione della proposizione (4.15). Sia V =
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{z € R": —y9 < p(x) < 0}, 70 > 0 tale che per ogni 0 < v < 7q il cilindro
{p = —~} soddisfi ancora la (21). Sia @ un’estensione regolare di ¢ su Q
e si definiscano u(z) = @(x) + Ap(z) e u(z) = @(x) — Ap(x), per A > 0.
Ovviamente u =u = ¢, su 00 e u < u® <wsu {p = —"} per

1 - 1 Lo~
A > max{—(max & + max [u]), —(min @ — max u?[)}
Yo Q Q Yo Q Q

Quindi v < u® < @ su dVy. Ora, poiche Ap > 0 in un intorno di 99 (p
e strettamente plurisubarmonica vicino a 02 perche il cilindro 902 x R e

strettamente pseudoconvesso per ipotesi), si ha

—tr(A°(Du) D*u) + k(w, w) = —tr(A(Du)D?u) + k(. u) — (AF+ AAp) < 0
e

—tr(A%(Du)D*0) + k(z, @) = —tr(A(Dw)D*0) + k(z,7) — (AP — AAp) > 0

per A abbastanza grande, in virtu di (6). Dal principio del confronto segue
che u < u® <wsu Ve di conseguenza

ou®
ov

QJ|Q>
NS

< <

Q)|Q.3
NEEN]

su 0f). il

L’ultima cosa che resta da fare adesso ¢ stimare u, su €Q:

Proposizione 4.18. Sia u® € C*%(Q) soluzione di F* = 0, con k € C(QxR)

allora
sup [u°] < sup [uf] + C, (23)
Q 09
Dimostrazione
Sia ¢ > - POR i e sia v(z) = c|z|?. Risulta

2(n—1)

Fe(v) = =2ctr(A(Dv)1,) + k(z,v) — 2en < —2¢(n — 1) + k(z,v) <0
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Fe(—v) = 2ctr(A(Dv)1,) + k(xz,v) + 2en > 0

Quindi F¢(v) < Fe(u®) e

sup(v — u°) < sup(v — u®)
Q o0

cioe

e o\ i
11gf(u v) > %I}Zf(u v)

analogamente, F*(u®) < F¢(—v) e

sup(u® + v) < sup(u® + v)
Q )

Da questo, tenendo conto che v > 0, segue la tesi. i

Riassumendo: se valgono le ipotesi di (4.16) e (4.17), il problema di Dirich-
let (14) ammette una soluzione u® € C*%(Q) tale che maxg |Duf| < C, con
C dipendente da ¢, Do, D*p. Ora si vuole provare che per ¢ — 0 la suc-
cessione delle u® tende alla soluzione viscosa del problema di Dirichlet non

regolarizzato.

Proposizione 4.19. Sia Q@ = {z € R" : p(z) < 0} e 2 ={z € R": p(x) =
0} conp:R*" — R, peC?* 0<a<1;esiakeCHQxR). Siconsideri
il problema di Dirichlet

{ tr(AOAN) = k(z,u) VYV e€Q (24

u(y) = ¢(y)  Vy € o

con p € C**(99Q). Se valgono (15), (16) e (21), allora (24) ammette un'unica

soluzione viscosa lipschitziana.

Dimostrazione
Se valgono le ipotesi allora il problema di Dirichlet (14) ammette una soluzione
uf € C?%(Q) tale che maxg|Duf| < C, con C indipendente da . Quindi
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{uf}.0 & una famiglia di funzioni uniformemente limitata in C*(Q): per il
teorema di Ascoli-Arzela u® o una sua sottosuccessione converge uniforme-
mente ad una funzione u € Lip(Q). Sia ora ¢ € C? e zy un punto in cui
u — ¢ abbia un minimo locale stretto (che non e restrittivo). Per la uniforme
convergenza di u° esistera, in un intorno di x(, una successione di punti x.
tali che . — xg, per ¢ — 0 e tali che u* — ¢ abbia un minimo locale in
x.. Adesso, poiche u° € una soluzione classica, ¢ anche una soluzione viscosa,

quindi, in particolare, una supersoluzione viscosa. Allora in z. vale
Fe = —tr(A°(Do(a2) D¢ (x2)) + k(we, u(22)) 2 0

Ora, visto che A= ]{, F* = F e u* = u, passando al limite per ¢ — 0,
risulta

F = —tr(A(Do(x0)) D*¢(x0)) + (w0, u(wo)) > 0
Quindi u e supersoluzione viscosa di F' = 0. Allo stesso modo si prova che e
subsoluzione viscosa. Per quanto riguarda il bordo, vale v* = ¢ = . E cosi

provato che u & (I'unica) soluzione viscosa lipschitziana di (24). i
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4.6 Lipschitzianita locale

In questa sezione si vuole provare, sotto un’opportuna condizione sulla fun-
zione k, la lipschitzianita locale delle soluzioni viscose dell’equazione (9),
indipendentemente dal dato al bordo. Per fare cio dimostriamo alcune dis-
uguaglianze strutturali che verifica 'operatore di pseudocurvatura media.

Prima di tutto si scriva la traccia della forma di Levi usando la formula (3):

KD =yom 2 Lulf)

1<i<j<N+1
dove
0 fi f
Lij(f)=—det | fi fa fij (25)
fi i 1

Si definisca

L(f):== > Li(f)

1<i<j<N+1
e si noti che L(f) dipende solo dalle derivate (complesse) prime e seconde
della funzione definente. Inoltre per ogni p € M I’equazione di traccia si puo

scrivere
L(f) = N9, fI’k(p)

dove k : M — R e un’assegnata funzione. Si usino ora le seguenti notazioni

C= (G, Cnvi1) = (f1, -, fvea) = Of

e= (ij>j7k1 ..... N+1 = <fjk>j,k1 N+1 = Hess(f)

-----

Proposizione 4.20. Sia N =1, allora:

oL
¢

2 S OL
= > @fﬂfm

Gk =1
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OL12 U2 9L OL

dove | —| = g —

¢ = 9¢; 9G;
Dimostrazione

Se N =1 allora

0 fi fa
L(f) = Liao(f) = =det | fi fi1 fiz
fo far [
Con un calcolo diretto L
(9_@ = fif2§ - fifzi
0
a—é = fafi1 — fifiz
oL oL oL oL
dons fafo, Do —fife, Doy — faf1s Dom Jif
oL OL
o = Jafeforfia + fififeafez — fafifoi Sz — fifafez iz
¢ O¢y
oL 0L
96,06 Jififiafoa + fafofinfin — fifafiafin — fafifaifor

Z_ﬁr = fafo(finfin + frafo1) — fifo(finfiz + fiafoz) — fafi(for fig + foafor)+

+fifi(forfiz + forf) = %(fnfn + fiafo1) + %(fllfm + fiaf22)

oL oL ’. oL
+ i Fii 4 fosfai) + s+ fafn) = Y o—fifi
aQQi (f21f11 f22f21) 8@25 <f21f12 f22f22) et anE f]lflk Jj

Usando questa proprieta, per N qualsiasi vale:

Proposizione 4.21.

—fmffttj

oLz = T2 oL
’_ = Z 00mg

m,q,t=1
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Dimostrazione

Poiche
L(f)y=Y_ L)

1<i<j<N+1

per 1 <[I<N+1

oL Ly, L.,
R — L >
aG Z oG Z aG

1<i<l I<j<N+1
quindi
‘ Z PLH 0L,
G = G <N oG
e
oL )2 OL;, OL;;\2
Z‘ag (Z’ag <N1 85) =

z(Z Gl +
=1 1<i<

oL, oL
aéff) - ;IZ) 7 -

pE OLi; |2 aL” OL;,
fm fig =
ZZ(! o6 ) Z§Z{}
oL
= ~—fmif i
m% 1 agmq tJtq

Si vuole mostrare ora le versione reale della precedente diuguaglianza. Prima
di tutto, poiche L(f) dipende solo dalle derivate (complesse) prime e seconde

della funzione definente, si scriva

L(f) = L(0f,0f, Hess(f)) = L(¢. C, 0)
Adesso, identificando come al solito
z2=(21,...,2n11) = (1 + Y1, ..., TN +iyn, t +i8) =
~(T1,. TN YL - YN, L S) = (2,9, t, S)
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€ f(Z) = u(x,y,t) -3, sia
F(u) = F(Du, D*u) = F(§, p)
la scrittura in forma reale di L(f), dove £ = Du e p = D?*u. Vale

Proposizione 4.22.

’8F 2 _1 “~ OF
Sl =5 o UikUkj
08 2 irj k=1 Opis
conn=2N +1

Dimostrazione
Partendo da f(z) = u(z,y,t) —ssihaper 1 <j <N

%(81/% — i@uyj)

of, = %(auxj + z‘auyj)

mentre per 'ultima componente

aij =

a-fZNJrl =

<8ut n z)
(0w — )

af2N+1 =

Ora considerando 1'uguaglianza

N — N

F(Du, D*u) = L(Of,0f, Hess(f))

e scrivendo

= (s 6N E1any -5 Eons Sangr) =
= (OUgy,s ...y OUgyy, Oy, - .., Oy, , Ouy)

si ottiene per 1 < j < N
or 1 <6L 8L> oL

o 2 ¢

8_Cj+a<j
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oF '<8L 8L>:I OL

Oy 2\ 9 "ag
€
0 0 0 0
% =30 o) ~ "o
cosl
0L |2
‘ ’_ (agj) Z‘a@ (agN> ’

Per la proposizione precedente
OL12 <~ 0L oL
— <
oc| S X gy fifu=tr (G, Hess(f)Hess())

m,q,t=1

Hess(f) = }leDQUJ

dove
In 0
J=1| iy 0
0 1
Ora, poiche
In —ily 0
o<JT =\ iy Iy o |<2I,
0o 0 1
si ha
oLz 1 /0L 1 OL—7 .,
] P (—J D2uJT D J)_—t <D2 ity 5% JJ><
aC 9o Y 16" \"7 ", Y =
_1 OL—
Zor( D2uT 22T D2y )
< gir(DPury,
in quanto

OL—
D*ul =27 D*u > 0
0
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A questo punto

OF  OL OHess(f);; 1 0L 5T
Opi; Qo Opyj T 400, "

Jjp
Cosl

oOF "o [ -
D2uD2 ) — _U’i UL, = — J ZJ UZ "
( 3,0 @%1 8pij k%kj 4 z‘,j,%) ) aglp 1idjpUikUk; =

n

1 oL —r 1 OL—r
=1 Y iy 5o Jhulk—ztr(Dqua—QJ D)

i’j’kale 1

In conclusione
n

8_F2 1 oF

T2 4~ 0pij S b

Adesso, si scriva I'equazione

1 w?+1
— "~ _tr(A(Du) D*u) = k(z,u
N DAY D) = k)

nel seguente modo

3
2

F(Du, D*u) = 2N(|Dul* + 1)2k(z, u) (26)

dove
F(Du, D*u) := (u2 + 1)tr(A(Du) D*u)

¢ quella che compare nella proposizione (4.22).

Proposizione 4.23. Sia u una soluzione viscosa di (26). Se k € C'(Q2 x R)

ok
e 0 > 0 allora u ¢é localmente lipschitziana.
u

Dimostrazione
Sia u® una soluzione regolare dell’equazione (26) regolarizzata (analogamente

al caso della proposizione (4.16)) e si ponga

_ |Dua|2
2
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Derivando ora l'identita
F*(Duf, D*wf) = 2N (|Dwf)? + 1) 2k(z, u°)

rispetto alla variabile z;, si ha:

FE
(9 (T E 2=3NQ2w+1 E 2u;ugk(z,u®)+
i,jl
s 0k Ok
IN(2 15( )
F2NQw+1) 8xl+as

avendo pensato k(-,u®) = k(-,s). Adesso moltiplicando tutto per uj e som-

mando in [ si ottiene:

oF¢ Fe
G ug;up + Z 5 wus = 3N (2w + 1)2k(x, u ZQUE Sur+
ijl=1 Pij Gi il=1
Ok "\ 0k
IN(2w +1)3 (2— Sl )
+2N (2w + 1)2 85w+ 2 axl“l
Considerando che: .
wi =Y ujug
=1
wi; = Z(Uzsjufz + ujug;)
=1
si puo scrivere
OF¢ = 6F5
o Z lul]—i—z ; = 3N(2w+1) % (x,u’ Z 2uw;+
ig=1 Opij i,j,l:l aCl il=1
ok " Ok
IN(2w + 1 (2— il )
+2N (2w +1)2 83w+ 2 8xlul

Sia L l'operatore differenziale cosi definito

L= Za ZaFS 0; —3N(2w +1 % k(x,u’ ZQU‘E@

1,j=1 Pij i,l=1
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allora

) s/ Ok Ok .
L(w) = Z %uilulj +2N (2w +1)2 <2£w + a_mlul>
igl=1 1" =1

Per x € 2 si prenda R > 0 tale che B(z, R) C Q e si consideri la funzione
test
p=(R* = |z[*)"
e la si moltiplichi per w
v =we
U = Wi+ We;

Vij = Wi + wipj + Wi + wepij
€
¢ simmetrica:

Adesso si applichi L a v, notando che la matrice 5
Pij

Si definisca ora 'operatore

H = L—QZaF ¥ip,

i,j=1 pz]@

in modo tale che

. Ok "\ Ok .
1,7,l=1 =1
" OFC 0.0,
+L(p)w —2 é)—%w
o= O

Supponendo ora che v abbia un massimo locale in z, si avra:

0> H(v ( Z a luli- +2N (2w +1)> (2%10 + 1:1 %u?))+

i,5,0=1
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oF* Yids,

+L(p)w —2
ij=1 Opij ¢
e visto che
) OF¢ .
L(SO):Za_SDU Za w; —3N (2w + 1)2k(x, u® ZQU()OZ
ii=1 Pij Gi byt
allora

€

OF Ok ~ Ok
0>0( > oty + 2N (2w 1) Hogow+ > 5" )+

~m

1 € 1>
+w< oo 90”+Z aC gpl 3N(2w+1)2k(x,u )Z 2u;p;—2 z_: —
Si chiami per comodita

"L oF
E= Z W“u“zy

igl=1 """

allora per la proposizione (4.22)

IF* " OF¢

quindi

VAV | 2 ~5IVelVE

ok " Ok
> — - v, E
0> pFE \/_|Vg0|\/ w—i—ap(?N(Zw—i—l) (Zasw—l—l:l 6zlul>>+

+w< Z g%j — 3N (2w + 1)%k(x u®) Z 2us p; — 2 Z %%) >

igj=1 "4 il=1 ij=1

_wAVel® | p(2V(w+1)? (2%10 LS g—zuf)>+
=1

—l—w(za—F%gpij 3N (2w + 1)7k(z, u°) ZngpZ—QZaF %%)



oppure

k 2 2
AN (2w + 1)32—@0 < WVl

ok
—2Nyp(2 1)2 —uj+
s 8p 2w+ 218

o+ D) Y uiaw Y (5 (252 - 0)) <
ij

i,l=1 1,j=1

w?|Vl?

o T 2Np(2w + 1)2/wMs 4+ 6Nw(2w + 1)2 M; | Veo|vw+
e

OFF (, |Vl
w G o)
Z 7 ;
dove My, M5 sono costanti che dipendono da k. Chiamando

ok
= 85 >0

IN

e dividendo tutto per 4N /@ (2w + 1)Z an/w si ha

\Y% \Y " OF¢ 1 |Vl i
¢_<Cl| ‘ T oot 4 1Y ¢’+C4Z<a <2| d _¢_£)>
w2 ij=1 9P w2 w2
con C1, Cs, C3, Cy opportune costanti non negative. A questo punto si devono

calcolare le derivate della ¢

= 48(R” — |af?ajz; — 8(R? — [o])?s,
Cosl
[Vol?  64(R* — |z]?)°|2|?

— < 64R?
o3 (R? —z[®)s
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Vol _ SR — o)l _ g o
PPy T

g AS(R? —|7)?)%xm; — 8(R? — |2[2)3;
Pij _ ( ‘SL‘| ) Z;T ( ‘SL‘| ) J :48.73]'331'—8(R2—‘£L‘|2)5ij Z _40R2
¥

(R? —[z[?)?

N[

£

Adesso ricordando che la matrice e definita positiva, e riscalando le

Ipij
costanti, si ha

\/ pw S 01R2 + CQR4 + CgRg + C4R2 S C()

dove C, dipende dalle altre costanti e dal diametro di €2, che ¢ limitato.
Questa disuguaglianza vale in un punto x di massimo della v, ma per ogni

xo € B(x, R) vale v(z) < v(x) e quindi

V(To)w(zo) < vVp(z)w(z) < Cy

cioe
|Du (x0) G G o
2 w(zg) < = -
vz Ve S s T PR T R el PR T el
oppure
C

€ < - -
| Duf ()| < (20,08

avendo indicato con d(-, 0B) la distanza dal bordo di B(z, R). Mandando ¢ a
0, u® tende uniformemente ad una soluzione viscosa, localmente lipschitziana,

dell’equazione non regolarizzata. i
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Appendice

A Cenni sulle soluzioni viscose

In qusta sezione si da la definizione di soluzione viscosa e si enunciano i
principali risultati omettendo le dimostrazioni (si veda [6], [12]).
Sia @ C R™", u : Q — R e S(n) l'insieme delle matrici simmetriche reali

n X n con 'ordinamento:
A1 < A2 se < Alx,x > < < AQ(L’,ZL’ >, Vr e R"

con Ay, Ay € S(n). Si consideri una funzione F': Q@ x R x R” x S(n) — R,

e '’equazione associata

F(z,u,§,A\) =0

Ad esempio se si scegliesse u : Q — R, u € C*(Q), £ = Du = grad(u), X =
D*u = Hess(u), allora F(z,u, Du, D*>u) = 0 rappresenterebbe un’equazione

alle derivate parziali del secondo ordine.

Definizione A.1. Se F' soddisfa la condizione
F(fL’,’f’,p,Al) §F<x787p7A2) se TSS, € Al ZA27
allora F' si dice propria.

Definizione A.2. Sia u : Q@ — R, superiormente semicontinua (s.s.c.).

Se, fissato xq € €1, vale:
1
u(@) < ulwo)+ <& (v = 20) > +5 < Az —20), (x — 20) > +o(|z — )
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per x — xq, si dice che la coppia (&, A\) appartiene al sopradifferenziale del

secondo ordine di u in xo, e si scrive (€,A) € J5 u(zo)

uesto definisce una mappa J; " u che va da € ai sottoinsiemi di R" x.S(n).
to defini J& u che va da Q ai sottoinsiemi di R x S
Ovviamente Jffru(x) dipende da 2, ma si dimostra che ¢ lo stesso per tutti
gli insiemi Q che hanno x come punto interno: sia J**u questo comune
valore.

Si definiscono equivalentemente per le funzioni inferiormente semicontinue

(is.c.) Jo ue J> u; vale J3 u(z) = —J3  (—u)(z).

Definizione A.3. Sia Q CR", F: Q x R x R" x S(n) — R, continua e
propria. Una subsoluzione viscosa di F' = 0 in §2 € una funzione u :  — R,

s.s.c., tale che
Fz,u(z),&,A) <0 VYo eQ e (§A) € J3tu(x)

Allo stesso modo, una supersoluzione viscosa di F' =0 in €, ¢ una funzione

u: Q) — R, i.s.c., tale che
Flz,u(x),&,A) >0 YzeQ e (&§A) € Jy u(z)

Infine, una soluzione viscosa di F' = 0 in Q é una funzione u : Q —
R, continua tale che sia contemporaneamente subsoluzione e supersoluzione

viscosa di ' =0 in €.
Osservazione A.4. Se xq € €, vale:
JZ u(zo) = {(Dp(x0), D*p(20)) : 0 € C* ¢ u—y ha un massimo locale in x4}

(p € C* su un intorno di xo contenuto in Q)
Quindi una subsoluzione viscosa di F =0 é una funzione u : 2 — R, s.s.c.,
tale che

F(z,u(x), Dp(z), D*¢(x)) <0, Vo € C?

e tale che uw — ¢ ha un massimo locale in x.

Lo stesso vale per le supersoluzioni con le giuste modifiche dei segni.
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Teorema A.5. (del confronto)
Sia 2 C R", Q aperto limitato, F' continua, propria e che soddisfi:

37>0:7(T_S) SF((E,T’,S,A)—F(ZB,S,f,A)

Z (27)
conr > s, (2,&,A) € Q x R" x S(n)

Siano ora u e u rispettivamente subsoluzione e supersoluzione viscose di F' =
0 in Q tali che valga u(y) < u(y) per ogni y € OS).
Allora u(z) < (x) per ogni x € €.

Sia (2 C R™, F' continua e propria, ¢ : 92 — R continua. Il Problema
di Dirichlet per F e:

{ F(z,u,&,A) =0 Vo € Q (28)

u(y) = ¢y)  Vy € o

Una subsoluzione viscosa per (28) ¢ una funzione u : @ — R tale che sia
subsoluzione viscosa di F' =0 in e valga u < ¢ su 0.

In modo analogo si definiscono le supersoluzioni e le soluzioni.

Teorema A.6. (di Perron)
Sia valido il teorema del confronto per F=0. Si supponga inoltre che esistano
una subsoluzione viscosa u e una supersoluzione viscosa u per (28) tale che

valga u =u = ¢ su 0. Allora esiste un’unica soluzione viscosa di (28)
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