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1 - Introduzione

Oggi con ”"Problema di Dirichlet” si indica un problema differenziale alle
derivate parziali, in cui, dati un dominio € in R, un operatore differenziale
L alle derivate parziali del secondo ordine, e due funzioni, f e ¢, la prima
definita in €2 e la seconda sul bordo di Q (0), si cerca una funzione wu (di
classe opportuna), tale che (formalmente)

Lu=f, in
U=, su  0f2

Quando, in particolare, come operatore differenziale si considera il Lapla-
ciano, cioe la somma delle derivate parziali seconde pure (fatte due volte
rispetto alla stessa variabile), il problema suddetto si chiama anche ”Proble-
ma di Dirichlet per I'operatore di Laplace” o , per ragioni storiche, ” Problema
classico di Dirichlet”.

Qui viene presentato, appunto, il Problema classico di Dirichlet e viene
trattato con i metodi della Teoria del Potenziale.

Le origini di questa teoria sono di natura fisica e possono essere datate intorno
alla prima meta del diciannovesimo secolo. Iniziava infatti nel 1831 il soda-
lizio scientifico fra Carl Friedrich Gauss e Halle Wilhelm Weber, che insieme
intrapresero lo studio matematico dei fenomeni magnetici: anche se quest’ul-
timo non era un campo nuovo di ricerche (gia nel 1600 Gilbert pubblicava il
De Magnete e numerose osservazioni erano state fatte in seguito, nel corso
del Seicento e del Settecento), attorno al 1830 non c’era ancora una chiara
comprensione delle relazioni legate al campo magnetico. Il grande contribu-
to di Gauss fu proprio la trattazione rigorosa, che porto alla luce i profondi
legami tra la forza newtoniana di attrazione universale e quella agente tra
"particelle” elettriche e magnetiche. Le ”proposizioni generali” che aveva in
vista Gauss erano quelle fondamentali proprio della ” Teoria del Potenziale”,
la teoria che avrebbe consentito di trattare in maniera matematicamente



unitaria le teorie della gravitazione, dell’elettricita e del magnetismo. Prece-
dentemente, nel 1773, J. Lagrange scopri che la forza gravitazionale derivava
da una ”funzione potenziale” (poi chiamata semplicemente potenziale) e nel
1782 Laplace mostro che la funzione potenziale verificava 1’equazione che og-
gi porta il suo nome. Nel 1813 Simon-Denis Poisson dimostro, pero, che la
funzione potenziale verificava I’equazione di Laplace, Au = 0, solo esterna-
mente ai corpi, in regioni non occupate dalla materia, mentre ”se il punto
attratto e parte della massa del corpo” la funzione potenziale u soddisfaceva
I'equazione (”di Poisson”) Au = —4mp, dove p denota la densita del corpo. A
questo punto Gauss si accorse che anche la forza elettrica derivava da una fun-
zione potenziale con le stesse caratteristiche di quella legata alla gravitazione.
Sviluppo cosi la teoria matematica dell’equazione di Laplace e studio (usan-
do metodi variazionali) il comportamento della funzione potenziale in diversi
casi concreti, tra cui quello di una distribuzione di cariche elettriche su una
superficie chiusa S, in modo che il corrispondente potenziale avesse un valore
costante su S. Lo stesso argomento dimostrativo adottato da Gauss era gia
stato d’altra parte usato dal matematico inglese George Green in un lavoro
del 1833, per determinare il potenziale gravitazionale di un ellissoide con
densita variabile. Lo stesso Green aveva pubblicato nel 1828 un opuscolo che
all’epoca passo inosservato, ma che fu poi riscoperto da William Thomson
(Lord Kelvin): nel suo Essay, Green parti dall’equazione di Laplace e ottenne
poi quella di Poisson; dimostro il fatto sperimentalmente noto da tempo che
in condizioni di equilibrio in un sistema di corpi perfettamente conduttori le
cariche elettriche si distribuiscono sulla superficie dei corpi e in questo con-
testo enuncio e dimostro la celebre ”formula di Green”. I metodi variazionali
introdotti da Gauss ebbero un’importanza enorme per gli sviluppi della Teo-
ria del Potenziale, ricondotta ad essere un ramo particolarmente significativo
del piu generale calcolo delle variazioni. Alle idee di Gauss si ispiro il tedesco
Peter Gustav Lejeune Dirichlet nei corsi sulla teoria del potenziale che tenne
a Gottingen dove venne chiamato alla morte di Gauss nel 1855. Dirichlet
prese le mosse dalla legge newtoniana di gravitazione per introdurre poi il
concetto di potenziale e le sue proprieta, le applicazioni al problema dell’at-
trazione degli ellissoidi e alla teoria dell’elettricita e del magnetismo terrestre.
Affronto poi, analogamente a Gauss, il problema di dimostrare che ”esiste
sempre una distribuzione di particelle su una superficie chiusa tale che il
potenziale in ogni punto della superficie assume un valore prefissato”. Egli
tradusse esplicitamente la questione fisica in termini matematici: si trattava
allora di provare che ”c’eé sempre una e una sola funzione u di z, y, z definita
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in un dominio chiuso arbitrario, continua assieme alle sue derivate di primo e
secondo ordine, che internamente al dominio soddisfi ’equazione di Laplace
(in generale quella di Poisson) e che assuma in ogni punto della superficie un
valore dato”. La via seguita per risolvere il "Problema di Dirichlet” fu analo-
ga a quella suggerita da Gauss: ”il compito di trovare quella funzione u non
risolubile”, osservava Dirichlet, si poteva ”solo parlare di una dimostrazione
di esistenza. Quest’ultima non presenta alcuna difficolta”. Infatti, dopo che
S. Earnshaw nel 1839 provo il ”principio del minimo”, fu piuttosto facile per
Dirichlet dimostrare I’esistenza e 1'unicita della funzione potenziale. Questo
procedimento dimostrativo, che ancora oggi ¢ noto con il nome di ”principio
di Dirichlet” (attribuitogli da Bernhard Riemann), fu all’epoca largamente
adottato nelle dimostrazioni di esistenza nella teoria dell’equazione di Laplace
e nei campi ad essa intimamente collegati. Allo stesso principio ricorse Lord
Kelvin nei suoi primi lavori, in cui dimostrava l’esistenza di una soluzione
per 'equazione di Laplace, applicata a problemi di idrodinamica. Sempre
quel "principio” svolse un ruolo essenziale nella teoria delle funzioni di va-
riabile complessa, che in quegli stessi anni andava elaborando Riemann. Un
altro importante contributo alla Teoria del Potenziale venne da A. Harnack,
con la dimostrazione della disuguaglianza che oggi porta il suo nome, dal-
la quale dedusse la proprieta di convergenza delle successioni monotone (di
funzioni potenziali). Alla fine del diciannovesimo secolo erano quindi noti
i principi fondamentali della Teoria del Potenziale. Gradualmente, ci si ac-
corse, tuttavia, che le proprieta emerse dallo studio dell’equazione di Laplace
erano proprie anche di altre equazioni alle derivate parziali come quella del
calore e, piu in generale, delle equazioni del secondo ordine lineari, ellittiche o
paraboliche. D’altro canto, si riusci a dimostrare gran parte dei risultati del-
la Teoria del Potenziale basandosi esclusivamente sullo studio del Problema
di Dirichlet con operatori (opportuni) alle derivate parziali, sul principio del
minimo e sulla disuguaglianza di Harnack. Fu quindi sviluppato, intorno agli
anni cinquanta, un sistema assiomatico (da G. Tautz, J.L. Doob, M. Brelot e
H. Bauer), che estese la Teoria del Potenziale allo studio di tutte le equazioni
alle derivate parziali del secondo ordine lineari, ellittiche o paraboliche. Que-
sta costruzione ebbe inoltre il vantaggio di essere piu elegante e piu generale
della iniziale Teoria del Potenziale introdotta da Gauss.



Per quanto riguarda la trattazione qui proposta, il modo di procedere adot-
tato ¢ il seguente.
Si ¢ introdotta ’equazione di Laplace in RY

Au =0

con u di classe C?, definita su €2, aperto di R, ed ¢ stato studiato I'insieme
delle funzioni soluzioni dell’equazione (armoniche), passando attraverso la
”soluzione fondamentale” (la distribuzione I'), la formula di Green, le for-
mule di media (teorema di Gauss). (sezioni 2,3,4)
E stata poi dimostrata la disuguaglianza di Harnack, e la conseguente note-
vole proprieta di convergenza delle successioni di funzioni armoniche. Sono
state trovate, inoltre, altre caratterizzazioni delle funzioni armoniche, come
la proprieta di media, la regolarita C* e 'analiticita. (sezioni 5,6,7)
Si & poi provato il lemma di Caccioppoli-Weyl (sezione 8), ed ¢ stato ”allarga-
to” l'insieme delle funzioni armoniche a quello delle funzioni superarmoniche
(sezione 9).
A questo punto, facendo uso della funzione di Green e del nucleo di Poisson,
e stato risolto il Problema di Dirichlet (omogeneo) per gli aperti sferici B di
RV, cioe

Au =0, in B

u =, su 0B

essendo ¢ una funzione definita sul bordo di B. (sezione 10)

Poi, utilizzando Il metodo di Perron per la risolubilita del problema di Diri-
chlet (per gli aperti limitati di RY) e le funzioni barriera, sono stati studiati
due criteri , il primo della palla tangente esternamente e il secondo di cono,
per dare delle condizioni sufficienti per la risolubilita del Problema. (sezione
11)

Infine, con 'introduzione dei potenziali newtoniani, & stato risolto il Problema
(classico) di Dirichlet (non omogeneo) per gli aperti sferici B di RY:

Au = f, in B
U=, su 0B

con f definita su B. (sezione 12)



2 - L’operatore di Laplace

Definizione 2.1
Sia 0 un aperto di RY e u: Q) — R ,si dice Laplaciano di u :

Au(z) =Y dfu(z) = div(Vu(z)),

0*u(zx)
ox?

Se Au(z) =0 per ogni x € Q , si dice che u é armonica in ) .

dove D2u(x) =

Osservazione 2.2

SeQQCR? ese f:Q— C éolomorfain Q , allora u = Re(f) e v =Im(f)
sono armoniche in ).

Infatti u,v € C*(Q,R) e per lequazione di Cauchy-Riemann:

ou_on

o 10 ox 8y

—(u+ ) = ——(u+iv) <=

ox 1 Oy v ou
or Oy

Da qui usando un teorema di Schwarz:
O = 8§yv = 83961) = —8§u — Au=0
O%v = —8§yu = —ajxu = —(951} — Av=0

Osservazione 2.3

Se Q C R? ¢ semplicemente connesso e se u : Q@ — R & armonica in €,
allora esiste v : ) — R armonica in €2, tale che posto f = u + v, risulta f
olomorfa in €.

Infatti la forma differenziale

—0Oyudx + Oyudy (1)
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é chiusa in €2, in quanto 0,(—0yu) = 0,(0yu).
Quindi (1) ¢ anche esatta. Esiste allora v € C*(Q,R) tale che

0,0 = —0yu

Oyv = Oyu (2)
Di qui seque che v € C*(,R) e

2 a2 92 a2
Oyv = —0p,u=—0,u=—0,v

quindi Av =0 in €.

Posto poi f = u + v risulta f differenziabile in senso reale in €.

Inoltre per (2) f verifica le condizioni di Cauchy-Riemann, cosi ne viene che
f € olomorfa in €.

Definizione 2.4
Data una funzione u armonica in S, Q aperto di R?, si chiama coniugata
armonica di u, ogni funzione v armonica in ) tale che f = u+iv e olomorfa

in €.

Osservazione 2.5

Sia Q0 un aperto connesso di R? e sia u armonica in ). Sia poi v una co-
niugata armonica di u. Allora ogni altra coniugata armonica di u ¢ del tipo
v+c, con ¢ € R.

Infatti, sia w un’altra coniugata armonica di u. Allora sia f = u + v, sia
g = u+iw sono armoniche in ). Risulta:

{ O, u = Oyv . { Oy = Oyw

Oyu = —0,v Oyu = —0,w
Cio implica che  0,(v —w) = Oy(v —w) = 0, quindi

dv—w)=0 1in Q = v—w=c



3 - Soluzione fondamentale per A in RY

Sia ¢ € C*(R*,R) e sia u(z) = ¢(|z]), = €R"\{0}. Per x € R"\ {0} vale:

Oz _ 2 1,..N
6r; ~ al
Allora: N v
0u(x) Po(|x])
Au(z) = Z or2 Z ox?
j=1 J j=1 J
Po(lz)) 0 (Op(z)\ 0 [ ., 7\
83:? - Oz ( 0z ) - Oxj (SD (|x|)m) N

2 ||2 2

’

= ¢ (lal) = + ¢ (la) =
— T T
Cosi, posto |z| = r, risulta:

N -1 Nd, N_q
=N ()

Au(r) = ¢ r dr

(r) +¢'(r)

Quindi u & armonica <= V"¢ (r) =costante.
Questo significa
Co
o(r) = - + se N >3

o(r) =cologr + ¢ se N =

con ¢y, c; € R.

Definizione 3.1
Una distribuzione T € DY(RY) si dice soluzione fondamentale per A in RY
se risulta:

Al' = —§



Osservazione 3.2

Se T' ¢ una soluzione fondamentale di A in RN, allora T + v ¢é ancora una
soluzione fondamentale di A in RN, per ogni funzione armonica u in RV,
Inoltre, nota una soluzione fondamentale di A in RN, tutte le altre si otten-
gono da questa aggiungendo ad essa una funzione armonica in RY.

Osservazione 3.3
Sia 6 : R — R, con

{1 se z>0

0(z) = 0 se <0

(funzione di Heaviside)
allora §'(z) = 6, nel senso delle distribuzion.
D’altra parte (max{0,2})" = 0(x), quindi

I'(z) = —max{0, z}

e una soluzione fondamentale di A in R.

A
[ r
Proposizione 3.4
La distribuzione
1
— log || se N=2
27
[(z) = .
2-N
_ N >3
NV = 2 ¥ e =

(dove wy = mis{x e RN/ |z] <1}),
¢ una soluzione fondamentale di A\ in RY.
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Dimostrazione
Innanzitutto I' € L} (RY) e quindi ' € D'(RY). Si ha poi,
per ogni p € C°(RY):

< AT p >= / Al (z)p(z)dr =
RN

_ /R i (82F($)¢(:1:) + 82F(‘”)¢<x> bt agr(f)gp(x)) de =

02 013 0%

_Z/RN 9°T («

ma per ogni i=1,....N

0T (x) _ [or(x) oo O (z) dp(x)
g O0x? plx)dz; = [ 0x; #(z) e Jr Oz Oy dr:
+oo
ma ¢ € Cg°(RY) pertanto {agix)tp(x)} =0, ora
L (x) dp(x) dp(a)] "™ / 0p(z)
_ T ,
 ow on, T d ['(z) o 7OO—|— i (x) o2 dx;
+o00
e visto che supp(¢ (z)) C supp(p(x)), {F(m)agi@} = 0, allora

<Al o >=<T,Ap >.
Adesso:

div([(z)Ve(z)) = Z (agf) agf? @) =0

=< VI'(z),Vo(x) > +T'(z)Ap(z)

Allora, se B(0,¢) € un disco di centro l'origine e raggio e:

e—0

<T,Ap>= /R (@) Ap(a)dr = lim ( / EEF(;C)ASO(;C)CZ;C) —

10



= lim (/|x>s div(T'(2)Ve(z))dr — /I|>E < VI'(x),Vip(z) > dx) =

[ per il teorema B
~ \ della divergenza |

— lim (- /| :EF(x)agil(jx)da(x) - / LS VI(2), V() > dm)

e—0

con v versore normale esterno a B(0,¢).

v'"Nota
Essendo div(z) = N, si ha:
div(z) 1 x 1
WN = / —dr = — <z, >do(r) = — do(z)
w<1 NV N Jigj=1 || N Jigj=1
= do(x) = Nwy e / do(z) = eV Nwy v
|z|=1 |z|=¢
Cosi:
0
[t @) = v Vo) [ o) -
|z|=e v RN |z|=¢

= VI NwyT(g) sup |[V(z)| — 0 per ¢ —0.
RN

Ora, utilizzando sempre il teorema della divergenza:

<I'Ap >= —lin% < VI'(z),Vo(x) > dx =
=0 Jz>e
~ —lim ( / div(T () Voo (z))dz — / F(m)Agp(x)dx) _
e |z|>e |z|>e
— i <_ / ()22 o () go(:c)AF(x)dw) _
e=0 |z|=¢ v |z|>e
L oI (z
= lim " pla)— —do(z)
in quanto A’ = 0 in RV\{0}.

Ora:
Or (x) _ NCI oo L@
[ et T = o) [ E oy [ (ete)—eto) ot
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e poiche:

si ha

ol'(x) o . .
/x|=a dv do(z) =T"(e) /|:C|=5 do(z) =T (e)Nwye" ' = —1

(o) = ot0) T o) <

per € — 0. In definitiva :

<ADp>=—p(0)=—<d¢> , VpeCFRY)

12



4 - Formula di Green. Formule di media

Sia Qo un aperto di RV e siano u,v € C%(Q, R). Poiche risulta :
v(x)Au(z) — u(z)Av(z) = v(z)div(Vu(z)) — u(z)div(Vo(z)) =

= div(v(z)Vu(x) — u(z)Vo(z))
per ogni aperto regolare  C Q C €, si ha :

) (v(x)ag(f) - u(x)ag(f)> do(z)

con v versore normale esterno a ) . Questa e la formula di Green per A .
Ponendo in particolare v = 1, si ottiene:

/QAu(a:)d:v = ., az—(yx)da(x)

cioe, il flusso del gradiente di u attraverso 0f) e l'integrale su 2 di Auw.
Sia ora zg € g e r > 0 un numero reale tale che B(xg,r) € €. Fissato poi
0 < e <r,siano

/Q (v(x)Au(z) — u(z)Av(z))de = /

0

QE = B(I‘(), T) \ B(‘IOJ 6)
v(z) =T(z — )
e u € C*(Q,R). Siottiene allora: (Av(z) =0 in Q)

/Q 5 (@) Au(z)dr =

Ora poiche I € L}, (R") |, si ha:

lim ( / | v(m)Au(x)dx) _ /B T )bt

13




D’altra parte :

au<x> = T au<x> o\xr) = T u\xr)axr
Ammmo%mmwwy@mﬂ%d<>rmgwg<m

Analogamente :

ou(x) B o .o
/93(90075)1}@) v dofe) = T(e) /J_ff(:z:o,a)A (z)d I'(e)O(e™) 0

pere — 0.
Inoltre :

av(m) = /7" ulr)ao\xr) = — u\xr)ao\x
Ammwwwdm»mmémm<w<> £%m<m<>

e ancora :
/ u(x)av(x)da(x) = —][ u(z)do(x) =
OB (z0,¢) v OB (z0,¢)
——ula) +{  (ulw) ~ ulan))do(a) — ~uao)
OB(x0,¢)
pere — 0.
v Nota
Se Q C RV .

]{] u(z)de = misl{ a /Q wa)dr v

In definitiva :

/B(gcw) v(z)Au(z)dr = T(r) /B(xo,r) Au(z)dz +][ u(x)do(z) — u(xg)

OB(xo,r)

od anche :
w(xg) = w(x)do(x) — 'z — x9) — I'(r))Au(x)dx
<>;émﬂ<><> st< ) = T(r) Au(e)

14



1

Ora moltiplicando ambo i membri di quest’ultima identita per r¥~! e inte-

grando su [0, R], si ottiene:

/OR rNu(zo)dr = /OR PNt (;;z /mru(%)da(ﬂf)) dr+
- /O * e ( /B )~ I‘(r))Au(m)dz) dr

R_];Vu(m - /0 " ( /| Iru(x)da(x)) dr+

B /0 " v ( / - F(r))Au(x)dx) dr

cioe :

quindi

u(z) = ]{B(W) u(:c)dx—% /OR Nt (/x_mg(r(x —x) — F(r))Au(:v)d:v) dr

In particolare, se u € armonica in €y, si ottengono le formule di media:

u(zo) = ]([93( )u(:c)da(x) media sferica
Zo,T

Teorema

di Gauss
u(zg) = ][ u(z)dx media di volume
B(xzo,r)

Osservazione 4.1

Sia Qg CC e f:Qy— R, f olomorfa. Siano poi zg € Qg er € R, r > 0,
tali che B(zo,7) C Qo. Allora la formula di media sferica si puo dedurre
dalla formula di Cauchy per f, infatti:

_ L iGN U S (O N
f(z0) = /83( d / d(z0 + reit)

211 20,7) zZ— 20 211 2o + reit — 20

_ LT )

2mi f, ret

] 1 2m
ire'dt = %/0 f(z)dt

15



drsent do(z)

»
!

drcost

essendo ora
(do(2))? = (drcost)® + (dr cost)?® = r?(sin® t + cos® t)(dt)* = r*(dt)*

st ha

f(z0) = / " f(e)rdt =

- 2mr

1

= — 2)do(z) = 2)do(z
f(2)do(2) fww)ﬂ) (2)

B 27r OB(zo,r)
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5 - Disuguaglianza di Harnack

Definizione 5.1
Per ogni aperto Q di RV,
H($)

¢ linsieme delle funzione di classe C*(Q,R) e armoniche in ) .

Teorema 5.2

Disuguaglianza di Harnack

Sia u € H(Q) , u > 0. Siano poi xg € Q er € R, r > 0, tali che
B(xo, 4r) C Q. Allora :

sup u(z) <c inf wu(z)
B(Io,T‘) B(xo,T)

dove ¢ = 3N .

(si noti che c ¢ indipendente sia da u sia da r)

Dimostrazione
Siano z,y € B(zo,r) , allora per la formula di media (di volume):

1
u(x) = u(z)dz = / u(z)dz
( ) ]{3’(33,1") ( ) TNWN B(z,r) ( )
Ora:
B(a,r) € Bly,3r) C B(wo,4r) CC O
v "Nota

Se A, BCRN  ACC B indicache AC BV

Allora poiche v > 0 , risulta :

1
u(z) < / u(z)dz =
Ny B(y,3r)
3N

= uzdzzBN][ uzdz:3NUy
(3r)Nwn /B<y,3r> ) B(y,3r) &) g

17




Data 'arbitrarieta di x e y , cio prova ’asserto. f

Lemma 5.3
Siau: AUB— R con ANB#0 eu>0. Sisupponga :

i) supu < cainfqu
i1) suppu < cpinfpu

con cy , cg > 1, costanti. Allora :

supu < cacp inf u
AUB AuB

Dimostrazione

Sianox € A, ye Beze€ ANB . Siha:
u(z) < cau(z) per (1)
u(z) < cpu(y) per (1)

allora u(x) < cacpu(y), Ve € Ae Yy € B, ma poiche cacp > ca e
CACB 2 CB ,
u(z) < cacpu(y) Ve,ye AUB
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Questo prova il lemma. f

Corollario 5.4
Sia Q un aperto connesso di RY e sia K un compatto contenuto in Q). Esiste
allora ¢ = ¢(K,Q) > 0 tale che :

supu < cinf u, Yu € H(S), u>0
K K

Dimostrazione

Si osservi anzitutto che esiste un insieme connesso e compatto K* C (2 tale
che K C K*.

Infatti, per la proprieta del ricoprimento finito, € possibile ricoprire K con
un numero finito di palle

B(zj,1;), j=1,...p
tali che B(x;,r;) C €, per ogni j = 1,...,p (si supponga p > 2 il che non

e restrittivo). D’altra parte, poiche € & aperto e connesso, per ogni j =
1,...,p — 1, esiste una poligonale P; C € tale che z;,z;41 € P;. Allora

o= () o ()

Jj=1

€ un compatto connesso contenuto in 2.
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Ancora per la proprieta del ricoprimento finito, esiste » > 0 tale che :
q —
K* C U B(z;,r) e B(z;,4r) C Q, Vi=1,..4q
j=1
Poiche K* ¢ connesso, non e restrittivo supporre

(U B(%‘ﬂ”)) NB(zpr1,7) #0 ()

J<k
per k=1,...¢—1, (supponendo ¢ > 2). Infatti, posto B; = B(z;,r), risulta

BiNB; #10 per un opportuno j=>2

q

altrimenti, B; e U Bj , sarebbero due aperti che spezzerebbero K™ .
j=2

Cosi, rinumerando eventualmente le B; , si puo supporre By N By # () .

Ora, come prima sara

(ByUBy)NB; # 0 per un opportuno j>3

Riordinando nuovamente le B; , si ha (B U By) N Bs # 0 .
Iterando questo procedimento si prova (é).
A questo punto, per la disuguaglianza di Harnack, risulta :

supug?)Ni}Blfu, Yu € H(Q2), u>0, Vi=1,..,q
B; i

Ora, applicando ripetutamente il lemma precedente, si ottiene :

sup u < 3% qinf U Vue H(Q), u>0

¢, Bj Uj=1 BJ

q
e quindi poich¢ K C K* C | JBj
j=1

supu < sup u < 3% inf u<3W i%fu

. q :
K 5:1 Bj j=1 Bj

e cio dimostra 'asserto .
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Corollario 5.5
Teorema di Harnack

Sia (ug)ren una successione di funzioni armoniche in ), § aperto connesso
di RN, tale che :

Z) U < Upt1 Vk € N

1) Jxg € Q :sup(ug(xg)) < +o0
Q

(cioé <= (ux(zo)) € convergente)
Allora la successione (ug)ren converge uniformemente su ogni compatto di 2.

Dimostrazione
Sia K un compatto di Q. Posto K,, = K U{zg}, per il corollario precedente
si ha :

sup |u, — up| = (se n > m) = sup(u, — uy,) < c}(nf(un — Upy) <
z( KIO 0

< c{un(20) = wn(20)) = clun(0) = tn(0)] — 0 per mym — +oo

(si noti che ¢ ¢ indipendente sia da n sia da m). §

Osservazione 5.6
Sia u € H(RY), wu>0. Allora u ¢ costante.
Infatti siano x,y € RN, x # vy, posto r = |x — y| e per ogni R > 0, si ha:

1
u(x) = u(z)dz = u(z)dz <
W=  we= [

(R+r)V 1 / (R+me <R+r)N
< u(z)dz = ———— u(z)dz = U
T (R+7r)NwnRY Jpy pin) =) RN e ren) =) R )

Allora per R — +00, si ha

u(@) <uly) , Yo,y eRY

Quindi u € costante.
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Osservazione 5.7

Teorema di Liouville per le funzioni armoniche

Ogni funzione u € H(RN) limitata superiormente (inferiormente) ¢ costante.
Infatti, supponendo f limitata superiormente, si ha:

sup f > f = sup f(z) — f(z) 2 0
RN RN

Considerando ora l'osservazione precedente con u(x) = supgn f(z) — f(x) €
provata la tesi.

Nel caso sia [ limitata inferiormente, basta prendere —f e ragionare come
PTIMG.

Osservazione 5.8

Teorema di Liouville

Se f e una funzione olomorfa in C e limitata, allora é costante.

Infatti f € H(C), quindi Re(f),Im(f) € H(R) e sono limitate. Applicando
il risultato precedente si ottiene [’asserto.

Osservazione 5.9
Teorema fondamentale dell’algebra
Se f e una funzione polinomiale su C di grado n > 1, allora esiste o € C

tale che f(a) = 0.
Infatti f sara del tipo

f(2)=ap+a1z" + ..+ a2

quindi f € H(C). Ora, se per assurdo non esistesse a € C tale che f(a) =0,

f(2)

allora la funzione g(z) = sara ancora olomorfa su C. Ma g sara anche

limitata su C in quanto
g(z) — 0 per |z| — o0
ne verrebbe, allora, g(z) = costante, che é assurdo.

Corollario 5.10
Sia Q un aperto connesso di RN e siano u,v € H(C) tali che u > v in Q.
Allora se esiste xy € 2 tale che u(xg) = v(xg), si ha u=wv in Q.
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Dimostrazione
La funzione w = v —wv ¢ armonica in 2 e w > 0. Allora per la disuguaglianza
di Harnack, per ogni x € € esiste ¢, > 0 tale che:

0<w(z) < sup w<e, inf w<cew(xg)=0
{x,xo} {:L',:Eo}

quindi w(z) =0, Vo € Q. §

Corollario 5.11

Principio di max forte

Sia Q2 un aperto connesso di RY e sia u € H(S). Se esiste g € Q tale che
u(x) <ul(zg) allora u = u(xo).

Dimostrazione

Segue dal corollario precedente con v = u(x), (ovviamente u(zo) € H(2)
perche costante).
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6 - Superposizione degli operatori di media.
Mollificatori. Regolarita C'* delle funzioni
armoniche

Sia u € L} (RY). Per ogni 7 > 0 e per ogni x € R si ponga:

loc

Osservazione 6.1

Per ogni u € L}, (RY), la funzione

(@,7) — My (u)(x)

¢ continua su RN x]0, +o0].
Infatti, fissando x € RN, si ha

1
ngux:][ uydyzi/ u(y)dy =
" ( >( ) B(z,r+e¢) ( ) <T+5)NWN B(z,r+e¢) ( )

: /
= u(y)dy + / XCirrie U(y)dy)
(7“ + 5)NWN ( B(z,r) B(z,r+e) (rr)

con C’x(m«%) corona circolare di centro x e raggir e r + €

e
1 se (RS Cx(T,T_Fe)

XCZ(T,T+E) =
0 altrimenti

Allora essendo
lEI(I) XCZ(T,T+5) = O qd
st ha
1

TN(UN

My () () — /B w0y = M) per 0
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Adesso invece, fissando r, si ha:

(M, (u)(x) — M, (u) (3)] = —

rNuy

/ u(s)ds —/ u(t)dt‘
B(z,r) B(y,r)

e questo significa integrare sulla differenza simmetrica di B(x,r) e B(y,r).
Si supponga ora |x — y| < 2r, il che non é restrittivo se y — x e sia

B, ::B(x;y,Qr—|x—y|)

By 5:B<I;—y72r+‘x_y|>

Bs := (B(z,m)\B(y,r)) U (B(y,r)\B(z,r)) (differenza simmetrica)

Bs

Allora

Bl g B(Qf,?")ﬂB(y,T) g B2

mis{ By} < mis{ B\ B}

Infine, sfruttando la locale assoluta continuita della funzione

E—>/ lu(s)|ds
E
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risulta:

/ u(s)ds| < lu(s)|ds S/ lu(s)|ds — 0
s Bs BQ\Bl

pery — x, in quanto By e By tendono a diventare uguali. Resta cosi provata
l"osservazione.

Sia ora . € C3°(R) una funzione tale che supp(p.) CJ0,¢[ e
fo @-(r)dr =1, con € > 0 fissato. Si ponga per ogni u € L}

= [ g
wio) = [EL([ wtwar)ir= [ ([ 5D )y

e ponendo
+o0
O (z) = / #e(r) dr
|

N
| rWN

(RY):

loc

risulta

wle) = [ uwe )y

con (x —y) € B(0,¢).
Si osservi che ®_(x) € C°(RY) e supp(®.) C B(0,¢).

Inoltre
/RN O (z)dr = /RN (/||+OO %dr) dr = (|z] = p) =

:N‘”N/WP“(/%ZNEJN Nao= [ ([0 ap-
_N/+°° o (/ V- 1dp)dr—/0 o (r)dr =1

v'Nota
Se ¢ (t) = p(£)L con [~ ¢(r)dr =1 e supp(p) €J0,1], allora

O(z) = /|+°° o) gy /%O PR /:O Per) 4y — N (o)

tNun cz) TNWNE rNuy

z|
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Quindi si puo anche scrivere:
we) = [ uly)et -y
RN
con @ € C°(RY), supp(®) € B(0,1) e [on P(x)dz =1 v

Pilt in generale, se u € L}, () con Q aperto di R, si puo definire:
M, (u)(x) = f aly)dy — VreQr
B(z,r)

con 2" = {z € Q\dist(z,00) > r}, e

—+00

wle) = [ M@t = / w(y)d.(c —y)dy Ve e Q)

Teorema 6.2
Sia v € C(Q,R),Q aperto di RN, tale che:

u(z) = f Ly

per ogni x € Q e per ogni v > 0 tali che B(x,r) C Q. Allora:

per ogni x € Q e per ogni e > 0 tali che B(x,e) C Q

Dimostrazione
Da (3) segue che
u(z) = M,(u)(x) Ve e Q"

quindi moltiplicando ambo i membri per ¢.(r) ed integrando in r, si ha:
+00

u(z) = /O OOU(x)ws(r)drz O M, (u)(x)p-(r)dr =

_ /Q u(y)®.(z —y)dy Vo € Q)
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Corollario 6.3
Ogni funzione armonica in €, Q aperto di RY, ¢ di classe C*°.

Dimostrazione
Se u € H(), allora verifica, per le formule di media, la condizione (3) del
teorema precedente e quindi anche la (4). {

Corollario 6.4
Teorema di Koebe
Seu € C(2) e ha la proprieta di media (3) allora u € H(S2).

Dimostrazione
Anzitutto u € C*(2), e per la formula di media di volume

ue) = . iy 5 e ( /| LR r(p))Au(y)dy) dp

quindi per (3)

[ (] me—n = ri)aui) dp=o

per ogni x € Q e per ogni r > 0 tali che B(xz,r) C Q. Derivando ora rispetto
a r, si ha:

/ . (Dle =) = T()uly)dy =0

Ma,
z—yl<p = T(@—-y)-T(p)>0

quindi deve essere Au = 0, Vx € €.
(C(p) \usuRTse N >3, T'(p)\,sul0,1[se N=2)¢

Osservazione 6.5
Se u € C*(Q) ha la proprieta di media di superficie

ulx) = ]Q oy

per ogni x € Q e per ogni v > 0 tali che B(xz,r) C Q, allora u € H($).
Infatti per la formula di media (sferica)

u(x) = u(y)dy — 'z —y)—T(r)Au(y)dy
() ]QBW) (v)dy / 0=~ ety

quindi ragionando come nel corollario precedente, si ottiene l’asserto.
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Corollario 6.6
Sia (ug)ren una successione di funzioni armoniche in Q, uniformemente
convergente su ogni compatto di Q) ad una funzione u : @ — R. Allora

u € H(Q).

Dimostrazione
Siano z € Q e r > 0 tali che B(x,r) C Q. Allora, poiche ogni uy, € H(2):

uk<x>:]{5( )y VeeN

Ora per k — +00, si ha:

u(z) = f oy

ed essendo ovviamente u € C(2), per il teorema di Koebe u € H(Q2). &

Corollario 6.7
Sia Q un aperto connesso di RY e sia (uy)ren una successione in H(SY) tale
che up, >0 Vk € N. Se esiste xg € ) tale che

“+o00

Z ug(zg) < 400

k=1
allora
+o0
> up(z)
k=1

e convergente in ogni punto di ) e la sua somma € una funzione armonica
in €.

Dimostrazione
Sia )
ps(-r) - Zuk<x>
k=1

allora ps < psi1 ed esiste xy € 2 tale che

+oo

Zuk(xo) = S?Zp(ps(mo)) < 400
k=1
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Allora per il teorema di Harnack (ps)seny © una successione uniformemente
convergente su ogni compatto di €2, di funzioni armoniche in  (la somma di
funzioni armoniche ¢ ancora una funzione armonica). Quindi per il corollario
precedente

§——400 s—+400

lim ps(x) = lim Zuk(x) = Zuk(x)

e una funzione armonica in €2.
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7 - Analiticita delle funzioni armoniche

Osservazione 7.1
Sia Q un aperto di RY. Risulta:

u € H(Q) = D% € H(Q)
per ogni o multiindice intero non negativo. Infatti

u€H) = ueCN)

Au=0= D*(Au) =0

allora
A(D%) =0

Osservazione 7.2

Sia 2 un aperto di RY eu € H(Q). Sex € Q e B(x,r) CQ, Vr >0, allora,
ou(x
3:16]-

denotando O;u(x) = , si ha:

N
|0;u(x)] < — sup |u| per j=1.,N
T 8B(z,r)

Infatti, poiché 0;u € H(S), verifica la formula di media (di volume)

1 er il teorema
Oju(z) = /B( )@u(y)dy = ( b > =

 rNuy della divergenza

_— / o 1))

rNwy

(vj j-esima componente del versore normale esterno a B(x,r)), quindi

N
sup |[ul do(y) = — sup |uf

O:u(x)| <
| ! ( >’ rNwy OB(x,r) dB(z,r) T 8B(x,r)
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Osservazione 7.3

Sia Q un aperto di RN eu € H(Q). Sex € Qe B(x,R) CQ con0<r <R,

st ha:

N
sup |Qju(x)] < 7 Sup | per j=1,...,N
B(z,r) T B(z,R)

Infatti Yy € B(x,r), per l'osservazione precedente risulta

N .
O5uy)l < & sup  [ul  per j=1,..,N

B(y,R-r

Ma, poiche
J 9By.R-r)C B(x,R)
yEB(z,r)
allora N
|0ju(y)| <

per j=1,...,N eVy € B(z,r), cioé

sup |Qju(x)] < 7, Sup |ul per j=1,..
B(z,r) T B(z,R)
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Corollario 7.4
Sia Q un aperto di RY e u € H(Q). Per ogni o multiindice intero non
negativo, per ogni x € ) e per ogni v > 0 tali che B(x,r) C ), si ha:

IN ||
sup |0l < (2ol ) sup I
B(z,3) r B(z,r)

Dimostrazione

Sia @ = (a1,...,an) e p = |af = a1 + ... + ay. Si ponga poi rp = § + %%
con k=0,1,...p. Sia ora (5o, b1, ..., B,) una famiglia di multiindici interi non
negativi con:

Z) 60 =«
i) |Gkl =18k-1l—1  per k=1,..p)

Allora, tenendo conto che
DPr=1qy = 9; D%y per un qualche j=1,..., N

per la precedente osservazione, risulta:

1r

— g1 = —= kE=1,..
(rk — 1 02 per -y D)
2pN
(&) sup |DPr1y| < il sup | D"l per k=1,...,p
B(w,r-1) " B(ark)

Ora applicando ripetutamente (&) partendo da k = 1 fino a k = p = |o] si

ottiene:
r

(ro = 3 =0 D%y = D, DPu=u)

2N |ex]
sup | Du| < (—\a\) sup [u| 3
B(z,3) r (z7)

Corollario 7.5
Sia Q un aperto di RN e u € H(Q). Allora u é analitica reale.

Dimostrazione
Siano zy € Q e r > 0 tali che B(xg,r) C Q. Vo € B(zo, 3), per la formula di
Taylor:

u(z) = Z DL@(:C —x)* + Z Da;j!(y) (x — x9)®

la|<p ' la|=p+1
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con « multiindice intero non negativo e y appartenente al segmento [z, z].
Ora per il corollario precedente

> ZaPerr| < (Soen) w3

jal=p+1 Blaon)  Jaj=pt1

(x — x0)?
al

IN

p+l _ ol
< sup |uf <2N(p+ 1)) Npr =

B(zo,r) r (p + 1)'
p+1
| l(”—iolN"’) (p+ 1)r+!
= sup |u
B(zo,r) (p + 1)'
Si osservi adesso che
a’®s’®
— 0 per s — 400
s!

1
se a < —. Infatti, usando il criterio del rapporto
e

as+1(s + 1)s+1 ! 1 s
=all+-] —ae per s — 400
(s+1)! a%s* s

Percio il resto della formula di Taylor tende a zero, per p — +o0, se

2z — x| N? 1
( |z — 2o ) ! '
r e
Corollario 7.6

Sia Q un aperto di RN e u € H(Q). Sia xo € Q tale che
(i) u(z) = O(|x — x0|¥) per x — 1z, VkeN
Allora se 2 € connesso, u =0 in 2.

Dimostrazione

Da (i) segue subito che D*(u(zg)) = 0, per ogni « multiindice intero non
negativo. Di conseguenza, per 'analiticita di u, esiste un intorno V di xg
tale che uly, = 0. Sia ora

Qo = {x € Q/3V intorno di x tale che wu|y =0}
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Allora Qg # 0 (zo € ), & aperto (in quanto & unione di aperti) ed & chiuso:

infatti per ogni (2, ),en successione in g, lim z, & ancopra un elemento di
n—-+00

Qo, perche D*u(z,) — D%u(z) per n — +00 e Va, ma D*u(x,) = 0 su un
opportunu intorno V,, di x,,, Vn € N e Va.
Quindi, se €2 & connesso, Qy =N eu=01in . {

Osservazione 7.7

Sia Q un aperto di RN eu € H(Q). Sia xo € Q un punto estremante relativo
di w. Allora su §) € connesso

u(z) = u(zo) Vo e Q

cioé u e costante. Infatti, basta applicare il corollario precedente alla funzione
w(z) = u(x) —u(xy) e si prova laffermazione.
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8 - Il lemma di Caccioppoli-Weyl

Sia u € L},.(Q). Per ogni x € Q e per ogni r €]0,r,[, r, = dist(z,d0N), si
ponga:

e (u)(z) = ][ R

Osservazione 8.1

Se r — m,(u)(x) & costante q.d. su ]0,r.[, allora la funzione (continua)
r — M, (u)(x) é costante q.d. su |0,r,|.

Infatti, se m,(u)(x) = m(u)(z) ¢.d. sul0,r.], siha:

v = f - umdy= [y

- [ (] » uido) ) do = 5 [ N tmu)(a)dp = m(u) o)

Lemma 8.2
Sia u € L, .(Q) tale che r — m,.(u)(z) é costante q.d. su ]0,r.[, Vo € Q.
Allora u coincide q.d. con una funzione armonica in ).

Dimostrazione
Dall’ipotesi segue che r — M,.(u)(z) & costante q.d. su |0, 7,[, Vx € Q. Ora,
per un teorema di Lebesgue

lim M, (u)(x) = u(zx) qd. in Q

r—0

v'Nota
Il teorema di Lebesgue prima citato.
Sia u € L},.(R2), Q aperto di RY. Si chiama punto di Lebesgue di u un punto

xo € () tale che

() lim |u(y) — w(zo)|dy =0
r—0 B(zo,r)
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Riesce che l'insieme
{r €/ =z non ¢ punto di Lebesgue di u}

ha misura nulla.
Cosi, da (i) segue subito che

u(z) = lim u(y)dy
r—0 B(z,r)

in ogni punto di Lebesgue di u, quindi q.d. v/

Si ponga ora v(xz) = M,.(u)(z) se r < dist(z,09). La definizione di v
non ¢ ambigua, in quanto M, (u)(z) ¢ costante rispetto a r. Inoltre per
un’osservazione precedente v € continua in €. Allora si ha:

v(x) = u(x) qd. in Q

e, di conseguenza
oie) = M) = uldy=f o)y
B(z,r) B(z,r)

Vo € Q e per ogni r €]0,7,[. La funzione v ¢ dunque continua in €2 e ha la
proprieta di media, dunque v € H((2) 1

Lemma 8.3
Siau € C(I,R), I intervallo aperto diR. Sew ¢ C' a tratti e seu' € L}, (I),
allora

Jue i =~ [wwewa voecrm

I

Dimostrazione
Fissata ¢ € C§°(I) esistono ag, ay, ...,a, € I tali che

i) ap<a; <..<a

it) supp(p) Slag, ap|
iti) € C'Yap_1,a,]), n=1,...p

Allora:

Jutreaa =3 [ uwpar -
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=

k=1 k=1 -

Lemma 8.4
Sia w e L} (I), I intervallo aperto di R, tale che

(i / () (B)dt=0 Yo CR(I)

1

Allora esiste ¢ € R tale che u(z) = ¢, q.d. in I.

Dimostrazione
Siano ti,ts € I, punti di Lebesgue di u, con t; < t5. Per ogni h € R,
h < %(tg — t1), si indichi con ¢ : R — R una funzione costruita, tale che:

0 per t<ty, t>t1o
o(t) = 1 per  ti+h<t<ts—h

affine, altrimenti

1 olta

t1 ti+h t>-h t2

Sia ora (. una mollificata di di ¢, cioe:

ou(t) = / H(r)D.(t — 7)dr

1
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con &, € C°(R), supp(P.) CJ0,¢[, e inoltre [, P.(r)dr = 1, con € > 0
fissato. Allora, visto che anche ¢. € C§°(1), per (i)

(i1 / u(t) g ()t = 0

o) = [[emeio—ryar = (bl )

I precedente

= — /90'(7)<I>€(t —7)dr = (P.(r) = —D. (1)) = /QO/(T)CI)a(t — 7)dT

I
Si osservi adesso che

ol(t) — ¢'(t)  per e—0, Vt#tt

1 1
loL ()] §/IE@6(t—T)dT: W vt el, Ve >0

Allora, in (iz) si puo passare al limite, per € — 0, sotto il segno di integrale,

ottenendo:
1 t1+h 1 to
0= /u(t)go'(t)dt = —/ u(t)dt — —/ u(t)dt
I h t1 h‘ to—h

Infine, poiche 4, ¢5 sono punti di Lebesgue di u, si ha per h — 0:

e cio prova che u ¢ costante sull’insieme dei suoi punti di Lebesgue, quindi

q.d. ¢

Teorema 8.5
Lemma di Caccioppoli- Weyl
Sia u € L (), Q aperto di RY, tale che

loc

(1) /Qu(:c)AgD(x)dx =0 Yo e C5° ()

(cioé Au(x) =0 in D'(Q)).
Allora u coincide, q.d. in 2, con una funzione v € H($).
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Dimostrazione
Si fissi zp € Q. Yy € C5°(R2) si ponga

p(x) =@z —zol) = (r) e supp(p) C B(xo, 72)
si ha, per (7):

0= [uwacmir = [ (60 +e0T=) [ utaots)) i
” ., N
+

Y A S e
[

dove si e posto

) NwnrYtm(r)dr

Quindi deve essere

/;oo (‘PH(T) + @/(T)N — 1) P imr)dr =0

r

Si fissi ora h € C§(]0,74,]) e si scelga ¢ € C§°(]0, +00[) tale che

(¢ 0+ ) =) @

in |0, +00[. Una tale scelta ¢ possibile in quanto

&) = () =) = T ) = k) 4o

scegliendo allora ¢ =0 e
+o00 h(t)
p(r) = /| | -1t

T—x0

risulta ¢ € C§°(B(xg,74,)) € ¢ =costante in un intorno di x¢ perche
supp(h) C (]0, ry,[). Inoltre

d d [+ h(t) h(r)
Egp(r)_afr dt = — — Vr >0

Pertanto

/0+°<> h/(r)m(r)dr =0 Vh € C5°(]0, r4[)

quindi per il lemma precedente m(r) =costante q.d. su |0,r,[. Allora u
coincide q.d., in €2, con una funzione armonica. f
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9 - Funzioni superarmoniche

Definizione 9.1
Sia Q un aperto di RY. Una funzione

u: Q —] — 00, +00]
si dice iperarmonica in € se:

(1) w éi.s.c. (inferiormente semicontinua)

(i1) w(x) > M, (u)(z), VreQ, Vrel0,dist(x, o)
Se oltre ad (1) e (i1), vale anche la sequente:

) {z € Q/u(z) < +o0} =Q

si dice che u € superarmonica in 2.
St indicano con

H(Q) e SQ)

rispettivamente gli insiemu delle funzioni iperarmoniche e superarmoniche.
Una funzione
u: ) — [—00, +00[

si dice subarmonica in Q se —u € S()

Osservazione 9.2
Se u: Q) —]0,+00] éi.s.c. e se

u(z) > m,(u)(x) VreQ, Vrelo,dist(x, o)
allora w € H*(Y). Infatti:

M) = e [ wtio)) an=

T N ,
[ oo < sup my) [ 0o =
0 0

z€]0,r(

1
N

WN

= sup my(u)(x)
z€]0,r|
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Osservazione 9.3
Risulta
SQ)N(=8(Q) =H(Q)

Infatti, si supponga uw € S() N (—=S(QQ)), allora
u: Q —] — 00, +00|
¢ inferiormente e superiormente semicontinua, cioé € continua,
w(z) = Mp(u)(z) e —ulr) = M (-u)(z)

quindi

tnoltre

{z € Q/u(z) < 400 e u(x)> -0} =0
Allora per il teorema di Koebe, u € H(S2)

Teorema 9.4
Sia u € C?*(Q), Q aperto di RY. Allora

u€e SN <= Au(z) <0

Dimostrazione

Se x € Qe r < dist(x, 0f), si ha:
u(w) = M, () ) — 2o OrpN_l ( /| LS r<p>>Au<y>dy) "

Pertanto u(z) > M,(u)(z) se e solo se Au(z) <0, (I'z —y) —I'(p) < 0 se

[z =yl < p).
D’altra parte se esiste x € Q) tale che u(z) > 0, esiste 7 > 0 , tale che
Au(y) >0, Vy € B(z,7). Allora u(z) < M,(u)(x) , Vy €]0,7| i

Proposizione 9.5
Siano u,v € H*(Q2). Allora:

(1) u+veH(Q)

(11) AueH*(Q) VA>0
(zi1)  min{u,v} € H*(Q)
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Dimostrazione
(7)
(uis.c. evisc)= u+vis.c

> M (0)(2) = Fou ulhdy | | (14 0)(w) 2 fy,,) (0 )0y =
’U('I) > MT(U)(:E) = JCB(%T) U(y)dy - Mr(“ + U)(J])

Vo e, Vr€|0,dist(x, 0Q)]

(i)

u 1.8.c. = \u i.s.c

u(z) > ]{3 )y = M) (0) = Au) 2 ]f Ly = 00

Vo e Q, Vr €]0,dist(x, 00)]
(444)

:83 o }=> minfu,0}  isc.

Siano x € Q e r > 0 tali che B(z,r) C €, si ha:
w(z) = My(u)(z) e o(@) = M (v)(z)
allora
u(z) > M, (min{u,v})(x) e  wv(r)> M. (min{u,v})(x)

infine

min{u(z),v(z)} > M,(min{u,v})(z) i

Lemma 9.6
Sia A C RY limitato e sia u : A — R (qualunque). Allora esiste vo € A
tale che
infu= inf wu |, Vr >0
A ANB(zo,r)
Dimostrazione
Per assurdo:

Vee A, 3Fr,>0: infu< inf wu
A ANB(z,ry)
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La famiglia B
{B(z,r;)/x € A}

¢ un ricoprimento aperto di A. Per la compattezza di A, esistono allora
x1,...,T, € A tale che

p
AC U B(wj,74;)
j=1
Di conseguenza, esistera un j = 1,...,p tale che

infu = inf U
A AﬁB($j7sz)

ma questo e assurdo perche

infu< inf wu | Ve e A
A ANB(z,rz)

Ragionando allo stesso modo con

infu> inf wu
A ANB(z,rz)

si perviene alla tesi. §

Teorema 9.7
Principio di minimo per le funzioni iperarmoniche
Sia Q un aperto di RY e sia u € H*(Q) tale che

liminfu(z) >0 , Vye€ o

T—Y
(brevemente: lirral(iznf u(z) > 0)
Allora
u(z) >0 , VreQ
Dimostrazione

Per il lemma precedente esiste z, € Q tale che

infu= inf u , Vr>0
Q QNB(zo,r)

Di conseguenza,

liminfu(x) =lim( inf wu)=infu
T—T0 r—0 "QNB(zo,r) Q
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Ora, se xg € 01,
liminfu(z) >0

T—T0

per ipotesi e quindi
infu>0
Q
da cui
u(z) >0 , VyeQ

D’altra parte se xq € €2, allora

u(zg) < lim infu(z) = igfu < u(xg)

T—To

quindi
u(xo) = igf u

Ma per la proprieta di supermedia
u(zg) > M, (u)(xg) = M, (u(xo) — u)(xo) >0

essendo poi

u(zg) —u(z) <0 in B(xg,r)
cio implica che

u(zo) = u(x) q.d. in B(zg, )
In realta, non puo essere u(zg) < u(z) in qualche punto di B(xg,r), perche
sarebbe cosi su tutto un intorno di x. Percio deve essere

u(zo) = u(x) Vr € B(xg,r)
Sia ora
Qo ={r€Q/ u(z)=u(z)}

Ovviamente €y # (), inoltre & aperto e chiuso (relativamente ad 2). Esiste
percio C' componente connessa di €2, tale che u = u(zg) = infqu in C. Infine,

sia y € dC: poiche 9C C 0f si ha

infu=u(xg) = liminf w(x)> liminf wu(x)>0
Q z(eC)—y(€0C) z(Q)—y(0Q)
cioe
infu>0 i
Q
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v'Nota
La prova del teorema precedente richiede che sia

(1) u  is.c.
(i) YxeQ, Fr,>0:B(z,r,) CQ e ulx)> M, (u)(z)

Le funzioni
u: ) —] — 00, +o0]

verificanti (¢) e (i¢) si dicono debolmente iperarmoniche in €2 e I'insieme di
queste funzioni si indica con H}(€2). Allora si ha

Q limitato

u € H5(Q) = ulz) >0 , Vreq v
lir%énf u(z) >0
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10 - Risolubilita del problema di Dirichlet
per gli aperti sferici

10.1 Rappresentazione di Green delle funzioni C?

Sia Qo un aperto di RV e sia 2 C Q C Qy un aperto regolare. Sia poi
u € C*(Qy). Per ogni fissato x € Q e per ogni £ > 0 tale che B(z,¢) C , si
indichi con €2, I'aperto

Q. = O\B(z,¢)

Si ponga, inoltre, v(y) = I'(z — y), Vo € Q. Si ottiene allora :
(Av(y) =0 in )

/ o(y) Au(y)dy =

~ [ (o052 w52 ) dot)- | . (000752~ utn %52 ) ot

e per ¢ — 0 si ha




e questa ¢ la formula di rappresentazione di Green delle funzioni C?.
In particolare, se u € C3(1)

u(z) = — / D(z — y)Au(y)dy

D’altra parte se u € C*(Q) e Au(y) =0 , Vy e Q allora

we) = [ (o752~ i) ) doty)
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10.2 Funzione di Green

Sia €y un aperto di RY e sia Q C Q C €, un aperto regolare. Si fissi € Q
e si supponga che esista h, € C?(Q) tale che

Ah,(y) =0, YyeQ e h(y)=T(x—y), VYyeoQ

Allora per la formula di Green applicata alle funzioni u e h, si ha:

- du(y) Oha(y)
[ tetmautiy= [ (mo %2 - )5 ) ao) o

Ora sommando (5) e (6), e ponendo
G(z,y) =Tz —y) = ha(y)
si ottiene : (G(x,y) =0 se y € 01)

ue) == [ a5 doty) - [ Gl dutay

La funzione G : Q x  —] — 00, + 0]
Ga,y) =Tz —y) = ha(y)
si chiama funzione di Green per ).

Osservazione 10.1
St noti che, se esiste, G € unica in quanto h, é unica. Infatti h, é soluzione
del problema di Dirichlet:

Ah,(y) =0, YyeQ

ho(y) =T(z—y), Vye o

Se esistessero hy e h, entrambe soluzioni allora w(y) = hy(y) — he(y) sarebbe
soluzione del problema di Dirichlet:

Aw(y) =0, Vye
w(y) =0, Vye o
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Applicando il principio del minimo con la condizione

o S
hngénfw(y) >0
si ottiene
w(y) >0 , VyeQ

Ora, per il principio del massimo, con la condizione

limsup w(y) <0
o9

st ottiene
Quindi

w(y) =0 = h(y)=h(y) , VyeQ

Osservazione 10.2
G >0 in Q x Q. Infatti fissando x € Q) risulta

lim G(x,y) = 400

Yy—x

limG(z,y) =0 , Vzed
y—z

Allora per il principio del minimo
G(z,%) >0 in Q\ {x}

D’altra parte per il principio di minimo forte

G(z,*) >0 in Q\ {z}
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10.3 Funzione di Green per B = B(0,r) in RY, N >3

Definizione 10.3
Sia B = B(0,r), r > 0, una palla aperta di RN con N > 3. Per ogni
x € RV \ {0} si chiama inversione rispetto a OB

L’inversione rispetto a 0B, cioe I'applicazione x — T, gode della seguente
proprieta:
x — x
7|_ vl :u VyeodB , VreB
T—yl
Infatti, se |y| =r e || < r, si ha:
r—yl* |+ -2<z,y> rP+r?-2<x,y>
[z —yl® _ _ _
T —yl? FRP+P-2<my> 4?20 <oy >
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Pt -2<ay> (@)2
T —2<ny>) AT

Percio, Yy € 0B e Yz € B\ {0}, vale:

o) =1 (@)
¢ quindi, ponendo
he(y) =T ((T - y)@)

per y # T, risulta
h, € O (RN \ {T})

Ab)=0 i EY\{7)
he(y) =T(x—y) VyedB

Allora
@%@IF@—Q—F<@—ME5

r

¢ la funzione di Green per B(0,7), se z # 0.
D’altra parte, poiche:

el =\ 2o 1 2 (l2llyl\?
o = () (e -2t <mw>) =t (1) 2<my>
r r |z ] r

si puo scrivere

1 1 1
G(xay) = - N_4

~ Nwy(N —=2) | |z —y|V-2 2 >
(r2 + <‘xuy|> —2<uz,y >>

e questa ¢ la funzione di Green su B(0, 1)
(per x =0 e&:

1 1

hy =
Nwy(N —2)rN-2 )

52



v Nota

Vale: .
(i) G(z,y)=Gy,x) z,yeB , xz#y

(i) G eC®({(v,y) € BxB/ x#uy})

Di conseguenza, essendo G(x,*) armonica in B \ {z}, anche G(x,y) &
armonica in B\ {y} v/
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10.4 1l nucleo di Poisson

Per ogni z € B, x # 0, e per ogni y € 0B, si ha:

! rT—1Y rf— T T—vy

st (- () o)

1 || ’ 1 Yoz _ 2
 Nuyle —y[V <_y+ ( r ) y) N NwN\x—y\NT2(|x| B

Ora, se y € 0B, Yov (versore normale esterno) e risulta:
r

G (x,y) 1 (W—r?)

=< V,G SV >=
o y (z,y),v Nrwy ‘x_y‘N

(questa formula vale anche per x =0 )

Definizione 10.4
Per ogni x € B e per ogni y € 0B, la funzione

Plz.y) = 1 <r2 — |m|2)

Nrwy \ |z —y|V

st chiama nucleo di Poisson per B.

v'Nota B
Se u € H(B) N C?%(B) si ottiene



In particolare, se v = 1 in B, risulta

/aB P(z,y)u(y)do(y) =1 , VreB

Inoltre
Axp(x7y> - A:E_ < vyG<I,y), V(:U) >=

=— <A, V,G(z,y),v(y) >=— < V,A,G(z,y),v(y) >=0
Infine, P(z,y) > 0, Vx,y € B vV

Teorema 10.5
Risolubilita del problema di Dirichlet per B
Sia ¢ € C(0B,R). Posto

risulta u € C*(B)NC(B) e
Au(z) =0, VzeB

u(y) = ply), VyeoiB

Dimostrazione
Dal teorema di derivazione sotto il segno di integrale si ricava che u € C*>°(B).
Inoltre

Bule) = [ AuP(ag)oly)doly) =0 Vo€ B
OB
Si fissi ora z € 0B. Sia, per ogni § > 0,
Iy={xeRY/ |z —2| <6}

Js={zeRY/ |z —z2|>d}

Si ha:



dBNJs JoBAIs
</

Is

- /830[ P(z,y)(e(y) — (2))do(y) +/ Pz, y)(0(y) — o(2))do(y)

0BNJs
Quindi
lu(r) — p(2)| < sup |o(y) — o(2)] + 2sup |o(y)] P(x,y)do(y)
0BNIg 0B 0BNJg

Cosl

limsup [u(z)—¢(z)| < sup |p(y)—p(2)|+2sup |p(y)| limsup P(z, y)do(y) =

r—z 0BNIs 0B oBNJs 2x*—Z
= sup [¢(y) — (2]
dBNlIg
v"Nota

Si e potuto portare il lim sup sotto il segno di integrale perche sull’insieme
)
{(z.9)) y€dB, |y—=2/>0, zeB, |r—2<}

la funzione P(z,y) ¢ limitata. v’
Allora per 'arbitrarieta di ¢ e per la continuita di ¢ in z, risulta
limsup |u(x) — p(2)] =0
quindi
limu(z) =p(z) , Vze€dB

r—z

Cosi ¢ provato che u € C(B). 4
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10.5 1l nucleo di Poisson per B = B(0,1) in R?

Sia u € H(B). Allora esiste una funzione f olomorfa sul disco unitario di C

tale che
u(z) = Re(f(z)) , VzeB

(z& (z,y) & z+iysre’ conr,t € R, r>0).
Per I'analiticita di f sara

(o ¢]
:Zanz” , VneN
n=0

con |z| < 1ea, €C. Ora, sia a,, = a,, — b, con a,,b, € R, ¥n € N, cosi

= Z Re(a,r"e™) = Z Re(a,, cosnt + b, sinnt) =

n=0

=ap + Z " (an cosnt + by, sinnt) ()

n=1

Si ponga ora, per r — 1 (|z] — 1)
u(re™) — u(e™) = p(t)

quindi, sempre per r — 1, da (&) si ricava:

o(t) = ag + Z(an cosnt + by, sinnt)

n=1

2
aoz/ o(T)dT
0

27
/ o(7) cosntdr
0

2m
/ o(T) sinnrdr
0

o7

con

s{m

VneN | n>1
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Allora

2T e}
u(z,y) = —/ (1 + 2 E r"(cos nt cosnt + sin nt sinnt)) o(T)dT =
0

n=1

Ma

= n_in(t—r) rei(tiq—)

Re 1+2Zl’l“€ :Re(1+2m>:
1+ rei=7) 1—1r2
= Re . =

1 —reit=7) 1+7r2—2rcos(t — 1)

percio

u(z,y) = L /027r Lo o(T)dT = /027T P(t —1)p(r)dr

C2r 1+7r2—2rcos(t—r)

con
P(t—71) = P(z,2) nucleo di Poisson per B
per ogni z € B e per ogni zy € dB. Infatti
1 1—22 1 1 — 2

P(z,2) = - = — N
(2,’7 ZO) o |Z — ZO|2 o2r 1+ r2 — 2Re(< Z, 20 >>

1 1—r?
21+ 12 —2rcos(t — 1)

con
z=re e 2o =€
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11 -Il metodo di Perron per la risolubilita del
problema di Dirichlet

Definizione 11.1
Sia u € C(Q)NS(Q), Q aperto di RY e sia p € C(OB). Per ogni palla
B C B CQ, si indichi con:
B
H,
la soluzione del problema di Dirichlet

Au=0 in B

Upp = ¥
St ponga, inoltre:
ug : ) — R
u(z) se veQ\B
up(z) =

B
H () se rve€DB

Lemma 11.2
Sia u € C(Q), Q aperto di RN . Sono equivalenti le sequenti affermazioni:

@) ueSQ)

(1) ¥V BCBCQ=>u,>H?

- 13

(iii) ¥ B:MamgB@mgQ:¢M@>ﬁm)mww@)

Dimostrazione
Sia
v:B—R | wz)=ulz) - HE(x)



Cosi v & superarmonica in B (& somma di u e di una funzione armonica)
e continua in B. Inoltre V|, = 0. Allora per il principio di minimo delle
funzioni superarmoniche v > 0 in B e quindi u, > H, f
Dalla formula risolutiva del problema di Dirichlet si ha:

/83( )P(z,y)w(y)da(y) :][ u(y)do(y)

OB(z,r)

Allora se vale (i)

vale anche (7i7)
Per ipotesi, se 0 < p < r, si ha

7,
u(r) > ——— u(y)do(y
02 e [ o)

percio
Nowp™u(x) > / u(y)do(y)

9B(z,p)

Ora, integrando in p ambo i membri su |0, 7], si ottiene :

Nwyu(z) /0 T ptdp > /0 T ( /8 s U(y)da(y)) dp

u(r) = Mp(u)(x) 1

cioe

Proposizione 11.3 o
Per ogni u € C(Q) NS(Q), Q aperto di RN e per ogni palla B C B C Q, si
ha:

60



Dimostrazione
Seu € C(©2)NS(RN), dal lemma precedente segue subito che up < u. Inoltre
up € C(Q). Ora, sia B’ una palla con la chiusura contenuta in Q e sia

h=HP

UB|, s
OB

Anzitutto, poiche up < u e u € §(Q), si ha

> HE >HE =

U
| , up|
OB OB

B

Ora se BN B = (), ne verrebbe, per il lemma precedente che ug € S()
(perche up|, = u‘B,) e la tesi risulterebbe provata. Si supponga quindi che

BN B #0. Allora w,, =heh=ugsu OB’ percid

ug—h>0 su  9(BNB)

e per il principio del massimo
!

ugp—h>0 in BNnB

In definitiva /
up in BNB
h < i
u=upg in B'\B

Definizione 11.4
Sia Q un aperto limitato di RN e sia f € C(9Q). Si chiama insieme delle
soprafunzioni relative ad f il sequente insieme:

U ={ueCQ)NSQ)/ liminfu(z)> f(y) , VYye N}

r—y

Osservazione 11.5
(i) U #0D -
Infatti, basta prendere M = max f, cosi la funzione costante w = M € Uy
(it) Sem = ng}znf allora w > m in Q, Yu € Uy
Infatti o

weldy = (u—m) e C(Q)NS(Q)
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liminf(u(z) —m) >0 , Yye€ o

r—y

Allora per il principio del minimo delle funzioni superarmoniche
ux)—m=>0 , Vre

(177) u € Uy = up € Uy, per ogni palla B C B C Q
Infatti per la proposizione precedente

up € C(Q) NS(Q)

Inoltre
liminfug = liminf u >
iminfup = liminfu > f

Definizione 11.6
Sia 2 un aperto limitato di RY.Per ogni f € C(09), sia

HY = inf u
u€Uy

Teorema 11.7
di Perron
Per ogni Q aperto limitato di RN e per ogni f € C(99), risulta

HY € H(Q)

Dimostrazione

Basta provare che HJS} ¢ armonica in ogni palla B C B C . Sia, dunque,
B una palla con la chiusura contenuta in (). Fissato x € B, esiste una
successione (U, )pen € Z/Tf tale che

Up(z) — H?(m) per n — 400

e riordinando eventualmente le w,, si puo supporre w, \,. Sostituendo ora
(sempre eventualmente) u, con (u,)p si pud supporre u, armonica in B |
Vn € N. Allora la funzione

h= lim wu,
n—-+o00
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e armonica in B. Ora, se fosse Hj? = h in B, il teorema sarebbe provato. Si
supponga, quindi , per assurdo che esista y € B, y # x tale che H?(y) # h(y).
Pero, essendo

h = inf u,, > inf u:H]gc2
neN UGZTf

sara
H{ (y) < h(y)

Ripetendo, adesso, il procedimento fetto prima, si costruisca una successione
(Un)nen € Uy tale che v, N\, v, < u, (sostituendo eventualmente v,, con
min{v,, u,}), v, armonica in B , Vn € N e

va(y) — Hf(y) per n— +oo
Allora la funzione
h* = hrf Up

¢ armonica in B. Inoltre

h* < lim u, =h

n—-+o0o

W (y) = Hy(y) < h(y)
H?(x) < h*(x) < h(x) = H}](q:)
Questo & assurdo perche: ((h — h*) € H(Q))

h—h*>0 in B

h(z) —h*(z) =0

percio per il principio del massimo forte
h=h" e h'(y)=hly) ¢

Osservazione 11.8
Se il problema dv Dirichlet

Au=0 i
Uy = f feCo9)
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ha una soluzione classica u € C*(Q) N C(Q), allora
_ g0
u= Hy
Infatti o
ucUy = u> iniv:H})
vEUy

Inoltre : ((v—u) € S(Q))

UELTf:>liHalénf(v—u)zO:>vzu in

e quindi
H]? = inf v >u
UEU_f
Teorema 11.9
1l problema di Dirichlet
Au=0 in )

Uy = f feCo9)
e risolubile se e solo se

limH?(x):f(y), Vyed e x€

r—y

Dimostrazione
Segue dall’osservazione precedente f
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11.1 Il teorema di Bouligand

Definizione 11.10
Sia Q0 un aperto limitato di RY. Un punto y € 0 si dice A-regolare, o
regolare per l'operatore di Laplace, se

lim HY (z) = f(y), YfeC(OQ) e ze

r—y

Definizione 11.11 B
Sia Q un aperto limitato di RY e sia y € 0Q. Una funzione w € C(Q) si
dice barriera per € in y se:

(1) weSQ)
(1) w(x) >0 VreQ\{y}
(1ii) w(y) =0

Teorema 11.12

di Bouligand

Sia Q0 un aperto limitato di RN e sia y € 0. Se esiste una barriera per )
iy, allora y e A-regolare.

Dimostrazione
Sia w una barriera per Q in y, e sia poi f € C(09). Per ogni € > 0 esiste
0 > 0 tale che

fly) —e < f(z) < fly) +¢ Vz2edQ, |z—y| <o
Poiche w € C(Q) e w(z) >0, Vz € Q\ {y}, esiste m > 0, tale che
w(z)>m  VzeQ, |z—y|>9
Si ponga, ora:
2sup | f|

m

v(2) = f(y) + e+ Mw(z) con M >
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Si ha v € C(Q)NS(N), inoltre, se z € IN e x € Q

liminfo(z) > f(y) +e> f(2) se |[z—y| <0

Tr—z

liminfo(z) > f(y) + Mm > f(z) se |z—y| >0

r—z
Quindi v € U; e percid

. . Q
(7) v > inf u= Hy
u€Uy

Sia invece adesso
v(2) = f(y) —e — Mw(z)
Per ogni u € Uy risulta u — vy € S(2). Inoltre, se 2 € IN ez € O

liminf(u(z) —vo(z)) > f(2) — f(y) +e >0 se |z—y|<§

r—z

liminf(u(z) —vo(z)) > f(2) — f(ly) + Mm >0 se |z—y|>§

r—z
Allora per il principio di minimo per le funzioni superarmoniche
u(x) —wvo(z) >0, Vel
quindi
u > v, Vu €Uy
percio
(i1) H}] = inf u > vy
u€Uy

Ora, da (i) e da (1), per la continuita di w in y ed essendo w(y) = 0, si ha:

f(y)—e = liminf vy(z) < liminf H?(x) < limsup H?(m) < limsupwv(z) = f(y)+e

r—Y r—y T—Y T—Y
Ma, per 'arbitrarieta di e, cio implica

f(y) = liminf chl(x) = lim sup H})(x)

=Y T—Y
cioe

lim Hi'(x) = f(y) ¢

r—Y

66



11.2 1l criterio della palla tangente esternamente (di
Poincaré )

Definizione 11.13

Sia Q un aperto di RN e siay € 0Q. Si dice che Q ha la proprieta della palla
tangente esternamente nel punto y, se esiste una palla B = B(z,r), 2 € RY,
tale che:

BNQ=10 e yeoB

Osservazione 11.14
Quello della palla tangente esternamente e un criterio geometrico per [’e-
sistenza di una barriera per Q in y. Infatti, sia y € 02 un punto nel quale
esiste una palla B = B(z,1) tangente esternamente a §). Si ponga

log <|$T;Z‘> se ) CR?

w(zr) =

o o se QCRY, N>3
Risulta:
we CPRY\ {z}) = w e O
Aw=0 in Q= we S
w(z) >0 in RY\B=w(@)>0 in Q\{y}
Infine w(y) = 0.

Osservazione 11.15

Una condizione sufficiente affinché Q abbia la proprieta della palla tangente
esternamente in ogni suo punto di frontiera e che € stia localmente da una
stessa parte di OQ e che O sia una (N-1)-varieta di classe C?.
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Corollario 11.16

Sia Q un aperto limitato di RY con Q) € C? e tale che, localmente, Q stia da
una stessa parte di 0X) (o equivalentemente € sia dotato di normale esterna
in ogni punto di 02). Allora il problema di Dirichlet

Au=0 mn <

Uy = f feC(09)
ha una ed una sola soluzione classica per ogni f € C(0%2).

Dimostrazione

Se, per ipotesi, 2 (localmente) sta da una stessa parte di 02 allora esiste (lo-
calmente) una palla tangente esternamente. Di conseguenza esiste una bar-
riera per {2 in ogni suo punto di frontiera. Ora, per il teorema di Bouligand,
ogni punto di 92 e A-regolare, quindi il problema di Dirichlet e risolubile.
Adesso, se per assurdo esistessero u e v entrambe soluzioni, allora w = u — v
sarebbe soluzione del problema di Dirichlet:

Aw =0 in €2
W], =0 feCo)

68



Applicando il principio del minimo con la condizione
liminfw(xz) >0
o0

s1 ottiene
w(x) >0 , Vrel

Ora, sempre per il principio del minimo, ma con la condizione
liminf —w(z) >0
EIy)

si ottiene

Quindi
w(x) =0 = wu(z)=v(x) , YreQ 1
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11.3 1l criterio di cono esterno (di Zaremba)

Definizione 11.17
Si dice cono di RY, un sottoinsieme K di RY tale che:

(i) z+yeK, Vr,ye K
(i1) e K, VeeK, YA>0

Si dice, invece, cono troncato di RN, un sottoinsieme K di R tale che, dati
un cono K* diRN er >0

K = K*nB(0,r)

K**

v

B,
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Definizione 11.18
Sia Q un aperto di RN e sia y € 9Q. Si dice che Q ha la proprieta di cono
esterno in vy, se esiste un cono troncato di RY | K, tale che

(i) intK # 0
(ii) y+ K CRNV\Q

y+K

v

Proposizione 11.19
Sia Q un aperto di RY e sia y € 0. Se in un intorno di vy, la frontiera &
lipschitziana, allora €2 ha la proprieta di cono esterno in y.

Dimostrazione
Non e restrittivo supporre y = 0, e, per r > 0 opportuno

QNB0,r)={(t,oy) eERYVI xR/ [t|<r, zy <o)}

NN B0,r) ={(t,zy) eRNI' xR/ |t|<r, an=p(t)}

dove
e:{teRYY/ Jt|<r} —R

verifica la disuguaglianza

()] < Mt|,  VteRY!
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con M costante positiva opportuna. Si ponga
K ={(t,zy) € RN x R/ xzy > M|t|} N B(0,r)

Si riconosce subito che K & un cono troncato, con interno non vuoto e
contenuto in RV 4

K
dQNB(0,r)

B
>

QNB(,r)

Osservazione 11.20
Se K ¢ un cono con interno non vuoto allora esiste Kqg C K, tale che

(i) intKo# 0
(ii) 0K, \ {0} € C*

Lemma 11.21
Sia K un cono chiuso di RN con interno non vuoto e con 0K \ {0} € C°°.
Star >0 e st ponga

O*=B\K  B=DB(0,r)
Sia poi ¢ : 0V — R, p(y) = |y|. Allora il problema di Dirichlet
Au =10 in QF

ulaﬂ* = SO

e risolubile.
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Dimostrazione

Sia h: Q* — R
HY () se x e

() se x € 0

Si deve provare che h € C(Q*,R). Ora, in ogni punto y € 9Q* \ {0}, Q* ha
la proprieta della palla tangente esternamente (0K, \ {0} € C*, percio K ha
la proprieta della palla tangente internamente in ogni suo punto di frontiera
tranne l'origine ). Quindi A ¢ continua in Q* \ {0}. Si fissi, ora, 0 < A < 1le
si ponga

O =AY ={\1) zeQ}={zeRY/ geQ*}

hy: Q5 — R, hy(x) = h(

Si osservi che
sup  h(z)<r
|z| = Ar
r e QF

Infatti A e positiva e armonica in Q*, h < r, h =r su 0BNQ* h < r su
o N B\ {0}. Per il principio di massimo forte allora si ha che h < 7 in Q*.

In particolare
h(z) <r  YrxeQ', |z|=M
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Inoltre h & continua su Q* N {|z| = M} e se z € O, h(x) = |\z| = M < 7.
Allora
sup  h(zr) < max h(z)<r
|z| = Ar [ = Ar
x e QF T € QF

Siaora A <e < 1esia
u:Q — R, u(z) = h(z) — ehy(x)

Si vede subito che u ¢ armonica in Q5 (h ¢ armonica e Ahy = A2(Ah), = 0).
Inoltre se y € 025 \ {0}

h(z) —er <0 se |yl = Ar

lim u(z) =
z—y

|y|—5‘%|§0 se y€ oK
D’altra parte, u & limitata in Q%, quindi limsup,_,,u(z) < +o00, pertanto
u<0 in Q)

0, equivalentemente
h(z) < ehy(z) Vo € Q)
Risulta, allora
limsup h(x) = limsup h(z) <e limsup hy(z) =

r—0 z—0 r— 0
xzeO* x €} x €

=¢ limsup h(f) =¢ limsup h(zx)
x— 0 x— 0
x € (0} x e

Di conseguenza, per 'arbitrarieta di €, 0 < ¢ < 1, si ha

limsup A(z) <0 Vo € QF

z—0
cioé (h & positiva in Q)

limh(z) =0  Vee” i

x—0
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Corollario 11.22
Sia Q un aperto limitato di RN con la frontiera lipschitziana. Allora il
problema di Dirichlet

Au=0 in §2
Uy = [ feC(09)
ha una ed una sola soluzione classica per ogni f € C(0%2).
Dimostrazione
Se, per ipotesi, 0f2 e lipschitziana, allora ) ha la proprieta di cono esterno

in ogni suo punto di frontiera. Ora, per il lemma precedente, il problema di
Dirichlet e risolubile in Q*, quindi ,in particolare, in €2. §

()
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12 - Potenziali newtoniani

Si supponga sempre N > 3 e si indichi con I' la soluzione fondamentale per
A in R¥ con polo in 0.

Definizione 12.1
Formalmente, si chiama potenziale newtoniano di f, la funzione I' x f

v Nota
Se g, f: RN — R, per ogni x € RN, formalmente, si chiama convoluzione
di g con f (o g convoluto f), la funzione

(@) = [ oo =91y
con Q aperto di RY. v
Teorema 12.2

Sia f € L>(Q), Q aperto limitato di RY. Convenendo di porre f(x) =0 se
x & Q, risulta:

(i) T*feCY RN)NLORN)

(i1) Do, (T* f)(x) = [, Do, T(x—y)f(y)dy VxeRN, j=1,..,N

v'Nota
Si osservi che, con le ipotesi assunte, I' * f € ben definita. Infatti, per ogni
x € RY si ha per definizione

W*ﬁ@w—ér@—yﬁ@my
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e la funzione y — T'(z — y) f(y) ¢ sommabile su 2, in quanto I' € L}, (R")
e feL®Q). v

Dimostrazione

Si ponga (per comodita) u = I'* f. Sia r = diam(Q2), Vo € RY. Si ha:

)| < suplf| [ T —y)dy <supls] [ T vy -
Q Q Q B(z,r)
= sup |f| ['(y)dy = C(r)sup | f|
Q B(0,r) Q
dove
1 T
Cr:/ Fydy:—/ (/ yQNday))dp:
0= Ty = e | (] W
1 r 7,2
~ NV - z)wNN‘”N/O 0= SN =gy
Cosl

sup [u| < C(r) sup | f]|
RN Q

ciot u € L°(RY). Siaoran € C®(R,R), taleche 0 <n < 1,7 =0in[-1,1],
n=1inR\[-2,2].

v
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Per ogni € > 0, sia

La funzione

(2,y) — T(z —y)n (‘x_y‘)

3

¢ di classe C* in RY x RY. Quindi si ha, per ogni multiindice « intero e non

negativo, e per ogni € > 0:
ey r—Yy
D; (F(x—y)n (‘ . ‘))‘ =

oz (e (557)) < g,
De (F(y)n (%))' < M,,. < +00

dove M, . ¢ una costante dipendente da « e da e. Ne viene, allora, che
u. € C*(RY). Inoltre

D) = [ Duy (1= (F21)) sy

Si ponga, ora

sup
ye

= sup
y€B(0,r)

vj(z) = / D, (N — )£ (9)dy

Innanzitutto v;(x) & ben definita per ogni € RV, infatti:

/|Dac] r—y )() |N 1WN |$—y|

( ?JJ) ) /
< <1< sup f - =
(’ =y 11,00 M

1
= su —_— ———do dp = rsu
wifl [ = ) do = rsuply

Con cid si & provato anche che v; € L*(RY). Ora:

e (2) — u(z |—‘/ Ty ((‘x;y‘) 1)f(y)dy'§
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dy <




< sup|f] [z —y)dy = C(2¢)sup |f| =
Q Q

lz—y|<2e

2
Ng 2St§12p|f| — 0, per £—0
Questo prova che u.(z) = u(z) in RY, per ¢ — 0. Infine

Djue(@) = vyl /QD < — ) (@)—F(x—yw fly)dy =
/Q[(D%Fx— (n<|x_y|) 1)—i—l_‘(:r—y)ijn(’x;y’)]f(y)dy

e quindi

Dwte)-u@l <swlf| ([ T+ Tswl] o= )iy =
Q | € R

z—y|<2e lz—y|<2e
2

N -2

1
:sup|f|(2€+—sup]n] )—>O, per ¢—0
Q

Cosi ¢ provato che anche D, u. = v; in RY pere — 0. 4

Teorema 12.3

Sia Q un aperto limitato di RN, e sia Qo un aperto regolare (per il teorema
della divergenza) di RN, contenente Q. Sia poi f € C£,(Q) N L>®(Q), con
0 < a < 1. Allora, convenendo di porre f(xz) =0 se x ¢ Q, risulta:

I+ feC?Q)

Inoltre,per ogni x € €2, si ha:

Doy (Txf)(2) = [ Dy, U(x—y)(f(y)— f(x))dy—f(z) D, T(z—y)vi(y)do(y)

Qo 0Qo

v'Nota
Un aperto © di R si dice regolare per il teorema della divergenza se esiste
una funzione F : RY — R di classe C! tale che

IntQ = {zr cRY/ F(x) <0}
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N ={rcRY/ F(z)=0}
Inoltre & definito il versore normale esterno

VF(z)

0= oE@

v Nota
Si dice che f ¢ Holderiana (di ordine «) in ©, cioe f € C*(2), con 0 < o < 1,
se:

|f(z) — fly)| < M|z —y|*, Vaz,y €, con M costante positiva v

Dimostrazione
Per il teorema precedente si ha che u = I' x f ¢ di classe C! in RY, in
particolare in €2, e

=/ijF(w—y)f(y)dy veeRY, j=1,.,N
Q

Sia ora 7 la stessa funzione introdotta nel corso della precedente dimostrazione.

Si ponga, per comodita
r—Y
o) = [ Dt = (1)

w(r) = | Dppu Tz —y)(f(y) — f(x))dy — f(x) D, T(z —y)vi(y)do(y)

Qo Qo

e per ogni x € €2

La definizione di w(x) & ben posta, per ogni z € Q. Infatti, se z € €, esiste
r > 0, tale che B(x,r) C Q; poiche f ¢ Holderiana localmente in € (cioé in
ogni compatto contenuto in 2), risulta

[f (@) = f(y)] < M|z —y[*, Vye B(x,r)

con M opportuna costante positiva, eventualmente dipendente da r. Quindi

|Daya, Tz — )| f(y) — f2)|dy =

Qo
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_ /B( )|Dxixj1“(:1:—y)!|f(y)—f(:c)!dy+/ Dy, D(a—y)||f ()~ ()] dy <

Qo\B(z,r)
2M Nia 4supg | f| B
< — |z —y| "Nty + ——1 |z —y| Ndy =
WN JB(z,r) WN Qo\B(z,r)

o R
:2MNT—+4sup|f|N/ p~tdp
(07 Q r

dove R = diam(€)y) Si osservi, inoltre, che w. € C*(RY), e che

D, w.(x) =/QDM (Dxﬂx—y)n('I;y'))ﬂy)dy VreRY, j=1,.N

Sia ora x € Q e r > 0 tale che B(z,r) C Q. per provare la tesi occorre
dimostrare

(1) we = Dyu in RV
(171) Dywe 2w in B(x,3)

La (i) si prova come le affermazioni analoghe del precedente teorema; si
consideri allora la (i7). Per ogni z € B(x,r), si ha

€

+£(2) /Q D., (Dzﬂz —y) (’z - y’)) dy

Ora, se 2¢ < dist(z, 0€), per il teorema della divergenza

Do) = [ D, (20 = (E21)) ) = s

/QO D, (Dzjf(z —y)n ('Z;J» dy = — o, D, I(z — y)vi(y)do(y)

[ o (par=n (n(552) -1)) ) - e <

< / DD, T(z — I (f(y) — F(=))ldy+
QoNB(z,2¢)

quindi,

| Dzwe(2)—w(2)| =

1 /
Lapy| DTz~ y)lI(F () — £(=)ldy
R QoNB(z,2¢)
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D’altra parte

[f(2) = f(y)l < M|z —y|®, Vz,y € B(x,7)

Cosi, per ogni € > 0, € < %, se z € B(x, 5) allora B(z,2¢) C B(x,r), quindi

IDowel(2) —w(z)| < M [ [ DDt =l y\ady] n

(2,2¢)

1 ,
+M {— sup |7 | |Dzjr(z—y)llz—y|ady}
€ R B(z,2¢)

Inoltre, se z € B(x, %)

D, T(z = y)l < Camle —y| ™

|DZiDZjF(Z - y)’ < C(ZvN)’x - y|_N+1

con C(1,n) e C2,n) costanti dipendenti da N. Infine
2e 1 , 2e
D)0l < M |CanNeoy [ 5 dp+ Tl |ComNax [ ] <
0 0

< Clamune* — 0, per €—0 Vz € B(x, g)

con Ca Ny costante dipendente da o, M, ed N. §

Corollario 12.4
Sia Q un aperto di RYN. Nelle ipotesi del teorema precedente, si ha:

Al * f)(x) = —f(x) Vo € Q

Dimostrazione
Sia x € Q e sia Qy = B(x, R) tale che Q C Q. Allora per il teorema
precedente
A * f)(z) =
N

D T — ) (f(y) — f<:c>>dy) @Y [ Do —ymw)oly) =
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S ([ [l (Pl - ) U = s )+

y—x .
() / o < V=), > o) =

) rT—y y—=x
:—fa:/ I'(lx—yvy]) < , > do(y) =
@) OB (x,R) (j= =) [z =yl ly — x| W)

= f(x U'(lz — y|)do(y) =
s [ e yiot)
= f(@)I"(R)NwyR"' = —f(z) ¢

Corollario 12.5 o
Sia B = B(0,R) CRY esia f € C2(B)NC(B), 0 < a < 1. Sia poi G la
funzione di Green per B. Si ponga

/G:Ey dy , VreB

Risulta allora

(i) we C*B)
(1) Aw(zx)=—f(z), VzeB

(i) w(x) — 0, per z —vy, Yy € 0B

Dimostrazione
La funzione di Green per B e

G(z,y) =T(x —y) —T(x,y)

dove

Ponendo



wmwzéfmwﬂw@

si puo scrivere
w(z) = w(z) — wy(x)

Per il corollario precedente, risulta

wy € 02(B>

Awy(z) = —f(z), Vze€B
R2
Ora, se |z| <r < R e |y| < —, per ogni fissato r €]0, R| si ha
r

2 2
R+ (_!xHyl) —o<ay> >R+ (—ugy’) —2zly| =

R
REITA
R

cosl
_ R2
I'e C*(B(0,7) x B(0, 7))
e
wy € C*(B(0,7)), Vr<R
quindi

wy € C*(B(0,R))
D’altra parte I'(x,y) = ['(y, x) per ogni z,y € B, e, poiche per z # 0

[(z,y) =T ((f - y)%)

2
con T = (|—|> x, si ha che la funzione y — I'(z,y) & armonica per ogni
x

x € B\ {0}. Di conseguenza
Asunla) = [ ATy =
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- /B AT(y,0)f(y)dy=0  Voe B\ {0}

Ora, essendo wy € C(B), risulta che anche

e quindi

Aw(z) = —f(z), VYr € B

Infine, per quanto riguarda (7it), si osservi che posto

R? — |x]?
ur) =N
risulta
u € C°(RY),
Au(zx) =—-1, VzreB
e

u(x) =0, VYredB

Quindi, per la formula di rappresentazione di Green, si ha

ulz) = / Pla.)uly)doly) - / G, y) Au(y)dy =

:/G(a:,y)dy, Vr € B
B

Allora
()] < sup |f] / G, y)dy —
B B

=sup|flu(r) — 0, per z—y, Vye€dB {
B

Corollario 12.6 B
Sia B = B(0,R) C RY. Siano poi ¢ € C(OB) e f € C2.(B) N C(B),
0<a<1. Allora

u(z) = / Pla)e()doly) - / Gl fwdy (&)
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¢ una funzione di classe C? in B, tale che
Au(z) = f(x), VreB
limu(z) = ¢(y), VYye€dB
T—Y

cioe, la funzione (&) ¢ la soluzione del problema di Dirichlet

Au(z) = f(x), VreB

u(y) = p(y), Vye€oB

Dimostrazione
Segue subito dal corollario precedente e da quanto e stato provato sul nucleo
di Poisson (teorema per la risolubilita del problema di Dirichlet per B).
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13 - Conclusione

In questa tesi abbiamo sviluppato una trattazione del Problema di Dirichlet
per 'operatore di Laplace, utilizzando i metodi classici della Teoria del Poten-
ziale, i quali costituiscono i principi fondamentali che sono poi alla base della
costruzione assiomatica della Teoria stessa. Le fonti principali di questa pre-
sentazione sono stati i trattati di Constantinescu-Cornea e Helms.

A questo lavoro abbiamo premesso un’introduzione storica, che prende spun-
to dalla Storia della Matematica di Bottazzini, sia per descrivere 1'origine del
problema, sia per metterne in evidenza i molteplici aspetti, alcuni dei quali
possono condurre allo studio di altre equazioni, come ad esempio quella del
calore o, piu in generale, quelle del secondo ordine con forma caratteristica
semidefinita positiva.

Precisiamo, infine, che 1'utilizzo dei metodi della Teoria del Potenziale e solo
uno dei possibili approcci alla risoluzione del Problema di Dirichlet. Esistono,
infatti, altri metodi, tra cui quello variazionale, che si basa principalmente
su risultati di Analisi funzionale, per il quale rimandiamo a trattati specifici,
come quello di Gilbarg e Trudinger.
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