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1. Lo spAziO R", METRICA EUCLIDEA E TOPOLOGIA EUCLIDEA.

Fissato n € N indichiamo con R" I'insieme delle n-ple ordinate di numeri reali e
chiameremo punti (o vettori) di R™ i suoi elementi z = (x4, ..., z,), dove z; € R per

ogni j =1,...,n. Pertanto
R"={zx=(v1,...,2,), z; €R, Vj=1,...,n}

Definizione 1.1. Siano z = (z1,...,2,),y = (y1,-..,Yyn) € R™. Definiamo
1) l'uguaglianza v =y se x; = y; per ogni j = 1,...,n.

2) la sommax+y=(r1+Y1, -, Tn+ Yn)

(1)
(2)
(3) Per ogni scalare X € R il prodotto Az = (A1, ..., Ax,)
(4) la differenza x —y =x+ (—1)y

(5) il vettore nullo 0 = (0,...,0)

(6) perognik=1,...,ne,=(0,...,1,...,0) é il vettore con tutte le componenti

nulle tranne la k-esima che vale 1)



DISPENSE DI ANALISI MATEMATICA 2 3

Osservazione 1.1. R™ munito della somma e del prodotto per uno scalare ¢ uno

spazio vettoriale.

Definizione 1.2. Un prodotto interno (prodotto scalare) in R™ ¢ un’applicazione
() :R"xR" =R

con le sequenti proprieta:
i) (x,x) >0 per ogni x € R™ e (z,x) =0 se se solo se x =0
ii) SIMMETRIA

(z,y) = (y,x) per ogni x,y € R"
iii) LINEARITA RISPETTO AL PRIMO ARGOMENTO

Az, z) = Mz, 2) e (x+y,2) = (x,2) + (y, z) per ogni x,y,z € R e A € R

Se (-,-) € un prodotto interno in R™ diremo che (R™,(-,-)) é uno spazio con prodotto

mnterno.

Dalle prorieta ii) e iii) segue la linearita del prodotto interno rispetto al secondo

argomento.

Esempio 1.1. (PRODOTTO INTERNO EUCLIDEO)

L’applicazione cosi definita
<I’,y> = Z:E] y] VI = (xh‘"axn)ay = (y17‘-'7yn) S R"
j=1

¢ un prodotto interno in R™.

Osservazione 1.2. Per ogni x = (x1,...,2,) € R" si ha
n n
T = Zxkek = Z(m, €k ) ek
k=1 k=1
Pertanto {ey, k =1,...,n} é una base di R™ e diremo che R™ ¢é uno spazio vettoriale

di dimensione finita n.
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1.1. Distanza Euclidea. Il prodotto interno Euclideo induce una norma ed una

distanza su R".

Definizione 1.3. La norma Fuclidea é 'applicazione

1R =R, zf] = V{2, 2) =

dove (-,-,) ¢ il prodotto interno Euclideo definito nell’esempio 1.1.

Teorema 1.1. La norma Euclidea gode delle sequenti proprieta:
1) ||z]| > 0 per ogni x € R™ e ||z|| = 0 se se solo se x =0
2) ||Ax|| = |\| - ||z]| per ogni x € R™ e A € R
3) DISUGUAGLIANZA DI CAUCHY-SCHWARZ
[, ) < =l - [lyll per ogni z,y € R"
4) DISUGUAGLIANZA TRIANGOLARE

[z +yll < llzll + llyll per ogni z,y € R

Dimostrazione. Le affermazioni 1) e 2) sono conseguenza di i) e iii).

Per dimostrare 3) per ogni A € R consideriamo
0 < [lz + Ayll* =lll* + 2X{z, ) + A - |yl

che ¢ una disuguaglianza di secondo grado in A, pertanto deve essere A < 0.

D’altronde
A= ((z,y)* — ||z[|* - ly]?

e negativo se e solo se [(z,y)| < ||z - ||y]|-

Per dimostrare 4) utilizziamo la proprieta 3) come segue
0 < [lz +yl* =lz)* + 2(z, y) + [yl
<llzll* + 2llz[Hlyll + -llylI* = (]l + lyl)?,

e poiche ||z + yl| e ||z]] + ||y|| sono quantita positive si ha

[z +yll < [l + llyll
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Definizione 1.4. La distanza Fuclidea ¢é ’applicazione
d:R"xR" - R,

che opera nel sequente modo: ¥ x = (x1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) € R”

n

d(z,y) =z —yll = Ve —yo—y) = | D (0x — us)?
k=1

dove (-,-,) ¢ il prodotto interno Euclideo definito nell’esempio 1.1.

Teorema 1.2. La distanza Fuclidea gode delle sequenti proprieta:

1) d(x,y) > 0 per ogni x,y € R™ e d(z,y) =0 se se solo se x =y
2) SIMMETRIA

d(z,y) = d(y,x) per ogni x,y € R"
3) DISUGUAGLIANZA TRIANGOLARE

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) per ogni z,y,z € R™

Dimostrazione. Dimostriamo solo 3) in quanto le altre proprieta sono banali. Per la
proprieta della disuguaglianza triangolare della norma, si ha
d(z,y) =llz —yll = Iz = 2) + (z = )
<l =zl + |z = yll = d(z, 2) + d(y, ).
O

1.2. Dischi ed insiemi aperti. In questa sezione definiremo i dischi aperti e gli

insiemi aperti di R"™.

Definizione 1.5. Siano xg € R™, ed r > 0,r € R. Definiamo n-disco aperto (o

semplicemente disco) di centro xo e raggio v l'insieme
D(xg,r) ={x € R" : d(z,z0) <1}

dove d ¢ la distanza Fuclidea.
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Definizione 1.6. Sia A C R". Diciamo che xo € A ¢ un punto interno di A se

de > 0 tale che D(zp,e) C A.

Indichiamo con
int A = {xg € A: zgpuntointernodi A}

I’insieme dei punti interni in A.

Diciamo che l'insieme A & aperto se
int A=A,
cioé se ogni punto di A é punto interno in A.

Esempio 1.2. Sono insiemi aperti:

a

®7
b) R",

d

)
)
¢) prodotto cartesiano di intervalli aperti di R
) intersezione finita di aperti,

)

e) unione finita o infinita di aperti.

Definizione 1.7. Sia C' C R". Diciamo che C e chiuso se il suo complementare
C°=R"\C={zeR":z¢C}

¢ aperto.

1.3. Insieme derivato e punti di accumulazione.

Definizione 1.8. Sia 2 C R™. Diciamo che xq € R™ (non necessariamente apparte-

nente ad ) é un punto aderente a ) se Vr >0
D(xg,7)NQ # 2.
Chiameremo chiusura di 2

Q = {9 € R" : 29 punto aderente a )}
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Iinsieme dei punti aderenti a €. Indicheremo inoltre con
FrQ=QnQe
la frontiera di §Q.

Osservazione 1.3. Ogni punto xg € €2 ¢ punto aderente ad €), cioe vale sempre

Uinclusione © C Q.

Proposizione 1.1.

Q¢ =R"\ int Q.
Dimostrazione. x € Q¢ se e solo se per ogni r > 0, D(x,r) N Q° # &, ovvero
(1) @ # D(x,r)N(R"\ Q) = D(x,r)\ Q.
la condizione (1) & equivalente a x ¢ int Q. O

Proposizione 1.2.

FrQ=0Q\intQ

Dimostrazione. Se v € FrQ allorax € Qe x € Q¢ =R\ Q = R"\ int Q. Viceversa,
ser € Q\intQalloraz € NexeR\intQ=0Qc O

Proposizione 1.3. Sia (2 CR". Sono equivalenti le sequenti affermazioni:
i) Q=0
i) FrQ C Q
i) FrQNQc =g
)

iv) Q ¢ chiuso

Dimostrazione. Basta osservare che vale sempre l'inclusione int 2 C € C ) e che

FrQ = Fr (Q°). O

Definizione 1.9. Sia Q2 C R™. Diciamo che xg € R™ (non necessariamente apparte-

nente ad §2) é un punto di accumulazione per ) se ¥ r > 0

D(zo, )N (2\ {zo}) # 2.
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Chiameremo derivato di )
D(Q) = {zo € R" : zy punto di accumulazione per )}
I'insieme dei punti di accumulazione per Q.

Proposizione 1.4. Sia Q C R". Sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(i) xo € un punto di accumulazione per )

(ii) Vr > 0 linsieme D(xg,r) N (Q\ {zo}) contiene infiniti punti.

Dimostrazione. Ovviamente (ii) implica (i). Per dimostrare il vicerversa supponiamo

per assurdo che esistano un » > 0 e k € N tali che

D(zo,m) N (2\ {z0}) ={a1,...,ax}.

Posto
0 = min{d(zg,a1),...,d(xg,ax)}
risulta
D(x0,6/2) N (2\ {zo}) =@
e questo contraddice (i). O

2. LIMITI PER FUNZIONI DI PIU VARIABILI.
2.1. Limiti. In quanto segue Q CR" z0 € D(Q) e f: Q — R.

Definizione 2.1 (LIMITE DI UNA FUNZIONE). Diciamo che f(z) tende ad un valore

reale A\ € R per x che tende a xq se
(2)  Ve>0 36.>0tale che |f(x) — A <e Va & D(xg,d:)N(2\{z0}).

In tal caso scriveremo

lim f(x) =\

T—T0

o equivalentemente
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Osservazione 2.1. La condizione (2) si puo anche scrivere
Ve >0 36, > 0tale che D(xp,6:) N (Q\ {zo}) C{x e R": |f(x) — \| <e}.

Esempio 2.1. Sia f: R* - R, f(z1,72) = 22 + 23. Si ha lim,_o f(x) = 0. Infatti,

per ogni € > 0, se vogliamo che valga l'inclusione
D(0,0.)\ {0} C {x = (21,25) € R? : 2% + 25 < ¢} = D(0, e)
¢ sufficiente scegliere 5. = +/e.
Proposizione 2.1 (UNICITA DEL LIMITE). Se esiste lim, .., f(x) allora é unico

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistano due numeri reali distinti A, «,

A # « tali che valga (2) e
Ve >0 34 > 0tale che |f(x) —a| <e Va € D(xg, )N (Q\ {xo}).
Allora, per ogni € > 0, posto 6. = min{d,,d'}, si ha
A —al <[A= @) +[f(x) —af <2
per ogni x € D(zg,6.) N (2 \ {z0}). Per ¢ = |\ — a|/4 si ottiene I'assurdo
A —al < |X—al/2.
0

Definizione 2.2 (LIMITE +00). Diciamo che f(x) tende a +00 per x che tende a

Ty se
(3) VM >0 36 > 0tale che f(x) > M Yax € D(xo,6)N(Q2\ {xo}).

In tal caso scriveremo

lim f(z) = +o0.

Tr—X0
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Definizione 2.3 (LIMITE —o0). Diciamo che f(x) tende a —oo per x che tende a

T se
(4) VM € R 36 > 0tale che f(z) <M Vaz € D(xy,0)N(2\ {z0}).

In tal caso scriveremo

lim f(z) = —oc.

T—x0

In seguito indicheremo con R = R U {Foo}.
Sia ora B C Q. Indichiamo con f|p : B — R la funzione di restrizione definita da
fle(z) = f(x) per ogni x € B. Dalla Proposizione 2.1 di unicita del limite segue la

seguente

Proposizione 2.2. Se lim, .., f(z) = A € R allora per ogni B C Q tale che
xog € D(B) si ha
lim f|g(z) = A

T—xo

Osservazione 2.2 (CRITERIO PER STABILIRE LA NON ESISTENZA DEL LIMITE).

Siano By, By C Q) tali che xy € D(B1) N D(By) e

mh—>Hm10f|Bl (.17) 7é mh_{gof|32($)'

Allora Hlim,_.,, f(z).
Esempio 2.2. Sia f: R*\ {0} = R, f(z,y) = % Posto
24y
By, = {(z,mx):x # 0,2 € R}

per ogni m € N, risulta B,, C R*\ {0} e 0 € D(B,,) per ogni m € N. Poiché
ol 4 mlal _ 14m

/ \/x2+m2x2_\/1+m2

B (2, y) = [, mz) =

risulta
1+m

I o tm
e (0) =

Pertanto il limite della restrizione di f a B,, dipende da m e dunque possiamo

concludere che Plim,_o f(z).
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Per i limiti di funzioni di piu variabili reali valgono le stesse proprieta elementari

dei limiti per funzioni di una variabile reale. Precisamente, se

f(z) — AeR, g(z) — a€eR

T—T0 T—To

a) (f+9)2) ——A+a

b) se (A, a) # (:Foo 0) allora (f - g)(x )m)\-a
c) |f(@)] —— [l
)

T—XT0

d) se A # 0 allora 575 —— 1/A.

i) P

Sono invece indeterminati i limiti del tipo

Nel caso di limiti indeterminati possono essere utili i seguenti teoremi.

Teorema 2.1 (I TEOREMA DEL CONFRONTO). Sia xo € D(2). Se esiste 6 > 0 tale
che

f(x) < g(x) < h(x) Ve D(wo,d)N(Q2\{xo})

e f(x) —— A\, h(z) —— X allora

T—T0 T—x0

3 lim g(z) = A

T—T0

Dimostrazione. Per la condizione (2) per ogni € > 0 esistono d. e 0. positivi tali che
h(z) < X+e, Yae D(xg,d)N(2\{xo})
AN—e < f(x), VYae D(xg,d)N(Q\{zo}).

Posto §” = min{d, d., 0.} per ogni z € D(zg,9”) N (Q\ {zo}) si ha

A—e< f(z)<g(x) <h(z) <A+e

e dungue lim,_,, g(x) = . O
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Teorema 2.2 (II TEOREMA DEL CONFRONTO). Sia zg € D(Q). Se esiste § > 0
tale che

l9(x)] < h(x) Ve D(x,d) N (2N {zo})

e h(z) —— 0 allora

T—T(
3 lim g(x) =0

T—x(
Dimostrazione. Poiche la condizione |g(x)| < h(z) & equivalente a —h(z) < g(x) <

h(z), basta scegliere nel I Teorema del confronto f(z) = —h(z). O

Teorema 2.3 (TEOREMA DELLA PERMANENZA DEL SEGNO). Sia zg € D(Q2). Se

3 lim f(z)=A>0

T—T0

allora esiste 6 > 0 tale che
flz) >0 Vae D(x,0)N(Q2\{zo}).

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla condizione (2) scegliendo ad esempio

e=\/2. O
Osservazione 2.3. Utilizzando il cambiamento di variabile y = x — x¢ st ha che

3 lim f(zx)=A€ER

T—T0
se e solo se

3 lir%f(y+xo):A€R.
y;}

2.2. Limiti per funzioni vettoriali. Siano Q2 C R", 2y € D(Q) e sia f una
funzione vettoriale f : @ — R™, f = (f1,..., fin). Ogni componente f; di f ¢ una

funzione da 2 a R.

Definizione 2.4. Diciamo che

lim f(x)=A=(A1,...,\n) €R"

T—T0

se

(5)  Ve>0 34, > 0tale che d(f(x),\) <e Vaxe& D(xo,d)N 2\ {zo}).
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In (5) d ¢ la distanza Euclidea in R™, e D(-,-) ¢ il disco della metrica Euclidea in
R™.

Vale la seguente caratterizazione per il limite di funzioni vettoriali.

Proposizione 2.3. Una funzione vettoriale f = (f1,..., fm) ha limite se e solo se

ogni sua componente f; ha limite reale per ogni j =1,...,n.

Dimostrazione. Se vale la condizione (5) allora Ve > 0 3. > Otale che

(@) = X < | D (ful@) = )2 = d(f(x),\) <& Va € D(xo,6.) N (2N {xo})
k=1
per ogni j =1,...,m. Dunque ogni componente f; verifica la condizione (2).

Viceversa, se ogni componente f; verifica la condizione (2) per ogni € e per un

opportuno 59 ), posto

6. = min{sM, ... 5™}

d(f(x),N) = (| Y (fule) = M)? < (| D e?=evm V€ D(w,0.) N (Q\ {0})
k=1 k=1
e dunque f verifica la condizione (5). O
Teorema 2.4 (Limite della composizione). Siano f: A — R™, A CR", xy € D(A),
lim, .., f(z) =y, e BCR™, yo € D(B), g: B— RP, lim, ., g(y) = 2. Se yo ¢ B
oppure yo € B e g(yo) = zo allora

lim (g o f)(z) = lim g(f(z)) = 2.

P T—x0
Esempio 2.3. Sia f : R — R, f(x) = 0 per ogni x € R, e sia g : R — R cosi
definita

1, sey=0;

0, sey#0.
Si ha limy o g(y) = 0 # lim, o g(f(x)) = g(0) = 1.

9(y) =
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2.3. Esercizi sui limiti.

(1) Determinare il dominio €2 della funzione f e stabilire se esiste

lim x,
(z,y)—(0,0) fz.y)

nei seguenti casi:

(2) f(z,y) = 5%
R. Q = R%\ {0}, il limite 7.

T 2
(b) f(x,y) = (;212)2

R. Q =R?\ {0}, il limite & +oo.

(C) f(‘r7y) = :Eingy/+y2

R. Q = R?\ {0}, il limite 3.
(d) fla,y) = it

R. Q = R%\ {0}, il limite 7.

T 2_ 232
(e> f(x,y) = 93222:03-1-3/2
R. Q = {(z,y) € R? : v # %y}, il limite 7.

3,2

(f) f(x,y) = ;é_gy4

R. Q = R%\ {0}, il limite 7.

R. Q = R?\ {0}, il limite vale 0.

R. Q =R?\ {0}, il limite vale 0.

(i) flz,y) = zy? In(2? + y*)
R. Q =R?\ {0}, il limite vale 0.
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R. Q =R?\ {0}, il limite vale 0.

R. = R?\ {0}, il limite 3.

R. Q =R?\ {0}, il limite vale 0.

R. Q = {(z,y) € R? : y > 0}, il limite .

R. Q= {(x,y) € R?:y > 0}, il limite .

Suggeriamo la referenza [1] per gli esercizi svolti su questo argomento.

(2) Determinare il dominio della funzione f e stabilire se esiste

f(x7 y? Z)

lim
(2,9,2)—(0,0,0)

nei seguenti casi:

(a) f(x,y, Z) - wzfy%z_,_zz

R. Q =R?\ {0}, il limite vale 0.

() (5,9, 2) = =iy
R. Q= {(z,y,2) € R®: (x,9) # 0}, il limite .

_ zsiny
(c) f(x,y,2) = S
R. @ =R3?\ {0}, il limite vale 0.

(d) f(2,y,2) = zIn(2® +¢?)
R. Q= {(z,y,2) € R3: (x,y) # 0}, il limite 7.
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O Se92) =
R. = R*\ {0}, il limite 3.

3. SUCCESSIONI DI R™. INSIEMI SEQUENZIALMENTE COMPATTI

Definizione 3.1. Sia (x;) una successione di elementi di R™. Si dice che (xy) é

convergente a x € R™ rispetto alla metrica euclidea d se

lim d(zg, x) =0,

k—o0

cioé se per ogni € > 0 esiste un k. € N tale che d(xy,z) < & per ogni k > k..

In tal caso scriveremo limy_.o x = x, oppure r, — .
k——+o0

Teorema 3.1 (Unicita del limite). Se x, - T, Tk — y allora x = y.
— =400 —400

Dimostrazione. Per la disuguaglianza triangolare della distanza Euclidea d

d(z,y) < d(z,zx) +d(zg, y) —— 0.

——+00

O

Corollario 3.1. Sia (z;) una successione convergente a v € R™. Allora per ogni

sottosuccessione (xp,) di (xy) si ha

lim z), = .
k—o0

Definizione 3.2. Una successione (xy) di elementi di R" si dice di Cauchy se

lim d(zg,z,) =0.

k,m—o00

Teorema 3.2. Se (vy) ¢ una successione convergente a v € R" allora (zy) ¢ di

Cauchy.

Dimostrazione. Per la disuguaglianza triangolare si ha

d(Tg, ) < d(zg, ) + d(x, 2)7) —— 0.

k,m—-+o00
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Il seguente teorema permette di stabilire se una successione ¢ convergente senza

conoscere 1l valore limite.

Teorema 3.3 (Completezza sequenziale di R™). Se (xy) € una successione di Cauchy

in (R™,d), allora esiste x € R" tale che xy o
—400

Dimostrazione. Se (xy) € una successione di Cauchy, allora per I’Osservazione 1.2 si

ha che per ogni € > 0 esiste un k. € N tale che

n
(2 = T, )] < d(p,zm) = | Y [(@h — T ej)|> <& Ym,k > ke,
j=1
dunque per ogni fissato j = 1,...,n la successione di numeri reali ({(x; — ,, €;)) €

di Cauchy in R e per la completezza di R [5] esiste \; € R tale che

T, €5) —— A\j
< k> J) kotoo D
cioé per ogni ¢ esiste k;. tale che |(zg,e;) — ;| < € per ogni k > k;.. Sia ora

A= (A1,..., Ay). Per ogni € > 0 sia k. = max{ki.,..., k,.}. Allora per ogni k > k.

d(zp, N) = | D zw, ) = N> < ev/n
j=1

e dunque z, — A O
k——4o00

La nozione di limite di una successione in (R",d) consente di dare una caratter-

izzazione sequenziale della chiusura di un insieme di R".

Proposizione 3.1. Sia A C R"™. Sono equivalenti

(i)recA
(ii) esite una successione (xy) di punti di A tale che xy o
— 400
Dimostrazione.

(i)=> (ii): Se = € A allora per ogni k € N D(z,1/k)N A # & e dunque esiste
almeno un elemento z, € D(z,1/k) N A. (x)) € una successione di elementi

di Aexy P perche d(zg, z) < 1/k — 0
——400 ——400
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(ii)= (i): Se esiste una successione (zj) di punti di A tale che zy 7
— 400

allora per ogni ¢ > 0 esiste un k. tale che d(zy,z) < e per ogni k > k.. Ma

allora per ogni ¢ > 0 esiste un k. tale che x; € D(x,e) N A per ogni k > k.

e dunque z € A.

3.1. Insiemi compatti.

Definizione 3.3. Un insieme A C R" si dice compatto (o sequenzialmente compat-
to) se da ogni successione () di elementi di A si puo estrarre una sottosuccessione

1

(xp,) - convergente ad un elemento x € A.

Definizione 3.4. Un insieme A C R" si dice limitato se esiste M > 0 tale ||z|| < M

per ogni x € A.
Il seguente teorema fornisce una caratterizzazione degli insiemi compatti.
Teorema 3.4. Un insieme A C R™ é compatto se e solo se & chiuso e limitato.

Dimostrazione.

compatto = chiuso: Sia z € A, allora per la Proposizione 3.1 esiste una
successione (zy) di elementi di A tale che xy, e * Per la compattezza
di A esiste una sottosuccessione zj, convergente ad un elemento y € A. Per
I'uicita del limite # = y € A. Ma allora A C A e dunque A = A, cioe A ¢
chiuso.

compatto = limitato: Supponiamo per assurdo che per ogni k£ € N esista
un elemento z € A tale che ||zx|| > k. La successione (xj) ammette una

sottosuccessione (x5, ) convergente ad un elemento y € A. Ma allora esiste

un k; € N tale che per ogni k& > k;

k< hie < lzn [l < llzn, = yll + [lyll < 1+ [lyl]

! Ricordiamo che per una sottosuccessione la famiglia di indici {hs, k € N} C N & tale che hy > k

per ogni k € N.
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e questo e assurdo perche il termine a destra della disuguaglianza e limitato
mentre k si puo prendere arbitrariamente grande.

chiuso e limitato = compatto: sia (z;) una successione di elementi A, al-
lora esiste M > 0 tale che ||zgx|| < M per ogni k£ € N. Ma allora per
ogni j = 1,...,n la successione delle componenti j-esime ((xy,e;)) € lim-
itata in R e per il Teorema di Bolzano Weierstrass reale esiste una sotto-
successione ((zp,,e;)) convergente ad un elemento A\; € R per k — oo. Sia
A= (A1,...,\,). Procedendo come nella dimostrazione della completezza se-
quenziale di R™ si prova che zj, converge a A per kK — oo. Per la Proposizione

3.1 segue che \ € A e poiche A ¢ chiuso A = A e dunque )\ € A.

4. FUNZIONI CONTINUE

Definizione 4.1. Sia f : A — R™ con A C R™. Diciamo che f é continua in xy € A

se
(6) Ve>0 36.>0taleche d(f(x),f(xg)) <e V€ D(xg,d.)NA.

Diciamo che f ¢ continua in A se é continua in ogni punto o € A. Indicheremo

con C(A,R™) linsieme delle funzioni f : A — R™ continue in A.

Osservazione 4.1. Se g € AND(A) la condizione (6) é equivalente alim,_,, f(x) =

f (o).
Se invece xy € A\ D(A) allora esiste un 6 > 0 tale che D(xg,0.) N A = {xo} e

dunque la condizione (6) é sempre verificata.
Il seguente teorema fornisce una caratterizzazione delle funzioni continue.

Teorema 4.1. Sono equivalenti le sequenti affermazioni:
(i) f ¢ continua in A
(ii) Per ognixy € A e per ogni disco D(f(xg),e) C R™ esiste un disco D(xg, d.) C
R" tale che D(zg,0.) N A C f~(D(f(z0),¢)) .
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(iii) Per ogni aperto U C R™ esiste un aperto V-C R™ tale che f~1(U) =V N A.

(iv) Per ogni chiuso U C R™ esiste un chiuso V.C R™ tale che f~1(U) =V N A.
Dimostrazione. Le implicazioni (i)<=> (ii)<=(iii) sono banali. Per dimostrare che
(il)==(iii) sia U un aperto di R™, allora per ogni y € U esiste un € > 0 tale che
D(y,e) C U. Sia y = f(x) per qualche z € f~1(U) e sia §. > 0 tale che vale (ii).
Posto V' = ,c-11r) D(,0c), s ha che V' & aperto e

fFlwycvna= |J Dé)nAc fi(U)
zef~1(U)

L’equivalenza di (iii) e di (iv) segue da
) =VNA= fFH{U)=VNnA

O

Teorema 4.2. La somma, il prodotto e la composizione di funzioni continue sono

funzioni continue.
4.1. Insiemi connessi per archi.

Definizione 4.2. Diciamo che un insieme 2 C R"™ é connesso per archi se per ogni
Ty, Ty €  esiste un’applicazione continua 7 : [0,1] — R" tale che v(0) = x1,7(1) =

xo e y(t) € Q per ogni t € [0, 1].
Osservazione 4.2. Gli insiemi connessi per archi di R sono gli intervalli.

4.2. Teorema di Bolzano Weierstrass. In questa sezione dimostriamo una pro-
prieta notevole delle funzioni continue: le funzioni continue conservano la connes-

sione per archi e la compattezza.

Teorema 4.3 (Teorema di Bolzano). Sia A C R™ connesso per archi e sia f : A —

R™ continua. Allora f(A) é connesso per archi.

Dimostrazione. Siano y1,y2 € f(A). Allora esistono x1,z5 € A tali che f(z;) =

y1, f(x2) = yo. Siccome A & connesso per archi esiste una funzione continua = :
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[0,1] — A tale che v(0) = z1,v(1) = x9. Staoral' = foy.SihacheI':[0,1] — f(A)
¢ continua e I'(0) = f(7(0)) = f(x1) = y1, e I'(1) = f(v(1)) = f(z2) = y2. Dunque

f(A) & connesso per archi. O

Teorema 4.4 (Teorema di Weierstrass). Sia A C R"™ compatto e sia f: A — R™

continua. Allora f(A) é compatto.

Dimostrazione. Sia (yx) una successione di elementi di f(A). Allora esiste (xy)
successione di elementi di A tale che f(xy) = yx per ogni k& € N. Siccome A &
compatto, dalla successione (xj) si pud estrarre una sottosuccessione convergente
(xh,), Tn, T E A. Si ha che (yp,) = (f(xp,)) ¢ una sottosuccessione di (yx) e

per la continuita della funzione f
Yh, = f(xhk) g f(x) € f(A).
Dunque f(A) & compatto. O

Corollario 4.1. Sia A C R™ connesso per archi e compatto e sia f : A — R

continua. Allora

F(A) = [min £, mas ]

4.3. Esercizi sulla continuita.

(1) Stabilire se la funzione f : R* — R ¢ continua in R? nei seguenti casi:

(a) fz,y) = Va? +y°

R. f e C(RQ,R)_
(b) flz,y) = 2 (@,y) #(0,0)
0,  (x,9)=(0,0)

R. f non & continua in (0, 0).
(c) f(z,y) = F, (w,y) #(0,0)

0, (a:,y) = (070)
R. f € C(R*R).
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(

x In(2? 3, (=, 0,0
(@) Foy) = (@* +¢7), (2,9) #(0,0)
0, (m,y) = (070)
R. f € C(R*R).
1, x?
© fayp={ " "7
\0, y < a?
R. f ¢ C(R%R).
© fay =V
0, y < x?
R. f € C(R*R).
In((z —1)? 3, (x, 1,0
@ ey AE DL G £ 0.0

(z,y) = (1,0)
R. f non ¢ continua in (1,0).

5. CALCOLO DIFFERENZIALE.

In questa sezione estendiamo il concetto di derivata a funzioni di piu variabili

reali.

5.1. Derivate direzionali, derivate parziali e Gradiente.

Definizione 5.1. Siano 2 C R" aperto, f : Q@ — R, e u € R™. Diciamo che f &

derivabile in x € Q nella direzione u € R™ u # 0, se esiste il limite del rapporto

incrementale

In tal caso chiameremo derivata direzionale di f rispetto u in x

of
ou

(x) = lim

[z +tu) = f(x)
t

Le derivate direzionali nella direzione degli elementi della base canonica {e;, j =

1,...,n} di R® hanno un ruolo privilegiato.
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Definizione 5.2. Siano 2 C R"™ aperto, f : Q@ — R. Diciamo che f é derivabile
parzialmente rispetto a x; in x € Q se ¢ derwabile nella direzione uw = e; in x € €.

In tal caso chiameremo derivata parziale di f rispetto a x; in x

OF (1) _ i L 100) = 1 (2)

8_37]- t—0 t

Osservazione 5.1. Osserviamo che

LA CES RS ()
axj t—0 t
:}fh%f(xh...,xj+t,...,xn1—f(xl,...,xj,...,xn)

e un limite di un rapporto incrementale che coinvolge solo la variabile x;, mentre le
altre rimangono costanti. Pertanto per calcolare la derivata parziale rispetto a x;j,
st constderano le altre variabili costanti e si usano le regole di derivazione per una

funzione di una variabile reale.

Esempio 5.1. Sia f(x,y) = y2® + 2. Si ha

0

5£Cuy)=2xy+1

0

Loy =
Definizione 5.3. Sia 0 C R” aperto e sia f : 0 — R derivabile parzialmente in
x € Q) rispetto a x; per ogni j = 1,...,n. Si chiama gradiente di f in x il vettore

of of
\Y === . .
10 = (3w, )

Mentre la derivabilita in un punto per funzioni di una variabile reale assicura
la continuita, esistono funzioni di piu variabili reali che hanno tutte le derivate di-
rezionali ma non sono continue. Questa e una conseguenza del fatto che per stabilire
I'esistenza delle derivate direzionali facciamo dei limiti di rapporti incrementali lungo

delle rette, che sono particolari restrizioni.

Esempio 5.2. Consideriamo la funzione

— 2
flz,y) = by = Al

0, altrimenti.
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La funzione f non ¢ continua in (0,0) perché non esiste lim y 4 —(0,0) f(x,y), mentre
per ogni vettore u € R"

OF (0.0 — tag 100 = SO

=0.
8u t—0 t

5.2. Funzioni differenziabili. Una condizione pit forte dell’esistenza delle derivate

direzionali ¢ la seguente.

Definizione 5.4. Sia Q0 C R" aperto e sia f : 2 — R deriwabile parzialmente in

x € § rispetto a x; per ogni j = 1,...,n. Diciamo che f ¢ differenziabile in x € Q
se
. L fa R~ f@) (V@)

h—0 il

Ricordiamo che ||h|| = /375, I3 ¢ la norma Buclidea di un vettore h = (hy, ..., h,) €
R"™.

Se wvale la condizione (7) chiameremo differenziale di f in x l'applicazione lineare
df(2) R R, df(z)(h) = (Vf(x),h), Vh € R".
La condizione (7) & equivalente alle seguente: per ogni h € R" tale z + h € Q

(8) fla+h) = f(2) + (Vf(z),h) +wh)|[hll. dove w(h) —=0

che esprime il fatto che possiamo approsimare la funzione f con un polinomio di I

grado in h a meno di infinitesi di ordine superiore a ||h||.

Osservazione 5.2 (Differenziabilita per funzioni di una variabile). Sia f : R — R.

eI — i

Se f & una derivabile in un punto x allora limy_.g x), e dunque

o L@ 1) = fla) = f'a) b
h—0 h

cioé [ e differenziabile in x e df (x)(h) = f'(z) - h per ogni h € R.

Esistono pero funzioni di piu variabili reali che hanno tutte le derivate direzionali,

sono continue ma non sono diffrenziabili.
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Esempio 5.3. Sia f:R? — R,

flz,y) =
0, (z,y) =0
Per ogni w = (uy,uz) # (0,0) si ha
3,3 3
AT ) T S
du =0 t3(uf +u3)  (uf +u3)

e dunque V f(0,0) = (1,0), ma non esiste il limite per (x,y) — 0 di

3

f(@,y) = £(0,0) = (VF(0,0), (z,9))  wrz =T  a®—a(2® +y?)

N Vit (@

come si vede facilmente col metodo delle restrizioni, e dunque f non é differenziabile

in (0,0).

Teorema 5.1. Se f: ) — R é differenziabile in x € Q allora f e continua.
Dimostrazione. Dalla condizione (8) segue che

lim f(z 4+ h) = lim (£(2) + (Vf(2). b} + w(B]|Al]) = f(z)
perche per la disuguaglianza di Cauchy Schwarz

[(VF(), | < IV f@)HIA]] —— 0.

5.3. Matrice Jacobiana e differenziale per funzioni vettoriali.

Definizione 5.5. Sia Q@ C R"™ aperto e sia f : Q — R™ f = (f1,..., fm), € fx

derwabile parzialmente in x € S rispetto a x; per ogni j = 1,...,n, e per ogni
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k=1,...,m. Si chiama matrice Jacobiana di f in x la matrice m X n
@) = (L@ - L@ )
Vfl(a:)
an(l‘)
%(m) %(m)
%fTT(x) ng’:(x)

Definizione 5.6. Sia Q@ C R"™ aperto e sia f : Q — R™ f = (f1,-., fm), € [x

deriabile parzialmente in x € ) rispetto a x; per ogni j = 1,...,n, e per ogni
k=1,...,m. Dictamo che f é differenziabile in x € () se
h) — —J -h
(9) S i L) — @) = Jp() R
h—0 |17l

dove - ¢ il prodotto matrice per vettore.

Se vale la condizione (9) chiameremo differenziale di f in x l’applicazione lineare
df(z) : R" = R™, df(x)(h) = Jg(x)-h, Vh € R".

Teorema 5.2. Sia Q C R" aperto e sia f: ) — R™. Siax € QeT :R*"— R™

un’applicazione lineare tale che

flz+h) = f(z) =T(h)

(10) 3 lim — 0.
h—0 17|
Allora f ¢ differenziabile in x e T = df (z).
Dimostrazione. Posto
— -T
e (G R
11| h—0

risulta per ogni h tale che z + h € 2

f(@+h) = f(x) = T(h) +w(h)|Al]
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e dunque per h = te;

of
——(x) = lim
85Ej( ) t—0 t
tT(e;) +wl(te;)|t
i ) )
t—0 t
Dunque f ¢ parzialmente derivabile in z rispetto a x; per ogni j = 1, ..., n ed inoltre

aanj(x) = T(e;). Ma allora per ogni h € R, h = 37 | hje; si ha per linearita

ZTe]h—Zaxj Ji(x) - h

T. 0J

e dunque f e differenziabile in z e df (x)

Teorema 5.3 (Composizione di funzioni differenziabili). Siano Q2 C R",O C R™
imsiemi aperti, f:Q — O, eqg:0 — RP, fdifferenziabile in x € €, g differenziabile
in f(x). Allora go f ¢é differenziabile in x e d(g o f)(x) = dg(f(x)) o df (z). Inoltre,

Jgor(x) = Jy(f(2)) - Jf(2).
Dimostrazione. Per ogni h € R™ tale che  + h € Q si ha per (9) e (8) che

(11) f(@+h) = f(x) + df (x)(h) + w(h)|[A]l,  w(h) —0.

h—0

Inoltre, per ogni v € R™ tale che f(x) +v € O si ha

(12)  g(f@)+v) = g(f(@)) = dg(F(@)(0) + er(0)[jo], w(v) —0.
Scegliamo ora v = df (z)(h) + w(h)||h|| in (12) e per (11) otteniamo
9(f (@ + 1) = g(F(2) =9(f (@) + df (2)(B) + w(B)A]) - g(f (=)
=dg( (@) (f () (k) +w(B)|A]))
o (df @) () + wIA) ) |af @) () + w0l
Posto

dg(F @) @W)IR) +wn (df @)(0) +w) A ) |[df (@) () + w(m) 0]l
Il

— dg(f(@)w(h) +wi (df@)(0) +w@)h])) | df @)/ IA]) + w(h)|

CUQ(h) =
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risulta wy(h) — 0 e dunque gof ¢ differenziabile in x e d(go f)(z) = dg(f(x))odf (x)
¢ 'applicazione che per ogni h € R™ opera nel seguente modo:
d(g o f)(@)(h) = Jo(f(2)) - Jp(z) - h.

Allora, per il Teorema 5.2, necessariamente

Jgon) (@) = Jy(f(@)) - T (2).

Corollario 5.1. Nelle ipotesi del Teorema 5.3 conn =p =1 si ha
(g0 f)(x) = (Vg(f(x)), ['(x)).

Definizione 5.7. Siano x,y € R". Si chiama segmento di estremi x e y l'insieme
[z.y] ={z+ iy —=), t €[0,1]}

Definizione 5.8. Un insieme A C R" si dice convesso se per ogni x,y € A il

segmento di estremi x ey e contenuto in A.

Teorema 5.4 (Teorema del valor medio). Sia Q un aperto di R" e sia f: Q2 — R
differenziabile in ogni punto di Q2. Allora per ogni x,y € Q tali che [z,y] C Q esiste

un z € [x,y| tale che

fy) = f(z) =(Vf(2),y — x)

Dimostrazione. Sia F(t) = f(x+t(y—=x)), per ognit € [0,1]. Si hache F': [0,1] — R
¢ differenziabile in |0, 1] e continua in [0,1] e F(0) = f(z),F(1) = f(y). Per il
teorema del valor medio di Lagrange per funzioni di una variabile reale (si veda ad

esempio [5]) esiste un 7 €]0, 1] tale che
fly) = f(z) = F(1) = F(0) = F'(7)
e per il Corollario 5.1

Fi(r) = (Vf(z +7(y —x)),y — x)

basta dunque scegliere z = x + 7(y — x) per ottenere 'asserto. 0
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5.4. Funzioni di classe C"'.

Definizione 5.9. Sia Q C R" aperto. Indichiamo con C*(Q,R) la classe delle

funzioni f : Q — R derivabili parzialmente rispetto a x; per ogni j =1,...,n e per

ogni x € ) e tali che le derivate parziali % sono funzioni continue in §2 per ogni
J

j=1...,n.
Teorema 5.5. Se f € C1(Q, R) allora f ¢ differenziabile in ogni punto di §2.

Dimostrazione. Lo dimostriamo nel caso n = 2. Per ogni « € 2 e per ogni h =
hier 4 hoey € R? tale 4+ h € Q, per il Teorema del valor medio per funzioni di una

variabile reale esistono 7, 75 €]0, 1] tali che
flx+h)— f(x) = f(x + hies + hoea) — f(z + haes) + f(z + hoes) — f(x)

0 0
f ( + T1h161 + h262)h1 —+ a—f(l’ + Ttheg)h

@(L’l )

of of
= S (@ + 5 (@)ha + ()]

dove, per la continuita delle derivate parziali,

0 0
() = (af (o4 mives + ) — (o >) o]

0 0
+ (S naer) = L)) el 1 0

Dunque f ¢ differenziabile in x. La dimostrazione si estende facilmente al caso n >

2. 0J

Esempio 5.4. La funzione

2?sin(1/x), sex #0
ray = /), e #

0, sex =0
¢ differenziabile in ogni punto ma non ¢ di classe C*(R,R). Infatti

Fla) = 2xsin(1/x) —cos(1/x), sex #0

0, sex =10

non ¢ continua in 0.
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5.5. Funzioni di classe C*. Sia Q C R" aperto e f : Q — R. Indichiamo con

o/ (z) = 2220 (z). Si chiama matrice Hessiana di f la matrice n x n

Oz 0x; Oxy, Ox;
02 02
83618];1 (I) to 8xngml (I)
Hy(x) = 3 :
0? 0?
&Elafzn (J}) T Bwngmn( )

Indichiamo con

0 f
2(Q,R) = HQ,R) : QR)VE j=1,...,n}.
COR) = {f € COR): g € COR) Y j=1,...m)
In maniera analoga definiamo per ogni m € N;m > 2
Cm(Q,R):{feCm‘l(Q,R):%ecm‘l(Q,R)szl,...,n}.
k

Teorema 5.6 (Formula di Taylor per funzioni di classe C? con resto secondo La-
grange). Sia Q C R™ aperto, f € C*(Q,R). Per ogni x,y € Q tali che [x,y] C Q
esiste z € |x,y] tale che
1
fly) = f@) +(Vf(@)y —a) + 5 (Hs(2)(y — ),y — @)

Dimostrazione. Sia F': [0,1] - R F(t) = f(x+t(y—x)). Siha F(0) = f(z), F(1) =
f(y),e f e C?*]0,1[)NC([0,1]). Per la formula di Taylor per funzioni di una variabile

reale (si veda ad esmpio [5]) esiste un 7 €]0, 1] tale che

F(1) = F(0) + F/(0) + 5 F"(7)

e per il Corollario 5.1

F(r) = (Vi@ +7(y—a))y—z), F'(7)=Hsi@x+7(y—2))(y—z)y—mz)

Corollario 5.2 (Formula di Taylor per funzioni di classe C? con resto secondo

Peano). Sia 2 C R™ aperto, f € C*(Q,R). Per ogni x €

fly) = @) +(Vf(x),y —x) + %(Hf(fc)(y — ).y — ) +olly — 2|*)

per y — .
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5.6. Massimi e minimi relativi liberi.

Definizione 5.10. Siano 2 C R" aperto e f : Q — R. Diciamo che xoy € €1 € un

punto di minimo relativo per f se esiste un § > 0 tale
flzo) < f(x) Va e D(x,d)NE

Diciamo che xy € Q ¢ un punto di minimo relativo stretto (o forte) per f se esiste

un 6 > 0 tale
flzo) < f(x) Ve D(xg,d)N(2\{zo}).

Diciamo che z¢ € Q) é un punto di massimo relativo per f se esiste un d > 0 tale
f(zo) > f(x) V€ D(x,0)NQ.

Diciamo che xo € 0 € un punto di massimo relativo stretto (o forte) per f se esiste

un 0 > 0 tale
f(zo) > f(x) Vae& D(x,0)N(Q\{zo}).

Si chiamano estremanti relativi © punti di massimo o minimo relativo.

Teorema 5.7. Sia Q@ C R” aperto e f : Q2 — R. Sia xy € Q0 un punto estremante
relativo per f e supponiamo che per un vettore non nullo u € R" esista %(mo).

Allora

Dimostrazione. Sia xy un max relativo per f e sia § > 0 tale che D(z0,d) C Q e
f(z) < f(xo) per ognix € D(z,0). Posto I =|—3§/||ul|,d/||ul|[ definiamo F : I — R,
F(t) = f(zo+ tu). Si ha che F(t) < F(0) = f(x) per ogni t € I e F' ¢ derivabile in
0. Per il Teorema di Fermat per funzioni di una variabile reale (si veda ad esempio

[5]) F'(0) = 0 e poiche

F/(O) — lim f(xO + tu) — f(xO) _ af
t—0 t t—0 t ou

si ha %(mo) = 0. O
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Definizione 5.11. Siano 2 C R" aperto e f : 0 — R. Un punto xq € 2 st dice
punto critico per [ se esiste V f(xq) € V f(x9) = 0.

Corollario 5.3. Siano 2 C R™ aperto e f : Q@ — R. Se xy € Q ¢ un punto

estremante relativo per f allora xo e un punto critico.

In generale non vale il viceversa del Corollario 5.3, come mostra il seguente

esempio.

Esempio 5.5. Sia f : R? = R, f(x,y) = 2> — y?. Il punto (0,0) ¢ un punto critico
per f perche V f(x,y) = (2z, —2y) si annulla nell’origine, pero per ogni § > 0 nel
D(0,6) esistono sia punti in cui la f € positiva, sia punti in cui la f é negativa.

Pertanto (0,0) non € un punto estremante relativo.

5.7. Esercizi sul calcolo differenziale.

(1) Sia f: R? - R esiau # 0, u = (u,uz) € R? Stabilire se esiste e calcolare
la derivata direzionale %(0, 0) nei seguenti casi:

(a) f(w,y) =2 +y
R. 3%(0,0) = Uy + Usg

(b) f(z,y) = Va2 +y?

R. 32L(0,0)

(¢) f(z,y) = wexp(zy)
R. 3%L(0,0) = u

(d) flz,y) = (xz+y)°
R.3%(0,00=0

(e) flz,y) = ]ayl

R. 32L(0,0)
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(2) Stabilire se la funzione f : R* — R & differenziabile in (0, 0) ed eventualmente

calcolare df (0,0) nei seguenti casi:

o, (2y) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0)

(a) flz,y) =
R. f non e differenziabile in (0,0).

(b) flz,y) = i, (@) #(0,0)
0,  (x,9)=(0,0)

R. f non e differenziabile in (0,0).
(c) f(z,y) = L, (@) #(0,0)
0’ (3:7 y) - (O, 0)

R. f ¢ differenziabile in (0,0) e df(0,0) = 0.

(3) Provare la differenziabilita e calcolare il differenziale delle seguenti funzioni
f : R? — R? nei punti indicati
(a) f(z,y) = (zcosy,xsiny), (0,0)
R. df(0,0)(hy, hy) = (hy,0), per ogni h = (hy, hy) € R,

(b) f(x,y) = (zcoshy,xsinhy), (0,0)*
R. df((), O)(hl, hg) = (hl, O), per ogni h = (hl, hg) S R2.

(C) f(I, y) = (1+:1::§+y2’ 1+x:g+y2 )7 (O; 0)
R. df(O, 0)(]11, hg) = (hl, hg), per ogni h = (hl, hz) S R2.

(4) Sia f : R? — R. Stabilire per quali k¥ € N risulta f € C*(R?) nei seguenti
casi:
His (wy) #(0,0)
(a) flz,y) =4 "
0, (z,y) = (0,0)
R. f e C'R*R) e f ¢ C*(R%,R)
vy

Ricordiamo che coshy = %, sinhy =

evY—e Y

2
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2,2

S (o) # (0,0

0, ($ay) = (070)
R. f ¢ C'(R* R)

R. f € C*(R% R) per ogni k € N.

w?In(z® +y%), (z,y)# (0,0),

0 (z,y) = (0,0)
R. f € C(R%R) e f ¢ C%(R%R)

(e) f(z,y) = xsin /a2 + y2.

R. f € C'(R%LR) e f ¢ C*(R2,R)

6. VARIETA DI R”.

In questa sezione M C R", M # @.

Definizione 6.1. Diciamo che M ¢é una p—varieta di classe C*, k> 1,1 < p <
n—1, se per ogni xo € M esiste un aperto Q0 C R™ tale che x¢ € ) ed una funzione
f:Q—=R"? feCHQ,R"P) tali che:

i) MNQ={zeQ: f(z)=0}

(i) J¢(xo) ha rango massimo n — p.
In tal caso diremo che f e un’equazione locale di M in xo. Diremo inoltre che p ¢

la dimensione della varieta e n — p e la codimensione.

In termini intuitivi: un punto di R™ vincolato a muoversi su una p—varieta ha p

gradi di liberta, perche e soggetto a n — p vincoli.

Esempio 6.1. La circonferenza unitaria M = {(z,y) € R? : 2? +y*> = 1} ¢ una 1—
varietd di R%. In questo caso Q =R? e f(z,y) = 2> +y* — 1. Si ha

i) MNQ={zeQ: f(z)=0}



DISPENSE DI ANALISI MATEMATICA 2 35

(i) Jy(z,y) = Vf(z,y) = (22,2y) ha rango massimo 1 in ogni punto di M in
quanto (0,0) ¢ M.

Esempio 6.2. La semicirconferenza M = {(x,y) € R* : y > 0,2% + y* = 1} non ¢
una 1— varieta di R%. 1l problema si presenta nei punti (1,0) e (—1,0). In P = (1,0)
ad esempio, comunque si scelga un disco D(P,d) di centro P e raggio § > 0, posto
flx,y) = 2% +y* — 1 risulta
() MAQ = {(.y) € DP.6) <y > 0, f(a.y) = 0} £ {(x.y) € D(P.5) :
f(z,y) =0}

Proposizione 6.1. Sia U un aperto di R? e sia ¢ : U — R"7P una funzione di

classe CF. Il grafico della funzione ¢

(13) Iy ={(z,¢(x)) : x € U}
¢ una p—uvarieta di classe C*.

Dimostrazione. Posto Q =U xR" P e f:Q — R" P f(z,y) =y — ¢(x) si ha
(i) ToNQ=A{(z,y) € Q:y=op(x)} ={(z,y) € Q: f(z,y) =0}
(ii) Jy(z,y) = ( —J,(x) I, ) dove I,,_, ¢ la matice identita in R"P (matrice
(n—p) x (n—p) con tutti uno sulla diagonale e zeri altrove). Pertanto J(x,y)

ha rango massimo n — p in ogni punto.

0

Utilizzando un profondo risultato, noto in letteratura come Teorema di Dini, e
possibile dimostrare che ogni varieta e localmente il grafico di una funzione.

Diamo ora la definizione di vettore tangente ad una varieta.

Definizione 6.2. Un vettore h € R" ¢é tangente ad una varieta M in un punto
xog € M se é tangente ad curva per xy su M, cioé se esiste 7y :| —9,d[— M derivabile

in 0 tale che v(0) = zo, 7'(0) = h.
Indichiamo con

M,, ={h € R" : h tangente a M in zo}
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Teorema 6.1. Sia M una p-varieta di classe CF e sia vg € M e f un’equazione

locale di M in xy. Allora 3
(14) M,, = Kerdf(zo)

Dimostrazione. Dimostriamo solo l'inclusione C in (14). Sia h € M,,, allora esiste
v :] = 6,6[— M derivabile in 0 e tale che v(0) = zg, e 7/(0) = h. Posto FF' = fo~:
| —6,0[— R™ P risulta F(t) = f(y(t)) =0, per ogni t €] —§,d[. Poiche F & derivabile

in 0 si ha per il teorema del differenziale della composizione
0= F'(0) = J¢(v(0)) - 7'(0) = Jy (o) - h.

dunque h € Kerdf ().
La dimostrazione dell’inclusione D richiede la costruzione (via il Teorema di Dini)
di una curva in M per xy che ha h € Kerdf(zg) come vettore tangente in xq. Per

questa parte della dimostrazione suggeriamo la referenza [6]. U

Da (14) segue che M,, & uno spazio vettoriale di dimensione p. In seguito chi-
ameremo M, lo spazio tangente a M in xy. Chiamiamo varieta tangente a M in

Zo
2o+ My, ={xo+h: he M}

il traslato di M,, per il punto xy.

Osservazione 6.1. Se M =TI, come nella Proposizione 6.1 e (g, yo) = (zo, ¢(z0)) €

M, allora
Mizoyo) = 1h = (h1,ha) ERP X R"™P s —J(2) - hy + Ly - hy = 0}
= {h = (h1,hy) €ERP x R*" P : hy = J, () hy}
mo che

Kerdf(zg) = {h € R" : df (xg)h =0} = {h € R" : J¢(x0) - h =0}
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(20, 50) + M(zgy) = {(x0 + h1, 4o + h2) € RP X R"7P 1 (hy, ha) € Mzgy0)}
={(z,y) e REXR" Py —yo=Jy(z) - (x —x0)}
={(z,y) e RFE xR" P :y = @(zg) + Jo(x) - (x — o)}

Possiamo allora interpretare geometricamente la condizione di differenziabilita (9)
nel sequente modo: la funzione ¢ e differenziabile in xy se e solo se esiste lo spazio
tangente al grafico della ¢ nel punto (o, p(xg)) ed esso approssima il grafico di ¢

(20, ©(x0)), @ meno di infinitesimi di ordine superiore a ||x — zo|| per x — xo.

Definizione 6.3. Sia M una p varieta di classe C* e sia xy € M. Chiamiamo spazio

ortogonale a M in x
1 n
M, ={veR":(v,h) =0,Y he My,}
M;) e uno spazio vettoriale di dimensione n — p.

Teorema 6.2. Se f = (f1,..., fu—p) € un’equazione locale della p varieta M in xg

allora *

M2 = Span{V fi(xo), ...V fap(z0)}
Dimostrazione. Poiche M,, = Ker df(xg) si ha
M, ={v € R": (v,h) =0V htaleche (Vfj(zo),h) =0,Vj=1,...,n—p}

e dunque Vfj(zg) € M, per ogni j = 1,...,n — p. Per la condizione (ii) della
Definizione 6.1 i vettori {V fi(xo), ...,V fu—p(x0)} sono linearmente indipendenti e

dunque sono una base di M. . O

4Ricordiamo che

Span{V f1(xo), ...,V fa_p(zo)} = {chij(xo),cj eERVji=1,...,n —p}

Jj=1

¢ lo spazio vettoriale generato da {V fi(zo), ...,V fu_p(z0)}
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6.1. Massimi e minimi relativi vincolati. In questa sezione {2 C R" aperto e

sia M C Q una p varieta di classe Ct e g : Q@ — R.

Definizione 6.4. Diciamo che un punto xqg € M e un punto di massimo relativo

vincolato di g a M se esiste un 6 > 0 tale che
g(x) < g(xg) perogniz € M N D(xo,0).

Diciamo che un punto xo € M ¢ un punto di minimo relativo vincolato di g a M se

esiste un 6 > 0 tale che
g(x) > g(zo) perogniz € M N D(xo,0).
6.2. Punti critici vincolati e Teorema dei moltiplicatori di Lagrange.

Definizione 6.5. Sia Diciamo che xqg € M e un punto critico vincolato di g a M

se g differenziabile in xq e
dg(zo)(h) =0 perognih € M,,.

Proposizione 6.2. Sia v € M e sia f = (f1,..., fap) un'equazione locale di M

i xg. Se g ¢ differenziabile in xy sono equivalenti

(i) zo € un punto critico vincolato di g su M
.. J_

(11) Vg(xO) € M:vo

(iii) Esistono Ay, ..., An—p € R tali che

Vg(zo) = Y AV (o)

(iv) Vg(zo) € Span{V fi(xo),. ..,V fu_p(x0)}

Dimostrazione. La condizione (i) si scrive come (Vg(xg),h) = 0 per ogni h € M,,
e dunque vale (i) < (ii). Le condizioni (ii), (iii) e (iv) sono equivalenti per la

Proposizione 6.2. O
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Teorema 6.3. Se g ¢é differenziabile in xo € M e xy € un punto di massimo (min-

imo) relativo vincolato di g su M allora xq é un punto critico vincolato di g su

M.

Dimostrazione. Per la Proposizione 6.2 ¢ sufficiente dimostrare che Vg(xo) € M, .
Sia dunque h € M,,, allora esiste 7y :] =, §|— M derivabile in 0 e tale che v(0) = zy,
7'(0) = h. Sia ora G = go~. Si ha che G :] — §,6[— R ha un massimo (minimo)

relativo libero in 0 e pertanto per il Teorema di Fermat

0=G"(0) = (Vg(7(0)),7(0)) = (Vg(xo), ).
Pertanto (Vg(x),h) = 0 per ogni h € M,,, e dunque Vg(zo) € M;O O
Corollario 6.1 (Teorema dei moltiplicatori di Lagrange). Se g ¢é differenziabile in

xg € M e xy € un punto di massimo (minimo) relativo vincolato di g su M allora

esistono i, ..., A\p—p € R tali che
n—p

(15) V(o) =Y AV fi(wo)
j=1

Dimostrazione. Per il Teorema 6.3 zy € un punto critico vincolato di g su M. Per la

Proposizione 6.2 esistono n — p costanti reali Ay, ..., \,_, € R tali che vale (15). O

Osserviamo esplicitamente che il Teorema dei moltiplicatori di Lagrange fornisce
una condizione necessaria perche un punto della p-varieta M sia un massimo o
minimo relativo vincolato per g su M. Pertanto possiamo concludere che solo i punti
che verificano (15) sono candidati punti di massimo o minimo relativo vincolato di

gsu M.

6.3. Esercizi sulle varieta e sul Teorema dei moltiplicatori di Lagrange.

(1) Stabilire quali dei seguenti insiemi sono 2 varieta di R? di classe C':

(a) SFERA

{(z,y,2) eER’: x2+y2+z2:r2}
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(b) ELLISSOIDE
{(z,y,2) € R?: xQ—I—yZQjL%Z: 1}
(¢) IPERBOLOIDE IPERBOLICO
{(z,y,2) eR*: 2?4+ ¢*—22 =1}
(d) IPERBOLOIDE ELLITTICO
{(z,y,2) eER*: 2* —9? - 22 =1}
(e) PARABOLOIDE ELLITTICO
{(z,y,2) €R*: 2*+4* —2=0}
(f) PARABOLOIDE IPERBOLICO
{(z,y,2) eR®: 2*—9y* —2=0}
(g) CILINDRO
{(z,y,2) eR®: 22+ 4> =1}
(h) Cono
{(z,y,2) eR*:  2* +4* =2*}
R. Le quadriche (a), (b), (c), (d), (e), (f), (g) sono 2-varieta di R3.
Il cono (h) non & una 2-varieta di R?, ma
{(z,y,2) e R*:  2®+y*=2"}\{(0,0,0)}
¢ una 2-varieta di R3.
Per visualizzare le quadriche dell’esercizio (1) si veda la pagina web

http://www.dm.unibo.it/~montanar/HTML/quadriche.htm

(2) Determinare f(A) nei seguenti casi:

(a) flz,y) =z +y*, A={(r,y) eR*:2?> <y <1}
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R. f(A) = [-1,5/4]

(©) f(z,y,2) =z +2*+y? A={(x,y,2) eR®:2” +y* +2° < 1}
R. f(A) =[-1,5/4]

(d) f(x,y,2) =yz, A={(r,y,2) eR®: 22 +y? <2<1}
R f(A) =[-1/2,1/2]

(e) f(z,y,2) =x+y? A={(r,y,2) eR3: 2> +y*<1,0<2<1}
R. f(A) =[-1,5/4]

Suggeriamo la referenza [2] per gli esercizi svolti su questo argomento.

7. TEORIA DELLA MISURA DI PEANO-JORDAN

Definizione 7.1. Diciamo che I C R™ ¢é un intervallo compatto se esistono n

intervalli compatti di R, [a1,b1], ..., [an,by] tali che
I = [al,bl] X oo X [an,bn].

In tal caso definiamo

mis (1) = [ (b — a;) € R.

j=1
Definizione 7.2. Diciamo che P C R™ e un plurintervallo compatto se e unione di

un numero finito m di intervalli compatti di R™:
(16) P=|]Jr5,

k=1
Iy, intervallo compatto di R™ per ogni k =1,...,m.

Osservazione 7.1. Se P ¢ un plurintervallo compatto allora esistono un numero

finito m’ di intervalli compatti con interni a due a due disgiunti tali che

’

(17) P=\JJn intJ.0vintJy =0,k #k.

k=1
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Dimostrazione. Basta prolungare i lati del plurintervallo. 0

Definizione 7.3. Sia P un plurintervallo compatto di R™. Definiamo
mis (P) = Z mis (Jx)
k=1
con Jy, come in (17).

Osserviamo esplicitamente che la definizione precedente non dipende dalla parti-
colare scomposizione del plurintervallo.

In quanto segue indicheremo sempre con A C R™ un insieme limitato.

Definizione 7.4. Chiamiamo misura interna di A # 0 con int A # ()
mis . (A) = sup{mis P, P plurintervallocompatto, P C int A}

Se A =10 oppure int A =0 poniamo mis,(A) = 0.

Chiamiamo misura esterna di A # ()
mis *(A) = inf{mis Q, Q plurintervallocompatto, A C Q}

Se A =0 poniamo mis*(A) = 0.
Diremo che l'insieme A é misurabile secondo Peano Jordan se mis*(A) = mis . (A)

ed in tal caso chiamiamo misura di A
mis (A) = mis*(A) = mis .(A4).
Osservazione 7.2. Se I ¢ un intervallo compatto di R™ si ha
mis (/) = mis*(/) = mis (/)

Proposizione 7.1. Per ogni A C R" limitato si ha
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Dimostrazione. Le proprieta (i), (ii), (iii) seguono immediatamente dalle definizioni
di misura interna ed esterna. La proprieta (iv) ¢ una conseguenza del fatto che per
ogni plurintervallo P C int A e Q D A linsieme Q \ int P & un plurintervallo che
contiene Fr A. O

Corollario 7.1. Sia A C R™ limitato. L’insieme A ¢ misurabile se e solo se

mis *(Fr A) = 0.

Il seguente risultato, che non dimostreremo, puo essere utile per stabilire se un

insieme € misurabile.

Proposizione 7.2. Siano I C R" intervallo compatto di R™ e f : I — R continua.
Allora mis* ({z € I : f(x) =0}) = 0.
Pertanto gli insiem:
{rel: f(zx) <0}
{rel: f(x)<0}
{zel: f(x)>0}
{rel: f(zx)>0}

sono insiemi misurabili.

Esempio 7.1. L'insieme A = [0,1] x[0,1]NQ x Q non é misurabile perché intA = ()
e dunque mis ,(A) = 0, mentre A = [0,1] x [0, 1] e mis *(A) = mis ([0, 1] x [0,1]) = 1.

In seguito indicheremo con M(R") l'insieme dei sottoinsiemi di R” limitati e
misurabili secondo Peano-Jordan.

Vediamo ora alcune proprieta elementari degli insiemi misurabili.

Proposizione 7.3. Siano A, B € M(R"). Allora AUB, AN B € M(R") ed inoltre
(1) Se intANintB =0 allora mis (AU B) = mis (A) 4+ mis (B)
(2) Se B C A allora mis (A \ B) = mis (A) — mis (B)
(3) mis (AU B) = mis (A) + mis (B) — mis (AN B)
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Dimostrazione. (1) Segue dalla definizione
(2) Poiche A = (A\B)UB e (A\B)NB = (), si ha mis (4) = mis (A\ B)+mis B.
(3) Poiche AUB = (A\(ANB))UBe (A\(ANB))NB = (), si ha mis (AUB) =
mis (A\ (AN B)) +mis B = mis A — mis (AN B) + mis (B).
O

Corollario 7.2 (Addittivita della misura). Siano Ay,..., A, un numero finito di

insiemi di M(R™) tali che intA; N intA, =0 per ogni j # k. Allora
U4, e MR?),  mis (U AJ) =) mis (A;)
j=1
8. INTEGRALE MULTIPLO.
In questa sezione A € M(R") e f: A— R.
Denotiamo con

S(f)={x € A: fnoné continuainz}

I'insieme dei punti di discontinuita della funzione f.

Definizione 8.1. Diciamo che la funzione f ¢ continua q.d. (quasi dappertutto) in

A se
mis *(S(f)) = 0.

Definizione 8.2. Una partizione o di A € M(R™) é una famiglia finita di insiems
{A1,..., Ay} in M(R™) tali che

(1) A=UL 4,
(2) intA; NintA, =0 per ogni j # k.

Definizione 8.3. Siano A € M(R") e f continua q.d. e limitata. Per ogni
partizione o0 = {Ay,..., An} di A denotiamo con
500~ 3 (s ) i )

J=1
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la somma superiore di f relativa a o ed indichiamo con

/Af:/Af(:v)dx:ing(f,o).

Osserviamo che, poiche f e limitata,

/Af < (sgp f) ;mis (A)) = (sgp f) mis (A) € R.
Posto inoltre
s(f0) =3 (int ) mis (4

la somma inferiore di f relativa a o, utilizzando la continuita q.d. di f si verifica

che

[ 1=awitso
A o

Vediamo ora alcune proprieta elementari dell’integrale multiplo.

Proposizione 8.1. Siano f,g : A — R continue q.d. e limitate su A € M(R™).
Allora

1 fA(f+g):fAf+ng
2) Per ogni scalare X € R si ha [,(Af) =X [, f

(1)

(2)

(3) Se f<gallora [, f < [, 9.

(4) Se B C A, B € M(R") allora fAf:fo+fA\Bf‘

La Proposizione 8.1 segue dalla definizione di integrale multiplo. Per le di-

mostrazioni dettagliate suggeriamo la referenza [7].

Teorema 8.1. Siano Ay, Ay € M(R"), A= AjUAy e f: A— R continua q.d. e

[ Lo f

limitata. Allora
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Dimostrazione. Siano fi, fo : A — R le seguenti funzioni:

fil) = flz), =z €'A1 |

0, altrimenti

T T A2 Al A2
- [0 rea (ain )

0, altrimenti

Per la Proposizione 8.1 si ha

/Afz/A<f1+f2>=Af1+Af2=A1f+A2\(AlﬂA2)f
S RAS e

Corollario 8.1. Siano Ai,..., A, € M(R"), A= ;_, Ak, intA, N intA, =0 per
k#hef:A—R continua q.d. e limitata. Allora

RS

Corollario 8.2. Siano A € M(R"), f,g: A — R limitate e continue q.d. Se f =g

f7= 1o

Dimostrazione. Posto B ={x € A: f(z) # g(x)} si ha mis*(B) = 0 e dunque

[7= ]t 1,
o=l

8.1. Teorema di riduzione. In questa sezione mostreremo come ridurre il calcolo

O

q.d. allora

O

di integrali multipli al calcolo di integrali semplici ripetuti. Cominciamo dal caso di

una funzione su un intervallo compatto di R2.

Lemma 8.1. Siano I = [ay,b1] X [ag, bs], e f: T — R. Sono equivalenti:
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e f ¢ continua q.d. e limitata su [
e Per ogni x € [ay,b] Uapplicazione y — f(z,y) € continua q.d. e limitata
su [ag, bo] e la funzione F : [a;,b] — R
b2
Flz)= [ [flz,y)dy
as
¢ continua q.d. e limitata su [ay, by ].
e Per ogni y € lag, by] Uapplicazione x — f(x,y) é continua q.d. e limitata
su [ay,b1] e la funzione G : [az,bs] — R
b1
Gly)= | [flz,y)de
ay

¢ continua q.d. e limitata su [ag, b].

Se una delle precedenti condizioni equivalenti € verificata allora

o [ ) ([ )

Per la dimostrazione del Lemma 8.1 suggeriamo la referenza [7]. Questo risultato

si estende facilmente al caso di R™. Precisamente vale il seguente corollario.

Corollario 8.3. Siano p,q € N tali che p+q =n e sia [ = I} x I, con 11,1

intervalli compatti di RP e R? rispettivamente. Sia f : I — R. Sono equivalenti:

e f ¢ continua q.d. e limitata su [
e Per ogni x € Iy Uapplicazione y — f(x,y) & continua q.d. e limitata su Iy

e la funzione F : [y — R

ﬂ@zlf@w@

e continua q.d. e limitata su Iy.
e Per ogni y € Iy lapplicazione x — f(x,y) é continua q.d. e limitata su I
e la funzione G : I, — R
Gly) = [ [flz,y)dz
I

e continua q.d. e limitata su I5.
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Se una delle precedenti condizioni equivalenti e verificata allora

(19) Jr- /1( ] f(m)dx) dy = /1< bf(rc,wdy) da

Vediamo ora il caso di una qualsiasi insieme A € M(R?). Siano IT;(A), II5(A) le
proiezioni di A sull’asse delle z e sull’asse delle y rispettivamente. Per ogni z € II;(A)

indichiamo con
A, ={yeR: (z,y) € A}
e dunque

II(A)={zeR: A, #0}
. Analogalmente, per ogni y € II5(A) indichiamo con
Ay ={reR: (z,y) € A}
e dunque
y(A)={yeR:A,#0}
. Vale il seguente
Teorema 8.2 (TEOREMA DI RIDUZIONE IN R?). Sia f: A — R, A € M(R?). Sono

equivalenti:

e f ¢ continua q.d. e limitata su A
e Per ogni x € 111(A) Uapplicazione y — f(x,y) é continua q.d. e limitata

su A, e la funzione F : II;(A) — R

F(z) = /A £ y)dy

¢ continua q.d. e limitata su 11, (A).
e Per ogniy € Iy(A) Uapplicazione x — f(x,y) é continua q.d. e limitata

su Ay e la funzione G : II3(A) — R
Gly) = | fads

¢ continua q.d. e limitata su Iy(A).
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Se una delle precedenti condizioni equivalenti e verificata allora

(20) Af—[%w<&jwwmady—ﬁwﬂ<%fuwm@dx

Dimostrazione. Posto I = II;(A) x II,(A) e f : I — R la funzione cosi definita

N z,y), (z, A;
Foy) = f(z,y), (2,y) €
0, (z,y) ¢ A

risulta f continua q.d. e limitata su /. Inoltre per f vale il Lemma 8.1 su I e dunque

[o=[i+f 7=
- /m(A) (/HQ(A) S y)dy> de
- /m(A) (/HQ(A)\A,C flay)dy + /Am f(z, y)dy> dx
- /rh(A) (/Az f@’y)dy) da.

In maniera analoga si dimostra che

fr= [ ([ stmar) o

Il teorema di riduzione si estende facilmente a piu variabili reali e pertanto per-

O

mette di ricondurre il calcolo di un integrale multiplo in R™ al calcolo di n integrali

semplici ripetuti.

Teorema 8.3 (TEOREMA DI RIDUZIONE IN R"). Sia f : A — R, A €¢ M(R"),

p+q=n,pq € N. Poniamo

Ay ={z eRP: (z,y) € A}

I, (A) = {y € R7: A, # 0}.
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Analogalmente, poniamo

Ay ={y eR?: (z,y) € A}

M, (A) = {z € R : A, # 0}.

Sono equivalenti:

e f ¢ continua q.d. e limitata su A
e Per ogni x € 111(A) Uapplicazione y — f(x,y) é continua q.d. e limitata

su A, e la funzione F : II;(A) — R

F(z) = /A F(y)dy

¢ continua q.d. e limitata su I1;(A).
e Per ogni y € lly(A) lapplicazione x — f(x,y) é continua q.d. e limitata

su Ay e la funzione G : II;(A) — R

G(y) = /A f(z,y)dx

¢ continua q.d. e limitata su I5(A).

Se una delle precedenti condizioni equivalenti € verificata allora

ey [r=f » ( / y f(x,y>dx> [ y ( / f(x,y>dy) r

8.2. Teorema del cambiamento di variabile.

Definizione 8.4. Siano A,B C R" aperti. Un cambiamento di variabile ¢ una
funzione ¢ : B — A di classe C*, iniettiva e suriettiva e tale che det J,(x) # 0 per

ogni x € B.

Esempio 8.1. La mappa lineare ¢ : R™ — R" p(x) = M - x, dove - ¢é il prodotto

matrice per vettore, é un cambiamento di variabile se e solo se det M # 0.
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Esempio 8.2 (Coordinate polari). Sia A = {(z,y) € R?* : 2°+y* < r?, \{(z,0),z >
0}. L’applicazione ¢ :)0,r[x]0,2n[— A

©(p,0) = (pcost, psinb)
¢ un cambiamento di variabile in quanto & C', iniettiva e suriettiva,

cos) —psinf
‘]<P(pa 0) = .
sinf  pcosf

e det J,(p,0) = p #0.

Esempio 8.3 (Coordinate sferiche). Sia A = {(z,y,2) € R® : 22 +y? + 22 <
r?}\ {(z,0,2),x > 0} il disco di centro l'origine e raggio r meno un semipiano.

L’applicazione ¢ :)0,r[x]0, 27[x]0, 7[— A

©(p,0,0) = (pcosBsin ¢, psin O sin ¢, p cos ¢)
¢ un cambiamento di variabile in quanto

cosfsing —psinfsing pcoshcos
Jo(p,0,0) = | sinfsing pcosfsing psinécoso
cos @ 0 —psin ¢

e det J,(p,0,¢) = —p?sing # 0.

Enunciamo ora il teorema del cambiamento di variabile nell’integrale multiplo

senza dimostrarlo.

Teorema 8.4 (Teorema del cambiamento di variabile). Siano A € M(R") e f :
A — R continua q.d. e limitata. Siano B € M(R™) e ¢ : B — A un cambiamento

di variabile. Allora f o p|det J,| é continua q.d. e si ha

/Afz/Bfowdew

/A f(x)dz = / £ () - | det J(y)|dy
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Il termine | det J,,| si chiama coefficiente di distorsione. Esso tiene conto del fatto
che un cambiamento di variabile puo dilatare 'insieme di partenza, cambiandone

quindi la misura.

8.3. Esercizi sull’integrale multiplo.

(1) Calcolare [, f nei seguenti casi:

(a) flz,y) =z +y®, A={(z,y) eR>:0<z<1,0<y<1}

R. [,f=5/6

(b) flx,y)=ay, A={(z,y) eR*:a?<y<1}
R.[,f=0

(€ flzy)=z+y, A={(z,y) eR*:2?<y<1-2?}

R. [, f=v2/3
(d) f(z,y)=e€*, A={(z,y) eR?:0<z<y<1}

R. [, f=e—2
(e flz,y) =1, A={(x,y) eR*:a?+y*> <r?}

R.fAf:ﬂ'Tz
) flz,y,2) =1 A={(z,y,2) eR®: 2? + 9>+ 22 <r?}

R. [, f=3mr®

(&) f(z,y,2)=2% A={(z,y,2) ER¥: 2?2 +y*+ 22 <1,z >0}
R. fAf: %ﬂ'

(h) f(z,y,2) =2 +y?, A={(z,y,2) eR3:22+12<1,0<2< 1}
R. [, [f=m/2

(i) flz,y,2)=1, A={(r,y,2) eR3: 2> +y? <2< 1}
R. [, f=m/2
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() flry,2) =1, A={(r,y,2) eR’:2? +3y?> <2 <1}
R. fAf:§7T

R. fAf:\/TT

Suggeriamo la referenza [3] per gli esercizi svolti su questo argomento.
Esempi di esercizi proposti agli appelli scritti sono disponibili alla pagina web

http://www.dm.unibo.it/~montanar/HTML/scritti04-05.pdf
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9. APPENDICE: ALFABETO GRECO

« alpha

0 beta

~v gamma, [' Gamma
0 delta, A Delta

€ € epsilon

¢ zeta

7 eta

0 9 theta, © Theta
L iota

k kappa

A lambda, A Lambda
44 mu

v nu

¢ xi, 2 Xi

00

m pi, II Pi

p o rho

o ¢ sigma, > Sigma
T tau

v upsilon, T Upsilon
¢ o phi, & Phi

x chi

¥ psi, U Psi

w omega, {2 Omega
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punti estremanti relativi, 31

punto aderente, 6

punto critico vincolato, 38

punto critico, 32

punto di accumulazione, 7

punto interno, 6

sfera, 39

somma inferiore, 45

somma superiore, 45

spazio ortogonale, 37

spazio tangente, 36

successioni convergenti, 16

successioni di Cauchy, 16

teorema dei moltiplicatori di Lagrange, 39

teorema del cambiamento di variabile
nell’integrale, 51

teorema del confronto, 11

teorema del confronto, 12

teorema del valor medio, 28

teorema della permanenza del segno, 12

teorema di Bolzano, 20

teorema di Dini, 35
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48
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