Appunti di Calcolo Numerico Lezioni6-7

Richiami di Algebra Lineare

Sia n un numero intero positivo. Sk I'insieme delle n-uple di numeri reali

(%, X%,,...,X,) . ESiSte una corrispondenza biunivoca fra le n-dpteumeri reali e i
vettori a n componenti reali, cioé

(n-uple) = vettori

Si suole indicare coR" I'insieme dei vettori ath componenti reali.

xR", x=

Si definiscano irR" le operazioni di addizione tra due vettori e ditipbcazione di

un vettore per uno scalare.

Xty ] A%
X, + Y, AX,

xOR", yOR" X+y=l . e AX=| .|, AOR
Ra'’ _/]Xn_




Si dimostra facilmente che esse godono delle sdigueprieta.

1. L’addizione tra vettori @€ commutativa ed assocativ

2. L’elemento 00 R", cioé il vettore che ha tutte componenti nulldétaleettore

zero o vettore nullo & tale chet0=v O VOR";

3. 0w=0, 1N=v , essendo rispettivamente 0 ed 1 rispettivamentero 2 I'unita
di R.

4. Per ogni element®y J R" esiste il suo oppostorin R" tale chev+(-v)=0;

5. valgono le seguenti proprieta distributive:

Da0OR, Ox,yOR", a(x+y)=ax+ay
Oa,BOR, OxOR", (a+B)x=ax+p

6. vale la seguente proprieta associativa:

Oa,f0R, DXxOR" (af)x = a()

L’ insieme R" in cui sono definite queste due operazioni € noudituna struttura di

spazio vettoriale sul campo R.

R" e solo un esempio di spazio vettorialén altro importante esempio di spazio

vettoriale en , l'insieme dei polinomi a coefficienti reali diapo minore o uguale

adn sull'intervallo [a,b] su cui sono definite le anghe operazioni di somma tra due

polinomi e di moltiplicazione di un polinomio pena scalare.

Ritorniamo per semplicita a parlare Rii.



Dati k vettori, v,,v,,....v, OR" ekscalarii,A,....A, OR , la quantita

AV, + AV, +L AV,

si dice_combinazione lineatei vettoriv,,v,,...,v, con coefficientii,, A,...,A,

Esempio:
1 -2 0
. 0 0 - .
Siano v, = ol V2T 4| VeT eS|a/11=—3,)l2=%,/13=2
3 6 4

La combinazione lineare dj,v,,v, con i coefficientii, 4,,4, sara:

Alvl + AZVZ + /]3\/3 =

1 -2 0 -3 -1 0 -5

0 1/ 0 -2 0 0 -4 -4
- += + 2 = + + 2 =

-2 2| 4 1 6 2 2 10

3 6 4 -9 3 8 -4

Definizione di lineare indipendenzal vettori v,,v,,...,v, Si dicono _linearmente

indipendentse una loro combinazione lineare

AV, +Av, +. AV, =0

solo per A4 =0 i=1,2,..,k, cioe se nessuno di essi puo essere ottenuto come

combinazione lineare degli altri.



In R" il massimo numero di vettori linearmente indipamde n, cioe la dimensione

dello spazio.
Una n-upla di vettori linearmente indipendenti g¢agtce una base pet" , cioé un

sistema di vettori generatori @,

Un esempio di base @&" € la_base canonickssa e formata dai vettori:

X, ] 1 0 0

X, 0 1 0
V= < x U |+x, 0 [+.x O

X, 10 10 1

| vettori della base canonica, oltre a essere imeate indipendenti, possiedono

un’ulteriore proprieta: I'ortogonalitaPer definirla € necessario introdurre il concetto

di prodotto scalare.
Definiamo il prodotto scalare canonisu R", (che € stato munito di struttura di

spazio vettoriale)

Definizione: Sianox,yOR", il loro prodotto scalare canonico € definito @m

XY =% 0% O+, T = 2 XY



Per indicare il prodotto scalare canonico tra deiori si puo utilizzare anche la

notazione equivalente x y>.

Esempio:
. 0 1 . L
Sianox = ARGl il loro prodotto scalare canonico € dato da:

xly=3[(-2)+0+(-)[(-2) +1[(-3) =-6+2-3=-7

In generale, un prodotto scalare sullo spazio vat®d R" € un’applicazione da

R"xR" aR che gode delle seguenti proprieta:

Proprieta
1) xBy=yx Ox,yOR"

2) xQAy, +A,y,) =Axy+Ax0y Ox,yOR", 0OA,A,0OR

3) X[x>0 se x#O0

Definizione di vettori ortogonali. Due vettorix,yOR" si dicono_ortogonalirispetto

al prodotto scalare introdotto sely=0, 0 equivalentemente sex,y>=0.

Esempio:

| vettori x= y=

1

sono ortogonali rispetto al prodotto scalare cammon

oSO w N PP



Infatti
x[y=3+0-3+0=0

Spesso per quantificare gli errori che si commettoel calcolare un vettore o

per misurare delle distanze €& necessario misuraregrindezza dei vettori.

Introduciamo percio il concetto di norma di vettori

Definizione di norma di un vettore

Ogni applicazione der"a R si chiama norma s&" e si indica con| [, se gode

delle seguenti proprieta:

1) [{|>0 oxor" e [X|=0 se e solo se x=0

2) [ =[Al0X| Daor,O0xOR?

3) [x+yl<[x+[y] OxyOR"

Esempi di norme di vettori sono:
1) Norma 1

n
=3

2) Norma 2

5]

Essendo il prodotto scalare canonico tra due vetia®" definito come la somma dei

prodotti delle loro componenti, la norma due dmvettore puo essere definita come la



radice quadrata della somma dei quadrati delle ooepti del vettore, cioé

1X1L= (< X x>):.

In generale si definisce

Norma p
1
_INor|P
W, =\ 5% | 12pea
i=
e perp - « Si ha

Norma infinito

.. =maoxx|

Si dimostra facilmente che le norme definite sofdais le proprieta 1), 2), 3).

Le norme definite, nonostante producano risultaerdi, hanno la proprieta di

produrre risultati “confrontabili”. Questo e garamidal seguente Teorema.

Teorema: Per ogni coppia di norme di vettori, ad esemith e [x|,, esistono

costanti positive m ed M tali che ogxilR"

mij, <=M O«

+

Si dice che le normg| e |x|, sono equivalenti.

Quindi tutte le norme s&" sono equivalenti.



Si puo fare vedere che valgono le seguenti disuguneg:

1
Sl =, <1,
1
~lhall= M. <M,
Matrici

Sianom edn due interi positivi. Si definisce matricexXn) una tabella dmrighe en

colonne di elementi reali o complessi del tipo:

a; Qp Sz . . Sy
Ay By, Byy e e By,
Ay 8y 833 . . gy
_aml am2 am:-’a amn_

Poiché la tabella e costituita da m righe ed n modosi dice che la matrice ha
dimensionim edn, cioé € una matricexn. Possiamo pensarla comevettori, detti
vettori colonna, di dimensioma ciascuno.

Una matricemx1 coincide con un vettore colonna appartenent&k@duna matrice

1xm coincide con un vettore riga (o trasposto di uioretcolonna) di dimensiomma.

Sem=n la matrice e quadrata di dimensione n.
L’'insieme delle matricmxn, in genere si indica conl (mxn)

Operazioni tra matrici:

Somma tra matrici

Siano A BOM(mxn) si definisce matrice somma la matricedM (mxn)  definita

come segue:



C=A+B=[g +h] 1=1..m j=1..n

Esempio:
1 -1 0 2 2 1 0 3
A=|3 1 -4 1 B=/-2 0 6 -4
0 2 5 -1 1 -3 0 1

3 00 5
C=A+B=[1 4 2 -3
1 -1 5 0

Prodotto di uno scalare per una matrice

Siano AOM(mxn), AOR si definisce

A[A:[A[aj] 1=1..m |=1..n

M (mxn) € cosi munito della struttura di spazio vettoriale.

1 -1 0 2 3 -3 0 6
A=3 1 -4 1 A=3 JAA=|9 3 -12 3

0 2 5 -1 0O 6 15 -3

Esempio:

Prodotto tra matrici

SianoAOM(mxr) e BOM(rxn), si definisce matrice prodotto la matrice

COM(mxn) definita come segue:



C:A[B:[élaikbkj} I=1..m, j=1..n

Cioé la matrice C= A ha come elemento [i j] il prodotto scalare deliga i-esima

di A per la j-esima colonna di B.

Esempio
1 0
{o 2 —1} {—1 —4}
A= B=|0 -1| C=A[B=
110 1 -1
2
Nota bene:
AIB#BIA
Non vale in generale la proprieta commutativa.
1 1 5 1 3
4 0 2 4 2
Se A=(2 0| B= AB=|8 0 4| BIA=
111 30
0 -1 -1 -1 -1

L’elemento neutro dell'operazione prodotto tra neate la matrice identita:

nxn

Se AOM (nxn) | A=AL/
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Definizione di prodotto matrice vettore Data la matriceAOM (mxn) ed il vettore

xOR" , si definisce prodotto matrice vettore

n

La;X,

j=1

Aw%i%&:

j=1

il vettore diR™ che ha come i-esima componeihfgodotto scalare tra la riga i-

esima della matrice A ed il vettore x

Osservazione:
Dati due vettorix,yOR" il prodotto scalare canonico puo essere visto @acome:

Y1
| Y2
XTYy=[x, X o o X] =YX

Yn

(matrice riga per matrice colonna)

Attenzione: Il prodottox y' da come risultato una matriogn, che prende il nome di

matrice diade.
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%, | XYy XY, e e %Y |

X, XY XY, e XY,
xy' =y Yo e e VAE| e

_Xn_ _Xn yl Xn y2 """ Xn yn

Definizione di matrice inversa:Si definisce matrice inversa di una matrice

AOM (nxn), una matriceA™ OM (nxn)tale che:
AT TA=ATIA=
Definizione di rango di una matrice: Si definisce rango di una matrice il numero di
vettori colonna linearmente indipendenti di A.
Esempia Una matrice diade ha rango 1.

Teorema: Una matrice AOM(nxn) si dice invertibile, cioé ammette
inversaA™ OM(nxn), se e solo se € a rango massimo, cioé se ha mrultutte
linearmente indipendenti.

Definizione di Matrice Trasposta:

Sia AOM (mxn), si definisce matrice trasposta di A e si indicaa " OM (nxm), la

matrice ottenuta scambiando le righe con le coloding, cioé
T — H— H—
A =[a;] 1=1.nj=1..m
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Esempio:

0 -11
0125
. |1 05
A=|-1 0 3 2|=A =
2 3 2
1521
5 2 1

Proprieta della trasposizione di matrici.

Se A BOM(mxn), si ha

(A+B)' = A" +B'

(A))' =A
SeAOM(mxr) e BOM(rxn) si hache
(A[B)T =BT [AT

Se AOM(nxn) siha che

(A—l)T _ (AT )‘1

cioe I'operazione di trasposizione puo essere $xara con quella di inversione.

Definizione di matrice simmetrica AOM (mxn) si dice simmetrica s@™ = A, cioe

se coincide con la sua trasposta.
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Esempio:

€ Ssimmetrica

R O N W
A P OODN
N P 2 O
O N B~ B

Definizione di matrice diagonale Una matriceAOM (nxn) si dice diagonale se
a; =0 peri#|j

Si puo esprimere nel seguente modo
A= diag(A,,A,,....A,)

Si definisce matrice inversa di una matrice diagenk matrice

A =diag(/]i,/1i,...,% j A#0 i=1.n
1 n

Definizione di matrice triangolare superiore.

Una matrice ADOM (mxn) si dice triangolare superiore sg§ =0 peri> j.

Definizione di matrice triangolare inferiore.

Una matriceAOM (mxn) si dice triangolare inferiore se, =0 peri<j.

Osservazione:
Il prodotto di due matrici triangolari superiorelldestesso ordine € ancora una
matrice triangolare superiore dello stesso ordkmalogamente per le matrici

triangolari inferiori.
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Definizione di sottomatrice:

Sia AODM(mxn), una matriceBOM(pxq) 0<p<m, 0<g<n € detta sottomatrice

di A se e ottenuta da A eliminando m-p righe edaaignne.

Definizione di matrice a diagonale dominante

Una matrice AOM (nxn) si dice a diagonale dominante se

n .
\aﬂ\zglaﬁ‘ i=1..n
17
Definizione di matrice a diagonale strettamente domante

Una matrice AOM (nxn) si dice a diagonale dominante se

3>

_ aﬁ‘ i=1..n

J#i

Definizione di matrice ortogonale.

Una matrice AOM (nxn) e ortogonale se € invertibile e la sua inversarcmle con la

sua trasposta:

A=A

Proprieta delle matrici ortogonali:

Il prodotto di matrici ortogonali &€ ancora una ngrortogonale.

Le matrici ortogonali preservano il prodotto scalaanonico e quindi la norma 2 di

vettori.
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Definizione di matrice simmetrica definita positiva

Una matriceAOM (nxn) simmetrica e definita positivee

A=AT. XAx>0 Ox#0

Proprieta delle matrici definite positive:

Il prodotto di matrici definite positive € ancorafihita positiva.

Se una matrice simmetrica ha elementi diagonaliitippsed € a diagonale

strettamente dominante, allora e definita positiva.

Norme di matrici

Definizione: SiaM(mxn)lo spazio vettoriale delle matrici mn su R, si dice che

I'applicazione |A| da M(mxn) a R e norma della matrice A se gode delle seguent

proprieta:

1) |A|>0 pertutteAz0 e [A|=0 = A=0
2) [aN =la||A] O AOM(mxn), 0 aOR
3) |A+B|<|A|+|B] O ABOM(mxn)

4) |aE|<|AdE] 0 ABOM(mxn)
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Norme compatibili:
Si dice che la norma di una matrice € compatibde cna data norma di vettori se

0 AOM(nxn)e O x0OR" siha:

I, <1AlTH,

by

Poiché si conoscono le norme di vettori € interessalefinire norme di matrici

indotte dalle corrispondenti norme di vettori.

Un modo per definire una norma indotta e il seg¢gten

Sia AOM(nxn) e xOR",x#0, si consideri ad esempiH%Hp. Poiché AxOR" , si

consideri poiHAA‘p. Si definisce_norma indott@ norma naturale)a piu piccola

costante C per cui vale la maggiorazione

|Aq, <C i, €y

da cui

|A, <Al T,

HAHD =Ce¢la piu piccola fra le norme compatibili.

Poiché HAHD e la piu piccola delle costanti per cui vale la gg#orazione (1),

significa che:
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Mo = supj,
ST,

|Al, =supTr=

Poiché Insiemes={u:|u| =1} & un insieme chiuso e limitato ed Au & una furezio

continua di u, si ha che:

A, = maxiAu,

Norme indotte dalle norme piu comuni sR"
n
1y p=t [, =2k

1A, =

la massima somma dei moduli degli elementi dellerote)

n
e ‘ (viene scelta la colonna di norma 1 maggiore cpesi ha

2) p=o |X. =max|

1Al =

massima somma dei moduli degli elementi delle fighe

n
= ‘ (viene scelta la riga di norma 1 maggiore,quersi ha la

Anche per le matrici vale il concetto di norme eglenti.
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Teorema: Per ogni coppia di norme di matrici, ad esempi) e [A|, esistono

sempre due costanti ed M tali ched AOM (nxn) si ha:

m|A

<[Al=M[A

+

Sidice chgA| e |A|, sono norme equivalenti.

Esempio:
Vale la seguente disuguaglianza:

A, <A, =Vl

Esempio:
Pre-moltiplicazione e post-moltiplicazione di unanatrice AOM(nxn) per

particolari matrici che eseguono trasformazioni ekntari

1) Permutazione di 2 righe di A:

o +»r O O
o O+~ O
o O O
m O O O

ottenuta dalla matrice identita scambiando dueeriga di loro (in questo esempio la

prima riga con la terza riga).P prende il nome di matrice di permutazione.

Effettuare il prodottd®/X equivale a scambiare le stesse due righe dellaomak

(in questo caso la prima riga con la terza riga).
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Effettuare il prodottoA £ equivale a scambiare la prima colonna della &t

con la terza colonna.

Il prodotto di matrici di permutazione e ancora umarice di permutazione.

2) Somma di due righe di A.

ottenuta inserendo una costaste0 al posto di uno zero nella matrice identita, ha

la proprieta cheS/X equivale a sommare agli elementi di una (igdividuata dalla

riga in cui si trova s) i corrispondenti elemediiun’altra riga( individuata dalla

colonna in cui si trova s) moltiplicati per lo said s.

A /5 equivale ad effettuare la stessa operazione soiiiace.

Esempio:
1 0 02 1 1 2 1 1
s 1 03 4 1|=|s[2+3 sd+4 s+1
O O 1|1 2 6 1 2 6
(2 1 11 0 O] [ 2+s 1 1]
3 4 1|s 1 0|=|3+s4 4 1
1 2 6)0 0 1] |1+s[2Z 2 6]
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