ANALISI MATEMATICA L-B, 2005-06.
INTEGRALI MULTIPLI

1. FUNZIONI SOMMABILI DI n VARIABILI

Studieremo l'integrale di Riemann per funzioni f(zq,...,2,) di n
variabili reali a valori reali. L’integrale di f su A C R" verra denotato
con

/ fs / f(z1, ... xn)dxy .. day,
A A
o con

/A f(@)de,

denotando con z la variabile vettoriale © = (z1,...,z,), e verra chia-
mato integrale multiplo. Per n = 2 ed n = 3 useremo di piu le usuali
notazioni

/f(x,y)dxdy, /f(x,y,z)dacdydz
A A

e parleremo di integrali doppi e tripli rispettivamente.

e Misura di Peano-Jordan in R"
Abbiamo gid accennato alla misura di Peano-Jordan nel piano R2.
Analoga teoria si puo sviluppare in ogni R", n > 2.

Un intervallo I di R™ e il prodotto cartesiano I = J; X ... X J,
di n intervalli .Ji,...,J, C R. In maniera naturale, per I limitato si
definisce la misura n-dimensionale di / come

(D) = pr (J1)pa (J2) - - - pa ()

dove p1(J) € la lunghezza euclidea dell’intervallo J di R.
Anche I'insieme vuoto viene considerato un intervallo di R™ con misura
nulla. Misura nulla si ha anche quando almeno uno dei J; si riduce a
un punto.

Un pluriintervallo P di R™ € una unione finita di intervalli limitati
di R". Ogni pluriintervallo P si scrive come unione di intervalli con
interni a due a due disgiunti

P=JL I NI;=0 perj#h.

k=1
1
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Una tale rappresentazione di P non e unica, ma per tutte queste
rappresentazioni rimane costante il numero

1a(P) =3 1)

che si definisce come la misura di P.

Sia X C R" un insieme limitato e denotiamo con P’, P” generici
pluriintervalli. Definiamo la misura interna ‘ (X) e la misura esterna
ps(X) di X attraverso

i _ / e _ "
[ (X) = S,LE}(’“‘”(P ), Ha(X) = inf o, (PT).

Per ogni X limitato si ha
0 < 1 (X) < g (X).

Un insieme limitato X C R"™ si dice misurabile secondo Peano-Jordan
quando

i (X) = 115, (X).
In tal caso si chiama misura di X e si indica con p, (X) il valore comune
pn(X) = i, (X) = 5, (X).

In particolare, da 0 < pf (X) < p"(X) segue che X ha misura nulla se
e solo se 1 (X) = 0. Per definizione, cio accade quando per ogni € > 0
esiste un pluriintervallo P tale che X C P e pu,(P) < e.

Per ogni X C R" insieme limitato si ha

pn(X) = 4, (X) + p15,(9X)
dove 0X denota la frontiera di X. Da questo segue subito
X misurabile <= 1,,(0X) = 0.

Denotiamo con J,(R™) la famiglia di tutti gli insiemi misurabili e
limitati di R”. Per X,Y € J,(R") anche

XUY,XNY,X\Y € J,(R".

Queste proprieta si generalizzano ad unioni ed intersezioni di un numero
finito di insiemi:

X1, X € Bh(R") = UL, Xi, ML X € Jp(RY).
Inoltre, in maniera naturale, la misura ¢ crescente:

X, Y € Jb<Rn)7X CY = Nn(X) - ,un(Y)
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Infine, per Xi,..., X, € J,(R")

m
i (VR X) < i
k=1
con

pn (U Xi) = pin(X) per X5 N Xy =0, j # h.

Sia ora Z un insieme non limitato in R™. Diremo che Z ¢ misurabile
se per ogni X € J,(R") anche ZN X € J,(R™). In tal caso si pone

p(Z) = sup  pp(ZNX)
Xedy,(R™)

con la convenzione che I’estremo superiore di un insieme numerico non
superiormente limitato vale 4+o0.

Quando un insieme non limitato Z e misurabile, esistono successioni
di insiemi misurabili e limitati X,, € J,(R") tale che per ogni m si ha
(o]

Xm C Xina e tale che Z = U X,,. Per tutte queste successioni vale

m=1

pn(Z) = Hm  pi,(Xp).

m——+00

Ognuna di tali successioni di insiemi X, si dice una successione inva-
dente Z.

e Integrale di funzioni positive
Per f: A C R" — R, a valori non negativi, f(z) > 0 per ogni = € A,
denotiamo con I'; il grafico e con R il sottografico di f

Ly={(x, f(x) e R": = (21,...,2,) € A},

Ri={(z,y) e R"™: &= (21,...,2,) € A,0<y < f(z)}.

Sia ora A misurabile in R”. Diremoche f: ACR" = R, f(z) >0
per ogni x € A, ¢ integrabile su A quando il sottografico di f &
misurabile in R"*!. In tal caso, la misura p,41(Ry), che & un numero
reale non negativo oppure +o0, si definisce come 'integrale di f su A:

,un-i-l(Rf) = / f
A
Come gia introdotto, si usano anche le notazioni

/f )dz, /fxl,..., Vdz: ... dx,,

Se il sottografico & misurabile in R"*!, allora necessariamente il grafico
I'; & misurabile in R"™ con misura nulla dal momento che il grafico &
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parte della frontiera del sottografico. Da A misurabile in R" si ha che
tutte le altre parti di frontiera del sottografico hanno misura nulla in
R"*, quindi vale anche il viceversa. In definitiva, per f > 0

f integrabile su A misurabile <= p,,4+1(I'f) = 0.

Quando f e integrabile con integrale finito,

Af<+m,

la funzione si dice sommabile su A.
Per f la funzione costante 1 sull'insieme di base A si ha ji,,+1(Ry) =
tn(A), quindi in particolare

tn(A) = / 1dzy ... dz,.
A

La condizione di integrabilita data da misura nulla del grafico in
R"™*! vale sotto l'ipotesi di continuita della funzione f nel dominio A.
Tale regolarita puo essere indebolita. Come gia visto per le funzioni
di una sola variabile reale, si dice che la funzione f : A C R* — R
e continua quasi ovunque o quasi dappertutto quando l'insieme dei
punti di disconrinuita ha misura nulla in R™:

pn ({x € A: f discontinua in z}) = 0.

Come per le funzioni di una variabile, vale il seguente risultato:

Teorema 1.1. Se f: ACR” —= R, f >0, é continua quasi ovunque
nel dominio misurabile A di R", allora é integrabile su A.

In particolare se il dominio di integrazione A ha misura nulla in
R", allora una qualunque funzione non negativa ¢ integrabile su A con
integrale pari a zero.

Collegato con questo e con le proprieta della misura in R"™, abbiamo il
fatto che l'integrabilita ed il valore dell’integrale non cambiano modi-
ficando una funzione su un insieme di misura nulla. Infatti, se f > 0
¢ integrabile su A e B C A con pu,(A\ B) = 0, allora f ¢ integrabile

anche su B e
o1

e Funzioni sommabili, casi notevoli
Consideriamo ora una funzione f : A C R™ — R di segno non neces-
sariamente costante in A misurabile di R™. Ricordiamo le funzioni a
valori non negativi fy, f- > 0 definite da

fe—f-=f f++[-=I|f|
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Per f, e f_ abbiamo gia introdotto l'integrabilita come la possibilita
di misurare il sottografico. Diremo che f ¢ integrabile su A quando tali
sono f, ed f_ e la differenza

Ah—Aﬂ

non assume la forma indeterminata
00 — 00.

Per una tale f integrabile su A si pone

Ji=[s-]r

con la solita convenzione che +00 + a = £00 per ogni a € R. Si dice
che f & sommabile su A quando tali sono le funzioni a valori non

negativi fi, f_:
/f+<+oo, /f+<—|—oo.
A A

In questo caso f e integrabile su A con integrale finito. Evidentemente
f sommabile <= | f| sommabile.
Tenendo poi conto di

Jo=[s~[r fun=]r+]r

e del fatto che gli integrali di f, ed f_ sono non negativi, segue subito

[il= [

dove I'uguaglianza vale se e solo se la funzione ha segno costante quasi
ovunque in A, che equivale a dire che almeno uno tra gli integrali di
f+ ed f_ vale zero.

Mettiamo ora in evidenza tre casi notevoli di sommabilita.

Primo caso: funzione limitata su un insieme limitato.
Una funzione continua quasi ovunque e limitata su A misurabile e limi-
tato in R" e sommabile su A. Infatti in questo caso sia f, che f_ hanno
sottografici misurabili e limitati quindi con misura finita in R"*!.
Sia

D: A=ULA; ALNA =0,h#E,

una scomposizione in parti misurabili A; dell'insieme A. Consideriamo
poi la somma inferiore

s(f, D) =) _ ma(Aj)my, m;=inf f,
j=1 !
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e la somma superiore
Z Hn (A7) My, M; = sup f,
Aj

relative alla scomposizione D. Il prodotto p,(A;)h vale la misura in
R™! del cilindro di base A; in R"™ ed altezza h. Dalla definizione
di integrale come differenza delle misure dei sottografici di f, ed f_
nell’ordine, in particolare ragionando sulla relazione tra misura interna,
misura esterna e misura, segue

S(f.D) < /Af < 5(f,D).

Se poi consideriamo tutte le possibili scomposizioni di A in parti misu-
rabili ed introduciamo il parametro di finezza

d = max(diamA;)
J
di una generica scomposizione, allora

lim s(f. D) = lim S(f.D /f

in quanto misura interna, misura esterna e misura coincidono per i
sottografici di fy ed f_.
Altre somme approssimanti l'integrale di f su A sono le somme di

Riemann
Z [Ln J T € Aj,

relative ad una generica scomposmone di A con arbitraria scelta di
ciascun punto z; in A;. Evidentemente vale

s(f,D) <o(f, D) <5(f,D),
quindi, per confronto, anche le somme di Riemann convergono all’inte-

grale di f quando il parametro di finezza § delle scomposizioni tende a
ZEro:

timo(0) = [ 1.

Secondo caso: funzione non limitata su un insieme limitato.
Come caso di riferimento di funzione non limitata su un insieme limi-
tato consideriamo la funzione

fla) = —

]

su

A={zeR":0<||z|| < R}, R>0.
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Si osservi che la funzione ¢ continua ed a valori positivi quindi integra-
bile con integrale pari alla misura, finita o +00, del sottografico. Tale
sottografico non e limitato perche f non e limitata. In questo caso

f sommabile su A <= a < n.

Questo fatto ¢ stato provato nel primo corso di Analisi nel caso n =1
di funzioni di una sola variabile. Qui verra provato piul avanti nei casi
n = 2 ed n = 3 con 'utilizzo delle coordinate polari nel piano e delle
coordinate sferiche nello spazio.

Terzo caso: funzione limitata su un insieme non limitato.
Come caso di riferimento di funzione limitata su un insieme non limi-
tato consideriamo la funzione

f(z) = —

EE
su

A={zxeR":|z]| > R}, R>0.
Si osservi che la funzione e continua ed a valori positivi quindi integra-
bile con integrale pari alla misura, finita o +o00, del sottografico. Tale
sottografico non e limitato perche la base A non e limitata. In questo
caso

f sommabile su A <= a > n.

Anche questo fatto e stato provato nel primo corso di Analisi nel caso
n = 1 di funzioni di una sola variabile e qui verra provato piu avanti
nei casi n = 2 ed n = 3 con l'utilizzo delle coordinate polari nel piano
e delle coordinate sferiche nello spazio.

e Baricentro
Sia f > 0 sommabile su A C R"™ misurabile e limitato. Possiamo
pensare ad f(z) come densita, funzione del punto z € A, massa/misura.
Nei casin = 2 ed n = 3, f puo essere interpretata rispettivamente come
densita superficiale o densita volumetrica del corpo bidimensionale o
tridimensionale A. Una somma di Riemann

Zun(Aj)f(xj)

approssima quindi la massa totale di A non appena la scomposizione &
abbastanza fine da considerare f pressoche costante su ciascuna parte
Aj. Passando al limite per il parametro di finezza § — 0, abbiamo che
la massa m del corpo A vale I'integrale di f su A:

m = /A F(@)da.
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Analoghe considerazioni si possono fare per altre grandezze fisiche sca-
lari.

Definita la massa, possiamo definire il baricentro G = (21 g, . . ., Tnc)
di A di coordinate

1
xhg——/xkf(x)dx, kE=1,...,n
mJa

Nel caso che f sia costante, si ha il baricentro geometrico di coordinate

)
Tha=— [ zpdr, k=1,...,n
: fin(A) Ja :

e Proprieta dell’integrale
Siano f, g integrabili su A misurabile. Si hanno le seguenti proprieta
dell” integrale:

- Linearita. Se f,g sono sommabili su A, allora per ¢y, ¢y costanti
reali qualunque, anche c¢; f 4 cg € sommabile su A e vale

A(le+CQQ)ZCIAf+CQ/Ag

- Monotonia. Se g(z) < quasi ovunque in A allora

e

- Additivita. Sia A = UL, A; una scomposizione di A in m parti
misurabili con p, (A, N Ag) =0, k # h, e sia f sommabile su A. Allora
f € sommabile anche su ciascun insieme A;, 7 =1,...,m, e vale

[

- Confronto. Se |f(z)| < |g(z)| quasi ovunque in A, allora:
g sommabile => f sommabile
quindi, in maniera equivalente, anche

f non sommabile = g non sommabile.

Esempio 1.2. Discutiamo la sommabilita della funzione di due varia-
bili
flay) = ———
’ (lzl + ly)=

definita a piacere per (x,y) = (0,0) (un singolo punto costituisce un
insieme di misura nulla quindi neutro nel calcolo integrale) in

A={(z,y) 12" +y* < R’}
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Valgono le disuguaglianze

1
E(\ﬂ +yl) < Va2 +y? < x| + |yl

la cui verifica, che si ottiene ad esempio elevando al quadrato, lascia-
mo al lettore. Per confronto, f(z,y) ha lo stesso comportamento di
sommabilita della funzione di riferimento

B 1
g(z,y) = —<\/m)a

quindi ¢ sommabile in A se e solo se @ < 2, dove 2 ¢ la dimensione
attuale dello spazio ambiente R2.
Nel complementare di A € sommabile se e solo se o > 2.

2. FORMULE DI RIDUZIONE
Vediamo in questa sezione come un integrale di una funzione di n

variabili si riduce ad n integrali di funzioni di una sola variabile.

eRiduzione di integrali doppi
Sia f(z,y) sommabile sul rettangolo A = [a, ] X [¢,d] di R?. Suddivi-
diamo gli intervalli [a, b] e [¢,d] in m ed n intervalli rispettivamente

=20 <1< ...<Typ 1 < Ty =0, c=yo <y <...<Yp_1<Yp=4d,
e di conseguenza il rettangolo A in mn rettangoli
A=U; ;A A=z, i X[y, ¥y, i=0,...,m—=1,j=0,...,n—1.
Denotiamo

01 = max(zipy — ), 0y = mjax(yjﬂ — ;)

Il parametro di finezza 0 della scomposizione di A, dato dalla massima
lunghezza della diagonale dei rettangoli A;;, verifica

§ < y/03+ 42

L’integrale di f su A ¢ limite di somme di Riemann

m—1n—1

yy)dedy = i i Yi ) (Tit1r — T3) (Y1 — Yj)-
| 1oy By 22 2 ) o = )51~ 1)

Se la funzione della sola variabile y

y— f(z,y)
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¢ sommabile su [c,d] qualunque sia x € [a, b], risulta ben definita su

[a, b] la funzione
d
—/mﬂ%w®

hm Zf xz,y] y]-i—l / f XTiy Y - (xz)

e si ha

92—0

Da questo segue

m—1

/ Flg)dady = lim 3 F(a)w — ,).

—0
o =0

Se ora la funzione F'(x) ¢ sommabile su [a, b], abbiamo

/ F(a,y)dady = / bF(x)dm

che si scrive, ricordando la definizione di F(z),

Aﬂmwmwzf(/fwy@)

Si omettono le parentesi e si scrive

/A F (@, y)dady = / b / " fy)dyde

con la convenzione che il primo integrale che si calcola ¢ quello scritto
internamente. Dopo che si e integrato in dy, il risultato ¢ una funzio-
ne F(x) da integrare in dz. Il ruolo delle variabili si puo scambiare

ottenendo anche
d b
/A F (2, y)dady = / / £, y)dady

sotto le ipotesi che tutti gli integrali che compaiono siano integrali di
funzioni sommabili.

Nel caso f(x,y) > 0, 'integrale doppio [, f(z,y)dxzdy rappresenta il
volume del sottografico

R={(r,9,2):a<x<bec<y<d0<z<f(z,y)}

in R3. L’integrale semplice fcd f(z,y)dy rappresenta invece un’area:
quella della sezione piana

Re={(y,2):c<y<d0<z< f(z,y)}
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di R ad z fissato. La formula di riduzione

/A F (@, y)dady = / b / " fay)dyde

m(R) = [ (R},

si legge quindi

cioe
Il volume del solido R vale l’integrale in dxr dell’area delle
proprie sezioni piane R,.
Questo modo di calcolare volumi e noto come Principio di Cavalieri.

Le formule di riduzione non valgono solo su domini di base rettan-
golari ed il principio di Cavalieri non si applica solo a solidi con sezioni
piane che hanno base di lunghezza costante. Consideriamo un dominio
nel piano

A={(z,y):x e l,ar) <y < pB(x)}

con I = (a,b), —o0 < a < b < +oo, intervallo reale e a, 3 : I — R
due funzioni continue, a(z) < [(x) per ogni x € I. Un tale dominio si
dice normale rispetto all’asse . Viene data una analoga definizione
di dominio normale rispetto all’asse y scambiando il ruolo di x ed y.
Un dominio normale ¢ misurabile nel piano in quanto la sua frontiera
ha area nulla.
Sia ora f : A — R sommabile su A dominio normale, ad esempio
rispetto all’asse x. Vale la formula di riduzione

| stepasdy = [ b / f()) F (o, y)dyda

sotto l'ipotesi che anche gli integrali a secondo membro

o= [ i [ Fw

(z)

siano integrali di funzioni sommabili.

Esempio 2.1. Per A il triangolo

calcoliamo
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Se pensiamo ad A come dominio normale rispetto all’asse x, la formula

di riduzione ¢ .
/ edexdy = / / edeydx.
A 0 x

In questo caso, pero, il calcolo dell’integrale interno

1
F(:I:):/ e’ dy

non ¢ possibile per via elementare dal momento che non abbiamo la

[STEE LT . . . . . . y2 .
possibilita di esprimere analiticamente le primitive di €Y in dy attra-
verso funzioni elementari. Si puo rappresentare il triangolo A anche
come insieme normale rispetto all’asse y:

A={(z,y):0<y<10<z <y}

La formula di riduzione diventa

2 Lo 2 ! s [Y
/ eV dxdy = / / eV dxdy = / e’ / dxdy =
A 0o Jo 0 0

! 11 .11 1
fd:—[y]:— 1),
Azw y=351¢"1, 2@ )

Entrambe le formule di riduzione danno lo stesso integrale doppio
ma a volte, come in questo caso, con diverso grado di complessita
computazionale.

Esempio 2.2. Determiniamo il baricentro geometrico G = (z¢g,yq)

dell’insieme piano

A={(z,y):0<z <1z <y<r}
Per prima cosa calcoliamo 'area us(A) di A.

1a(A) = /1dxdy—/ / 1dydx—/ (V7 — 2)dz =

25 1, 2
—rr— -7 = =
3 27 |, 3

Calcoliamo ora zg:

1 1 N 1 ,
T = —— xdxdyzfi/ x/ dydsz/ rr —x7)dr =
N N2(A)/A 0 x 0( )
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Nel calcolare y¢, facciamo vedere come si possa applicare anche altra
formula di riduzione invertendo l’ordine di integrazione. Risolvendo le
equazioni delle curve di frontiera rispetto ad = e proiettando I'insieme
sull’asse y, si scrive A come normale rispetto all’asse y:

A={(z,y): 0<y <1,y <z <y}

Ne segue

1 / ! v ! 2 3
Yo = ydxdyzG/ y/ da:dy:6/ y =y )dy =
¢ Mz(A) A 0 y2 0 ( )

61 141_6 11\ 1
3 1, T8 1) Ty

Il baricentro di A ¢ il punto
21
G=\(-,-]).
(53)

eRiduzione di integrali tripli
Sia A C R? un insieme misurabile di misura (volume) finita, con proie-
zione sull’asse z data dall’intervallo reale I di estremi a,b, —o0 < a <
b < 4o00. Denotiamo con A, la generica sezione piana di A a quota
zel,

AZ = {(I7y) : (ZE,y,Z) € A}
Applicando il principio di Cavalieri, si ha

b b
/ ldzdydz = ps(A) = / po(A,)dz = / </ 1dxdy) dz.
A a a A,

Una tale riduzione vale anche per una funzione f(z,y, z) sommabile su

A
b
/Af(a:,y,z)d$dydz :/a </A f(a:,y,z)d:vdy) dz

sotto le ipotesi che anche gli integrali a secondo membro

F(z) = /AZ f(z,y, z)dxdy, /ab F(z)dz

siano integrali di funzioni sommabili. Le parentesi vengono in genere
omesse e si scrive

b
/f(x,y,z)dxdydz:/ / f(z,y, z)dxdydz.
A a Az

Chiaramente si puo scegliere di proiettare A anche su assi diversi dal-
I’asse z, scambiando il ruolo delle variabili.
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Esempio 2.3. Determiniamo il baricentro geometrico G = (z¢, ya, 2¢)
di

A={(r,,2):0<2<1,2 >0,y > 0,2 +y <z}

La proiezione di A sull’asse z ¢ Uintervallo [0,1]. Per z € [0,1], la
sezione piana A, di A a quota z e il triangolo rettangolo isoscele con
cateto di lunghezza +/z

A ={(y) 220y >0,x+y <z}
la cui area vale pp(A,) = z/2. 1l volume di A vale

1 1 1 1 -
i) = [ (s = [ Sads = 117 =
0 0

Calcoliamo ora zg:

1 1
ro = /xdmdydz = 4/ / rdxdydz.
13(A) Ja 0 JA.

L’integrale doppio interno vale

vz Va—z Vz
/ xdxdy :/ x/ dydzx :/ (xv/2z — 2%)dr =
A, 0 0 0

1
1

vz
1 1 1 1 1
[5\/&2 _ 5333}0 - lai= Lo
da cui
2 ! 4 1511 4
Wite! 3/0 Z\/E z 15 z?2 0 15

Calcoliamo poi yg:

1 1
Yo = ——~ / ydxdydz = 4 / / ydxdydz.
M3(A) A 0o JA,

L’integrale doppio interno vale

NCROVERS 1 [vz
/ ydxdy = / / ydydz = - / WY dz =
A, 0 0 2 0

1 1,

vE 1
—/ (z 4 2% — 22\/2)dx = = {zx—l——x —ZL‘2\/E:| =
2y 2 3

1 1 1 1
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da cui, esattamente come nel calcolo di z¢,

2
y:§/z\/_dz—5

Del resto x¢ = yg era prevedibile per chiari motivi di simmetria di A
attorno al piano y = z. Calcoliamo infine zg:

1 1
zqg = —/ zdrdydz = 4/ z/ dxdydz =
13(A) Ja 0 A,

1 1 ) )
4/ zpia(Az)dz = 2/ 2dz =[] = =
0 0 3 3
Il baricentro di A ¢
(4 42
S \15°15"3)°

Abbiamo un diverso modo di ridurre integrali tripli, scambiando 1’or-
dine dell’integrale doppio e dell’integrale semplice. Sia B la proiezione
di A su di un piano coordinato, ad esempio il piano x,y. Per ogni fissa-
to (x,y) € B, denotiamo con A, ) la sezione unidimensionale di A che
si ottiene intersecando A con la retta parallela all’asse z spiccata da
tale punto. Per semplicita, consideriamo il caso che A sia un dominio
normale

A={(z,y,2): (z,y) € B,afx,y) < z < B(z,y)},

a,: B — R continue, a(z,y) < [(z,y),

in maniera tale che la sezione A, ) sia I'intervallo

A(azy) = {Z : CY({L‘,y) <z < ﬁ(x,y)} = [OZ(JI,y),ﬂ(ZE,y)].

B(z,y)
/ F(2,y, 2)dedydz = / ( / f(x,y,zmz) dudy
A B a(z,y)

nella ipotesi che anche gli integrali a secondo membro

B(z,y)
F(x,y)zf flz,y, 2)dz, /F(w,y)dxdy
B

a(z,y)

Vale

siano integrali di funzioni sommabili. Come al solito, le parentesi
Vengono omesse e si scrive

ﬁ(w,y
/fac Y, 2z dmdydz-// (x,y, z)dzdxdy.
(z,y)
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Esempio 2.4. Calcoliamo

1
—=dxdyd
A?%Exyz

A={(z,y,2) 2 <0,y >0,y —2 <1,0 <z < 2?}.
La proiezione di A sul piano z,y e il triangolo

B={(z,y): <0,y >0,y —z <1}

con

mentre per (z,y) € B la sezione A, ¢ descritta da
0<z<a?
Abbiamo

2
1 o1
dxdydz = // dzdxdy =
/,42\/5 o 2Vz

WAl ey = [ fahdody = [ otz

dove nell’ultimo passaggio si e tenuto conto che in B vale x < 0. Ora
possiamo ridurre l'integrale doppio:

0 l+e 0
—/:cd:cdy:—/ x/ dyda:’:—/ z(l+z)dr =
B -1 Jo 1

L, 147" _
5] -

1 1 1

2 3 6
e Riduzione di integrali multpli

Le formule di riduzione valgono in dimensione n qualunque. Scriviamo

n =p+gq, p,g > 1, e denotiamo la variabile di R™ con (x,y) dove

x € RP, y € R%. Sia A un misurabile di R" e denotiamo con B la sua

proiezione su RP. Poi, per ogni x € B, denotiamo con A, la sezione

g-dimensionale di A
A, ={yeR?: (z,y) € A}.

Per f(z,y) sommabile su A vale

/A f(z, y)dudy = /B /A ey

sotto l'ipotesi che anche gli integrali a secondo membro

F@)= [ fay)dy, / F(z)dz,

Ag
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di rispettive dimensioni ¢ e p, siano integrali di funzioni sommabili.

3. CAMBIAMENTI DI VARIABILE

eCambiamenti di variabile in R"
Consideriamo il cubo unitario n-dimensionale ¢) = [0,1] x ... x [0, 1],

Q={(ur,...,u,):0<u; <1,j=1,...,n},

e sottoponiamolo ad una trasformazione lineare = = ¢(u)

r1 = a11uUq + CL12UQ+ . +a1nun
To = Q91U + A9oUs+ . +a2nun
Tp = Ap1U] + GpaUo+ ... FC0pplp

rappresentata dalla matrice non singolare A = (a;;). Una delle interpre-
tazioni notevoli dei determinanti e che la misura dell’insieme immagine

p(Q) vale

pn(p(Q)) = [ det Al.

Da questo segue che per ogni B C R™ misurabile anche ¢(B) & misu-
rabile con misura

pin(p(B)) = [ det Alpun(B).

Questa uguaglianza si scrive anche

/ ldr = / 1 -|det Aldu.
»(B) B

Si dimostra che al posto della funzione 1 puo comparire una funzione
f(z) sommabile su p(B): la funzione composta f(p(u)) ¢ sommabile
in du su B e vale

z)dr = w))| det Aldu.
L(B)f<> /Bf(cp( )] det A

Questa formula di cambiamento di variabile lineare si puo generaliz-
zare a cambiamenti di variabile z = ¢(u) di classe C'. 1l valore as-
soluto del determinante |det A| viene sostituito dal valore assoluto del
determinante jacobiano |det J,(u)| in quanto ogni trasformazione dif-
ferenziabile e localmente approssimata da una trasformazione affine
(lineare+traslazione) rappresentata dalla matrice jacobiana.

Teorema 3.1. (Cambiamento di variabile) Sia B un insieme aper-
to e misurabile di R" e sia ¢ : B — ¢(B),

z = p(u),
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una funzione di classe C* invertibile e tale che det J,(u) # 0 per ogni
ueB.
Allora, anche l'insieme p(B) é misurabile con misura

(o(B)) = [ det I, (] du

Sia poi f(x) una funzione sommabile su p(B).
Allora, la funzione f(p(u)) é sommabile su B con

x)dr = w)) |det J,(u)| du.
L(B)f<> /Bfw ))[det J, (u)

Poiche gli insiemi di misura nulla sono neutri nella teoria dell’inte-
grale, e sufficiente che ¢, invece di essere iniettiva su tutto B, abbia una
restrizione iniettiva ad un sottoinsieme E C B con pu,(B\ E) = 0. Per
lo stesso motivo, € sufficiente che la condizione det J,(u) # 0 valga qua-
si ovunque in B invece che ovunque. Questa osservazione ¢ importante
nell’utilizzo della coordinate polari, sferiche cilindriche.

eCoordinate polari nel piano
Calcoliamo il determinante jacobiano del cambiamento di variabile in
coordinate polari

x =rcost, y=rsind.

Abbiamo
or Ox
o o9 cost¥ —rsin?d
= =r
@ @ sin 9 7 cos U
or v

Le condizioni di invertibilta e di jacobiano non nullo portano alle limi-
tazioni r > 0, invece di r > 0, e 0 < ¥ < 27, invece di 0 < ¥ < 27.
Tuttavia, questo non da alcuna limitazione effettiva nel calcolo integra-
le perche si sono esclusi gli insiemi (rette) di area nulla nel piano r,
dati da r =0, 9 = 0, ¥ = 2x. La formula di cambiamento di variabile
diventa

/ f(z,y)dzdy = / f(rcosd,rsind) - r drdd,
A B

con B l'insieme corrispondente ad A in coordinate r, 9.

Chiaramente il passaggio in coordinate polari e vantaggioso quan-
do l'insieme A e/o la funzione f hanno buone proprieta (simmetria,
stabilita di forma o di valori) rispetto alle rotazioni.
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Esempio 3.2. Determiniamo il baricentro geometrico G = (z¢,yq)
del quarto di cerchio

A={(x,y):2>0,y>0,2> +y* < 1}.
L’insieme B corrispondente ad A in coordinate polari ¢

B={(r9):0<r<1,0<9 <m/2}.
Abbiamo quindi

1 4 4
wG:—/xd:vdy:—/xdxdy:—/rcosﬂ~rdrd19:
p2(A) Ja TJa T JB

4 1 w/2 4 4
}/0 7"2/0 cos ¥didr = 3—7T[sin19]g/2[r3](1) =

Per motivi di simmetria si ha poi yo = zg, come del resto si verifica
agevolmente:

1 4 4
Yya = /ydxdy:—/ydxdy:—/TSlnlgT drdy =
p2(A) Ja TJaA TJB

4 1 w/2 4 4
- / r? / sin 9dddr = — [— cos 0]5*[r®)}
T Jo 0 3T

0:3_7r'

Il baricentro &

G = (4/3m,4/3n).
Vediamo ora due importanti applicazioni delle coordinate polari.

- Sommabilita della funzione 1/(1/x? + y?)®
Possiamo ora dimostrare nel caso n = 2 quanto gia anticipato sull’in-
tegrale della funzione di riferimento 1/||z||*, € R".

Sia
1

A={(x,y): 2> +9y* < R?}, f(x,y) =

e calcoliamo
/ f(z,y)dxdy.
In coordinate polari, A si tra:forma in
B={(r,9):0<r <R,0<9<2r},

quindi

/f(x,y)dxdy:/ —r drdﬁ:/ 1/ dﬁdr:27r/ -dr
A BT o ™ Jo o T
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dove I'ultimo integrale e finito se e solo se « — 1 < 1 quindi se e solo se
a < 2. Abbiamo ottenuto
f sommabile su A <= a < 2.

In maniera del tutto analoga, ricordando il comportamento dell’inte-

+oo
grale / Ta_ldn per 2% 4+ y? > R2, si ottiene
R

f sommabile su R?*\ A <= a > 2.

“+oo
- Calcolo dell’integrale e dr

Con l'utilizzo delle coordinate ﬁolari e delle formule di riduzione appli-
cate all’integrale doppio

J:/ e_xQ_dexdy,
R2

si ottiene il valore dell’integrale semplice

+oo 9
I = / e Tdx

non deducibile dal calcolo elementare di primitive. Le formule di ridu-
zione danno un legame tra [ e J:

2 2 Foo 2 Foo 2
J = / e eV drdy = / e " / eV dydr = I*.
RQ —00 —00

Il passaggio a coordinate polari consente di calcolare J:

—+o00 27 ) +00 ) )
J = / / e " rdddr = 27r/ e rdr = wl—e ] = 7.
—00 0 —

o0

Da J = I? si ha dunque

eCoordinate cilindriche nello spazio, solidi di rotazione
Calcoliamo il determinante jacobiano del cambiamento di variabile in
coordinate cilindriche

r=rcos?, y=rsind, z = z.
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Abbiamo
or 09 0z cos?d —rsind 0
@ @ @ = | sinYd rcostv 0 |=r
or 09 0z
0: 0: oz | | 00 1
or 09 0z

Le condizioni di invertibilta e di jacobiano non nullo portano alle limi-
tazioni » > 0, invece di r > 0, e 0 < ¥ < 27, invece di 0 < ¢ < 27.
Tuttavia, questo non da alcuna limitazione effettiva nel calcolo integra-
le perche si sono esclusi gli insiemi (piani) di volume nullo nello spazio
r,d,z datidar =0, ¢ =0, ¢ = 27. La formula di cambiamento di
variabile diventa

/f(a:,y,z)da:dydz = / f(rcosd,rsind, z) - r drdidz,
A B

con B l'insieme corrispondente ad A in coordinate 7, ¢, z.

Il passaggio in coordinate polari & vantaggioso quando l'insieme A
e/o la funzione f hanno buone proprieta (simmetria, stabilita di forma
o di valori) rispetto alle rotazioni assiali. L’asse di rotazione viene fatto
coincidere con l'asse z.

Esempio 3.3. Calcoliamo

deddydz, A= {(z,y,2):0< 2z <1224+ y? <z}

z
In coordinate cilindriche
\/ﬁy2 <z<—=0<r<z
I1 solido A corrisponde a
B={(r0,2):0<2<1,0<r<z20<9<2r}

da cui si capisce che A ¢ di rotazione e che la figura piana che genera
A attraverso una rotazione completa attorno all’asse z e il triangolo

C={(rz):0<z2<1,0<r <z}

Dal momento che la funzione da integrare non dipende da 1, si ha

dxddydz = / z. rdrdddz = 27r/ zdrdz.
c

BT

z
/A Va2 +y?
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A questo punto si applicano le formule di riduzione:

1 z 1 1
/ zdrdz :/ z/ drdz :/ 2dz = —.
c 0 0 0 3

Concludendo,
z 27
————drddydz = —.
/A Va2 + 92 3
Con le coordinate cilindriche, si giustifica agevolmente il seguente
risultato sui volumi di rotazione:

Teorema 3.4. (Guldino) Sia A il solido di rotazione generato dalla
figura piana C. Il volume di A wale il prodotto tra l'area di C' e la
lunghezza della circonferenza descritta dal baricentro di C durante la
rotazione.

Dimostrazione. In coordinate cilindriche A corrisponde a
B={(rv,2):(r,z) € C,0 <9 <27}

quindi
ps(A) :/ldxdydz: / rdrdﬁdZ:Qﬁ/ rdrdz.
A B c

Moltiplicando e dividendo per I'area di C, e denotando con G = (rg, 2¢)
il baricentro di C, si ha

1
pl4) = () - 2t /C rdrdz = 1a(C) - 2

dove I'ultimo prodotto e proprio tra I'area di C' e la lunghezza della
circonferenza descritta da G durante la rotazione.

O

eCoordinate sferiche nello spazio
Calcoliamo il determinante jacobiano del cambiamento di variabile in
coordinate sferiche

x =rcos¥sing, y=rsindsiny, z =rcosp.
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Abbiamo

? g_i; g_x cosvsing —rsindsing rcosdcosp
r P

dy 0Jy 0y . . : :

o 99 9o | = | Using rcosdsing rsindcose
r '

0z 0z 0z .

3 59 % cos 0 —Trsme

= —r?sinpcos? p — r?sin® p = —r?sin @

sviluppando secondo l'ultima riga. Tenendo conto che singp > 0 in
quanto 0 < ¢ < m, il valore assoluto del determinate jacobiano &
r?sin ¢. Quindi dxdydz va cambiato in
r? sin pdrddde.

Le condizioni di invertibilta e di jacobiano non nullo portano alle li-
mitazioni r > 0, invece di r > 0, 0 < ¢ < 27, invece di 0 < ¥ < 2,
e < p < minvece di 0 < ¢ < 7. Tuttavia, questo non da alcuna
limitazione effettiva nel calcolo integrale perche si sono esclusi gli in-

siemi (piani) di volume nullo nello spazio r, ¥, ¢ dati da r =0, ¥ = 0,
¥ =2m, ¢ =0, p = 7. La formula di cambiamento di variabile diventa

| #ay)dodya: -
A

/ f(rcos ¥ sin g, rsindsin p, 7 cos @) - ¥ sin @ drddde,
B

con B l'insieme corrispondente ad A in coordinate 7,1, ¢.

Chiaramente il passaggio in coordinate sferiche ¢ vantaggioso quan-
do l'insieme A e/o la funzione f hanno buone proprieta (simmetria,
stabilita di forma o di valori) rispetto alle rotazioni centrali.

Esempio 3.5. Calcoliamo
x
——dwdydz, A={(z,y,2): 2+ +22 <1,2> /a2 +y2 x>0}
/A Va2 +y?

A & l'intersezione di una sfera con un semicono. In coordinate sferiche

x2+y2+22§1<:)0§7“§1

2> \x?+yP <= rcosp >rsinp <0< p < %
Infine

20 —— <9<

ro| 3
ro| 3
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dove si € scelto, in maniera equivalente, di far variare 9 in [—, 7| invece
che in [0, 27] per leggere piu agevolmente la condizione cos? > 0. In
coordinate sferiche, A corrisponde a

B={0<r<1,0<p<7/4,—7m/2 <09 <m/2}.

Dunque

1 pr/2 w/4 Isi
/ %dxdydz = / / / w - r%sin pdpdddr =
AN T*+y 0 J—=x/2J0 TSl @

1 /2 /4 1
r? cos sin pdpdddr = =[]} - [sin 19]7:/2 5 [—cos 90]3/4 =
0 — 0 3 "/

(49

Concludiamo con una importante applicazione delle coordinate sfe-
riche.

- Sommabilita della funzione 1/(/2% + y? + 22)*

Possiamo ora dimostrare anche nel caso n = 3 quanto gia anticipato
sull’integrale della funzione di riferimento 1/||z||*, z € R".

Sia
1

(Vo2 +y?+ zz)a’

e calcoliamo
/ f(z,y, 2)dxdyd:z.
In coordinate sferiche, A siA trasforma in
B={(rd,0):0<r<R0<9<2r,0<¢<7},
quindi

1
/ flx,y, z)dxdydz = / — -r¥sing drddde =
A BT

R 1 27 s R 1
/ 5 / / sin pdpdidr = 47 / Sdr
o ™ Jo Jo o T

dove I'ultimo integrale e finito se e solo se « —2 < 1 quindi se e solo se
a < 3. Abbiamo ottenuto

f sommabile su A <= «a < 3.
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In maniera del tutto analoga, ricordando il comportamento dell’inte-
+oo

grale / ——dr, per 2% +y? 4+ 22 > R?, si ottiene
R T

f sommabile su R?*\ A < a > 3.



