Metodi Numerici per I'lngegneria LS
a.a. 2008-2009

® Problemi Ellittici

Fabiana Zama
http://www.dm.unibo.it/~zama

zama@dm.unibo.it

Metodi Numerici per I'Ingegneria LS —p. 1/1



Equazioni di Diffusione-Trasporto

—V - (uVu)+b-Vu+ou=f In Q 1)
u=0 su of (2)

Condizioni:

® 4,0 L), ulxr)>py>0,°2

® bec[L®(0)]? V-be L®NQ),

® fcl?Q)

In molti casi il termine diffusivo —V - (uVu) € dominato da quello convettivo (o
di trasporto) b - Vu oppure da quello reattivo cu. In questo caso si possono

presentare strati limite nella soluzione, ovvero regioni a forte gradiente in
prossimita della frontiera e la soluzione numerica puo diventare problematica.

a* Sj definisce LOO(Q) lo spazio delle funzioni che sono limitate g.o. (quasi

ovungque a meno di un insieme di misura nulla) in £
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Forma Debole

Sl INtroduce una tunzione testv € V' e S integra usando la tormula dl Green:

/ V- (uVu)vdQ) = / Z agzuvdﬁ =

—Z( / (uVu)njvdy + / cVua dQ) / (uVu) - nvdy + / uVu - VodQ
o0 0x; o0 Q

1=1

/b VuvdQ = /Zb o —vdQ = Z(/ i " ud — / b-niuvdv) =

/ (b - Vv)ud2 — / b - nuvdy
Q of2

Ponendo V = H} () si ottiene
/ (=V - (uVu) +b-Vu+ou— f)vdd =
Q

/,u,Vu°Vde—1—/ (b.Vv)udQ—k/ aqu—/ fodS)
Q Q Q Q
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Forma debole

SrLintroduce. la forma bilineare .- V.« V. R

a(u,v) = / pVu - VodS) —l—/ ub - Vod) —i—/ ouvdS)
Q Q Q

dove V = Hj(Q). la forma debole & data da:
trovare u € V : a(u,v) = (f,v), Yv eV

La soluzione esite ed e unica in quanto si prova che

® |a forma bilineare e coerciva;

0
CL(”U,,’U) =2 O‘HUHHl(Q)a Q= 1+ 2
Q

con ||v]lz2(q) < CallVullL2(q)

® |a forma bilineare e continua;

a(u, v)| < Mllullg@)llvlla @), M = I[Ibllps @) +IIRIL™(Q)+ |0l L™ ()
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Problema di Galerkin

trovare wuy, € Vy, 1 a(up,vy) = (f,vy) Yo, € V3,

dove V;, & una famiglia di sottospazi di dimensione finita di Hj (Q).
Si prova che:

® (|Vupllrz20) < 211 fllL2(0)
Il gradiente puo essere tanto piu grande quanto piu ug € piccola.
® vale la seguente stima dell’errore:
M
«

inf flu— vyly

U — U <
Ju—unlly < 5 inf

La costante M /a diventa tanto piu grande tanto piu cresce il rapporto

1B oo () /114l oo (02

ossia quando il termine convettivo domina quello diffusivo.
Occorre quindi modificare opportunamente il problema di Galerkin.

Metodi Numerici per I'Ingegneria LS — p. 5/1



Diffusione Artificiale

Il metodo della viscosita artificiale (upwind) si puo estendere al caso
bidimensionale. Si aggiunge alla forma bilineare il termine:

Qh/ YV, VordQ, Q >0
Q

guesto equivale ad aggiungere il termine di diffusione artificiale —QhAwu al
problema di partenza:

—V - (uVu) — QhAu+b-Vu+ou=f

Si aggiunge una diffusione supplementare nella direzione del campo b, come
e giusto ed anche in quella ortogonale (non necessaria).

Esempio Dato il problema —uAu + % — f la direzione del campo di trasporto e
[1,0]. Si vorrebbe aggiungere una diffusione artificiale unicamente in tale

: : . 0%y 0%, 0%,
direzione: —Qh5—7 e non —Qh ((%2 -+ 8y2>'
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Diffusione Streamline

Il termine corretto di stabilizzazione dovrebbe essere;:

—QhV - [(b- Vu)b] = —hQV - ((%b)

Il problema di Galerkin risulta quindi:
trovare uy, € Vy, : ap(up,vp) = (f,vy), Yo, € Vi
dove

ah(uh, Uh) = a(uh, Uh) + bh(uh, ”Uh), bh(uh, Uh) = Qh(b . Vuh, b - V’Uh) =

Ouyp, Ovy,
(G )

Si aggiunge un termine proporzionale alla derivata seconda nella direzione del
campo b (streamline). Il termine di stabilizzazione puo essere espresso come
V - (1aVu) dove [ue); j = Qhbsb;. Laccuratezza di questo metodo e O(h).
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Stabilizzazione fortemente consistente

Si aggiunge un termine al problema di Galerkin:
trovare up € Vi, : a(u,v) + £, (up; fyvn) = (f,vn), Yop €V

Il termine aggiunto deve verificare I'ipotesi: £, (u; f,vy) = 0, Yoy, € V},
Una scelta possibile e :

Sh(un; fon) = Y 6(Luy, — f,8 )L?(K)
keT;,

dove
(U,U)LQ(K) 2/ u,vdK
K

h i

(p)
(vp) = o[

(Lssvh + pLsvyp)

| termini Lg e Lgg indicano rispettivamente la parte simmetrica e la parte
antisimmetrica dell’'operatore L. Lu = f rappresenta il problema di
diffusione-trasporto-reazione con condizioni al bordo omogenee u« = 0, su 92
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Dato Lu = —u/Au + V - (bu) + ou 0sserviamo che:
1 1
V- ((bu) = 5V - (b)) + 5V - ((bu))

1 1 1
= §V - ((bu)) + §uV b+ §b - (Vu)

quindi si puo scrivere:

Lu = —p/Au+ la—l—%v-b] u—l—%[V-((bu))—l—b-(Vu)]

Si osserva che il termine di reazione e diventato adesso:

« 1
o :a+§v-b
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dungue si ha la seguente relazione
Lu= Lgu+ Lggsu cCON

Lgu = —puAu + (a—l— %V-b) u,

Logu = % (b-Vu+ V- (bu))

Lg e detta parte simmetrica dell’'operatore L in quanto si ha
(Lsu,v) = (u, Lgv)

Lgg € detta parte antisimmetrica dell’operatore L poiche
(Lssu,v) = —(u, Lgsv)
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Metodi GLS SUPG DW

Si pone:
®» =1 metodo Galerkin Least Squares (GLS):

h

82)(%) = H

Lvh
® =0 metodo Stramline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG):

h
5 (o) = ﬁLSSUh

$®» = -1 Metodo Douglas-Wang (DW)
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Esempio 1

Cansideriamo. il nrohlema

—uAu+b-Vu=1 in Q=(0,1) x (0,1)
u=20 su of

b

(_17 1)t

Si considera il caso u = 1072, Pe, = % = 70. Usando il metodo di galerkin

ed una griglia triangolare di misura h = 0.05 (DOF = 882) si hanno soluzioni

oscillanti infatti il numero di Peclet locale e Pe = % — 3.5. Se il passo

diminuisce h = 0.01 (DOF = 21450) la soluzione e regolare (Pe = % = 0.7)
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Esempio 2

Si considera il problema del’esempiol con p = 10~° Pe, = % = 7-10% |

passi h = 0.05(Pe = 3.510%) e 0.01 (Pe = 710%) danno soluzioni oscillanti.

15 8
5

Time=1 Surface:u Height: u Time=1 Surface:u Height:u

F 410

Per avere una soluzione stabile occorre prendere h < 1.4107°
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Stabilizzazione AD

Risultato ottenuto aggiungendo un termine di diffusione artificiale (AD):
up, = hlb| I numero di Peclet del problema modificato e dato da:
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Stabilizzazione SUPG

Risultato ottenuto con Stabilizzazione SUPG. |lusypa — uapl| = 9.686102

08

06

0.4

02

R \\“’:\ﬁ“‘t\

OIS

! A\vm&&‘\\\\%\\iﬁhﬂ'\%«
‘ [

0

A
%‘g&gﬁ‘

PR
2 ‘ g‘\;‘\ ]

GRgs

vy N
AR

0.5

0.4

0.3

Metodi Numerici per I'lngegneria LS — p. 15/1



	Equazioni di Diffusione-Trasporto
	Forma Debole
	Forma debole
	Problema di Galerkin
	Diffusione Artificiale
	Diffusione Streamline
	Stabilizzazione fortemente consistente
	.
	..
	Metodi GLS SUPG DW
	Esempio 1
	Esempio 2
	Stabilizzazione AD
	Stabilizzazione SUPG

