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Problemi Differenziali con condizioni al contorno

® Problema del secondo ordine non lineare:

y/,:f(xayay/)v a<zx<b

con condizioni al bordo:

# Dirichlet: y(a) =, y(b) =7

# Neumann: y'(a) =a, ' (b) =2
# Robin (Miste):

apy(a) — a1y’ (a) = a, lag| + la1| # 0

boy(b) + b1y’ (b) = B, |bo| + [b1] # 0
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Problemi Lineari

Il problema del secondo ordine lineare:
Ly=—y" +p@)y +a@)y=r(z), a<z<b

apy(a) — a1y’ (a) = a, boy(b) + b1y’ (b) = f
ammette un’unica soluzione Vo, 8 se:
® p(x),q(x),r(x) sono continue in [a, b;
® apa; >0, bob1 >0, |ao|+ |bo|#0
® |ao|+[a1]| #0, [|bo|+ [b1] # O
Metodi per la soluzione numerica

®» Metodi alle differenze
® Metodi di proiezione
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Metodo alle differenze (Esempio)

Si considera il problema:
Ly=—y" +p@)y +a@)y=r(z), a<z<b

con condizioni di Dirichlet:

Si definisce una partizione uniforme dell’intervallo [a, b]:

b—a
= h, j=0,1,...,J+1, h=
CB] CL—|—] ) J ) - ) _I_ ) J—I—l
Si approssima la soluzione mediante:
I ] = Uj41 — 2uj +uj— N[ it T U1 ot —
nlus]l = — 12 + p(z;) oh + q(zj)u; = r(z;)

j=1...,J wo=a, ujr1 =0
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da cui:

con
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Metodi alle differenze

® Sjottiene il sistema lineare: Au=r

( b1 c1 \ / r(zy) \ /a,loz\
ao bo C9 h2 ?“(:CQ) 0

\ o ay by ) \r(:;J)) \c;ﬁ/

®» Se JP*,Q«,Q* costanti positive:

p(z)| < P*, 0<Qx <q(z) <Q" Va € [a,b]

e vale che h < 2/P* allora il sistema tridiagonale ammette un’unica
soluzione che puo essere ottenuta con fattorizzazione LU senza pivot.
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Metodi di Proiezione

® Metodo agli elementi Finiti, Metodo di Galerkin, Metodo di Rayleigh-Ritz;

® Sidetermina la soluzione dell’equazione differenziale mediante una
combinazione lineare finita di funzioni di base (trial functions);

® Principali funzioni di base:
# polinomi
# funzioni Bspline
# funzioni trigonometriche
® S considera la soluzione in uno spazio funzionale di dimensioni infinita e

Si cerca di ottenere un’approssimazione della soluzione nel sottospazio di
dimensione finita generato dalle funzioni di base (proiezione).
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Introduzione

Si considera il seguente problema:

(p(a:)v’)/ +q(x)v = f(z), 0<z<1, v(0)=0v(1)=0

Si determina una soluzione approssimata della forma:

n

u(@) =) cj¢;(x)

j=1
dove ¢4,..., o € un insieme di funzioni di base tali che:
$;(0) =¢;(1) =0, j=1,...,n Perdeterminare i coefficienti c; si hanno i

seguenti metodi:

® Metodo di Collocazione
® Metodo di Galerkin
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Metodo di Collocazione

Siano x1, x9, ..., xy PUNti NON Nnecessariamente equidistribuiti nell'intervallo
[0, 1]. Si richiede che la soluzione approssimata soddisfi 'equazione
differenziale in questi n punti:

d d mn mn
o [p(x)% (Z cjd; (9?)) +q(zi) Y cidj(xi) = fla;)
j=1 z) j=1
i =1,...,n Sisuppone che le funzioni di base siano differenziabili fino al

secondo ordine.

Z p(x; (b] (zi) +p (xz)fbg (zi) + Q(xz)fbj (33@)} = f(x;),

J=1
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Metodo di Collocazione

Si ottiene un sistema lineare di n equazioni in n incognite. Problemi
computazionali:

® \Valutazione dei coefficienti della matrice:
a; ;j = p(xi) b5 (i) + 0 (2:) 5 (x:) + q(z4) P (x:)

® Soluzione del sistema lineare:;

Cc = (61,02, .. .,Cn)t, f = (f(xl)af(xQ)a .- 7f(xn))t
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Metodo di Galerkin

Si definisce la funzione residuo associata alla funzione u(z):
r(z) = (p(z)u'(2)) + q(z)u(z) — f(z), 0<z <1
Se u fosse la soluzione esatta del problema
(p(x)v) + qlz)v = f(z), 0<z<1, v(0)=uv(l)=0

allora »(x) = 0. Inoltre la funzione residuo sarebbe ortogonale ad ogni
funzione ed in particolare all'insieme delle funzioni di base ¢g, ¢1, .. .

1
0=(r,¢;) = /0 r(z)p;(x)dr, 7=0,...
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Metodo di Galerkin

In generale u(z) sara soltanto un’approssimazione della soluzione v in quanto

combinazione lineare con un numero finito di funzioni di base.
Il metodo di Galerkin definisce la funzione w(x) il cui residuo e ortogonale

all'insieme delle funzioni di base:

1
/ r(z)¢;(r)de =0, 7=0,...,n
0
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Sostituendo: u(z) = 3. ci¢i(x) Si ha:

Z%/ )+ q(2)6i(x)) 6 da:—/f 2, (x)da

Integrando per parti il primo termine si ha:

1 / 1 1 / /
/ (p(x)u' () ¢j(x)dx = p(x)d;(x)d;(x)|, — / p(x)¢;(x)d;(x)dw
0 0

Poiche ¢;(z) =0perz =0,1eVj
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Si ottiene quindi il sistema lineare Ac = f dove:

1
f={ﬁﬁﬂbﬁ=ﬂ;ﬂ@@@%myﬁ=ann

1

1
amz—Ap@ﬁw%@m+/q@@@@@w

0
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Osservazioni

® Nei metodi di collocazione e Galerkin la soluzione in un punto z puo
essere calcolata mediante I'espressione:

w(T) =Y ¢j¢;(T)

1=1

® | e matrici dei sistemi lineari sono in generale piene a meno che non si
facciano particolari scelte delle funzioni di base: per esempio funzioni
spline

® |l calcolo degli elementi della matrice richiede la valutazione numerica di
Integrali mediante formule di quadrature.

® |l metodo di Galerkin porta sempre ad una matrice simmetrica.
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Esempi di funzioni di base: Bspline Lineare

Funzioni lineari a tratti ¢1(z), ¢p2(x), ..
dell'intervallo [a,b]: zo =a<z1 < - < xp < b= Tp41:

0.8f

0.6

0.4r

0.2r

X_i—h X_I X_i+h 1

perz; 1 <z < x;
perxz; < x < x;41
altrimenti

Caso uniforme:
la, b] = [0, 1]
r; = a—+ th,
1=1,...,n

., on(n) definite in una partizione
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Funzioni di base di secondo grado ()

Funzioni di secondo grado a tratti definite in una partizione uniforme
dell’intervallo [a,b]: zo =a <z < -+ < z2,—1 < b=z, Se i e dispari la
funzione ¢; e detta funzione a bolla :

bi(x) = { _4E=gim (x—fﬁ_l - 1) per z;_1 <z < i1
0 altrimenti

1
0.8¢
0.6}
0.4y
0.2t

0 X_i=h X i x_i+h 1
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Funzioni di base di secondo grado (ll)

Se i e pari la funzione ¢; e detta funzione a tenda

Pi(z) =

\

’

\

L—Tq—2

L—TLj—2 1)

1.2

0.8f

0.6

0.4r

0.2

-0.2

x_i=2h x_i-h  x_i x_i+hx_i+2h

perz; o < x < z;

2_}‘16" —1) perx; <x < x;49
altrimenti
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Esempio

Si calcolano gli elementi della matrice ed del termine noto del sistema lineare
Ac = f dove:

1
fz{hﬁﬂbhzﬁ;ﬂ@%ﬁmmaﬁ=L~wn

1

1
am:—prﬁm@wm+/q@@@@@w

0
utilizzando come base le funzioni Bspline lineari.
® |a matrice A e detta matrice di rigidezza o stiffness matrix.

® || termine noto e detto vettore dei carichi load vector.
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Proprieta delle funzioni di base lineari

® ¢, non é definita nei punti z;_1, z;, z;11

® ¢ e lafunzione costante a tratti:

( % ri—1 < x < wy
/ 1
oi(r) =9 —7 x; << x40
| 0 otherwise

® [ e discontinuita non influiscono sul calcolo degli integrali:

aij = /xk+1 [—p(x)pi ()¢ (x) + q(x) ¢ (x) ¢ (x)] da
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Proprieta della matrice

® Per la definizione delle funzioni ¢; si ha:

$i0; #0, <= i—1<j5j<i+1

Gip; £0, <= i—1<j<i+]1

U

ai,j:O, Seli—j|>1

A e tridiagonale
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Calcolo del coefficientl

Per calcolare i coefficienti a; ; introduciamo i termini:

P,L'=/ i p(x)dx, QZ-:/ i q(z)(z — z;_1)°dzx

1—1 1—1

R; = /$¢+1 q(z)(x — xi+1)2d:(;, ; = /x% q(z)(r —x;_1)(x — z;)dx

7 1—1

Si osserva che:

/.z'-l—l p(ZE)(b; (CC)(bé (z)dx = h_12Pz'—|—1

[ pws@eids = 5
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Calcolo del coefficientl

/'Hl p(x) ¢ (z)piy1(x)dw = —%PL‘H,

Li+1 1
| a@ei@éi@dz = 3B

[ a@s@eie)s = 0
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Calcolo del coefficientl

o= [ L p(@) (@) (@) + q(@)di(x)i(x)] de =

k=0" Tk

)3 / T @) @) (0) + a(@)i(0)6u(a)] do =

k=i—1"Y %k

— [7 i@+ [ s i

Tit1 / / Tiia
+/. _p(x)(/bi(x)(bi(ﬂ?)diwr/' q(z)¢i(x)pi(z)dz =
:_%(Pi+Pi+1_Qi_Ri)a i=1,...,n (1)
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Calcolo del coefficientl

1 :
ai,i—lzﬁ(Pz’_Si)a 7,:2,...,71,

Le componenti relative al termine noto sono date da:

fi = %/w i f(x)(x — z;—1)dx + %/x i f(z)(xip1 — x)dx

1—1 1
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Esempio

Nel caso particolare p(x) =1, q(z) =0siha @Q; = R; = S; = 0e P; = h quindi:

—2 1 1
Qg5 = 7 Aj,+1 — 5 A;—1,5 — 7

Se la soluzione e regolare si puo mostrare che la procedura di galerkin ha un
errore di discretizzazione O(h?).
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Esempio

Dato il problema relativo all’equilibrio di un filo elastico vincolato agli estremi e
sottoposto a carico uniforme unitario:
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® || vettore dei carichi e dato da;

fz. _ %L i f(x)(x — :Ci_1)daj_i_ %/x i+1 f(x)(xz—l—l — :U)dil?

1—1

1

1 (_h2

f<x>=1,:/fi=ﬁ{z7}:h

Caso n = 10 e grafico del risultato rispetto alla soluzione esatta:

u(x) = %x* (x —1)

[u,x]=filo_unif(10)
xx=0:0.001:1;
plot(x,u,’.-’,xx,0.5 * XX. *(xx-1),-r")
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Funzione matlab

function [u,x]=filo_unif(n)

% Risolve il problema del filo elastico per
% condizioni al bordo omogenee di

% Dirichlet, con carico uniforme e N punti
% Iinterni

b=ones(n,1);bl1=ones(n-1,1);
a=2+diag(b,0)-diag(b1,-1)-diag(b1,1);
h=1/(n+1); % spaziatura di griglia

f=-h"2 *+ones(n,1); % ho portato h a sinistra
u=a\f;, % DA RENDERE PIU EFFICIENTE
% Ora aggiungo le condizioni al contorno
u(2:n+1)=u; u(1)=0; u(n+2)=0;

% Calcola il vettore delle ascisse

for 1=0:n+1; x(i+1) = | *h; end
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-0.02¢
—-0.04¢
—-0.06
—-0.08¢

-0.1¢
-0.12¢

-0.14
0

0.2

0.4

0.6

0.8

Metodi Numerici per I'lngegneria LS — p. 30/¢



Termine forzante

Per scrivere una function che risolva il problema del filo elastico con condizioni
omogenee di Dirichlet al bordo e con carico assegnato in ingresso, dobbiamo:

® Impostare in input la funzione carico e il numero di intervalli;
Costruire la matrice di rigidezza,;
Preparare il vettore di carico;

Risolvere il sistema lineare;

o o0 o

Aggiungere le condizioni al bordo.
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function matlab

function [x,u]=Dir_filo_f(f,n)

% Risolve il problema del filo elastico

% per condizioni al bordo omogenee di

% Dirichlet, carico definito in ingresso

% dalla function f

% n: numero di sottointervalli

a=2+ diag(ones(n,1),0)-...
diag(ones(n-1,1),-1)-diag(ones(n-1,1),1);

h=1/(n+1);

for i=1:n; x(i) =i *h; end

b=h"2 *feval(f,x); b=b’;

u=a\b;

u(2:n+1)=u; u(1)=0; u(n+2)=0;

X(2:n+1)=x; x(1)=0; x(n+2)=1;

Metodi Numerici per I'lngegneria LS — p. 32/¢



Esempio

r=inline(vectorize(’4 *pi'2 *sin(2 *pi *X)"),’X)
[X,u]=Dir_filo_f(r,10)
plot(x,u)
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Carico puntiforme

Si considera il caso:

0 altrimenti

f(x)z{ 1 sex=0.5

Sia N il numero dei nodi interni:
®» Se NedisparialloradK : N +1=2K ossia N + 1 e pari:

1 $0‘|‘$N+1 h
0.5 5 5 K2 Kh=uxg

Il valore 0.5 coincide con il nodo = della partizione;
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® Se NeparialloradK : N =2K:

_ Zo+ N4l :2K—|—1E:

1
0'5_5 2 2

. Kh—l—(K—l—l)h TR T TK41

2 2

Il valore 0.5 coincide con punto medio dell’intervallo [z, x k1 1].

Il vettore dei carichi e dato da:

fi _ %/r i f(x)(aj—xz_l)daj_F%/xzz—l—l f(x)(m’t—l—l —CB)CZZE

1—1
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h 1= K caso N dispari
b i=K,K+1 caso N pari

==

|

Poiché il codice risolve il sistema A, u = h?b si ha che:

b — —%z—(N+1) i = K caso N dispari
L —% =—-05(N+1) i=K,K+1 caso N pari

Questi valori sono calcolati dal codice deltaone:
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codice matlab

function f=delta_one(x)
n=length(x);val=n;
f=zeros(1,n);
If mod(n,2)==0

f(n/2)= -val/2;

f(n/2 +1)= -val/2;
else

f((n+1)/2)= -val,
end
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Esempio

[X,u]=dir_filo_f(@delta_one,9);
plot(x,u,’r’,’Linewidth’,2)

hold on
[X,u]=dir_filo_f(@delta_one,99);
plot(x,u,’g’,’Linewidth’,2)
[X,u]=dir_filo_f(@delta_one,999);
plot(x,u,’c’,’Linewidth’,2)

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Problema di Dirichlet (1D)

Consideriamo il problema di Dirichlet omogeneo 1D:

—u(z)=f(r) 0<zxz<1
u(0) =0 u(l) =0

la funzione u descrive lo spostamento verticale (rispetto alla posizione di
riposo « = 0) di un filo elastico con tensione pari a uno, fissato agli estremi, in
regime di piccoli spostamenti e soggetto ad una forza trasversale di intensita f.
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Esempio

“\ (0.5

—0.4

Metodi Numerici per I'lngegneria LS — p. 40/¢



Osservazioni

® A sinistra. Configurazione di equilibrio corrispondente ad un carico
unitario concentrato in 0.5

® A destra. Configurazione di equilibrio corrispondente a due carichi unitari
concentrati in z = 0.4 e x = 0.6 rappresentati nella parte superiore.

Come si osserva dai grafici, nel caso di carichi concentrati, le soluzioni fisiche

appartengono solo a C%(Q).
Tali funzioni non possono essere soluzioni dell’equazione differenziale in
guanto guest’ultima richiederebbe derivate continue fino al secondo ordine.
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Esempi

A
f(z)
0 0.4 0.6 1
+— o
=1 . _
A
0 04 06 L
: : ®5

—0.01 + \u(x)
—{). (12 4=
—0.03 +

—0.04 +

—0.05 +
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Regolarita

Analoghe considerazioni valgono nel caso in cui f sia una funzione costante a
tratti. Nel caso rappresentato in figura, la soluzione analitica e di classe

C1([0,1]) data da

([ —2/10 z € [0,0.4]
u(z) =< 0.5z% — 0.5z +2/25 x € [0.4,0.6]
| —(1-12)/10 x € [0.6,1]

si introduce una formulazione del problema alternativa a quella forte che
consenta di ridurre I'ordine di derivazione richiesto sulla soluzione incognita w.

® Sipassa da un problema differenziale del secondo ordine ad uno
iIntegrale del primo ordine.

® Questo problema costituisce la forma debole del problema differenziale.
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Forma debole

® Moltiplichiamo I'equazione per una funzione test v e integriamo
nell'intervallo (0, 1)

—u"(@)o(@) = fla)o(@) — / " (@)v(@)de = / fla

® Applichiamo I'integrazione per parti rispetto al primo argomento:

1 /) B / 1 1 / /
/0 —u (x)v(x)dr = —u (a:)v(a:)}o —I—/O u (x)v' (z)dx

Poiche i valori al bordo di « sono assegnati, consideriamo solo funzioni
test che si annullano al bordo in modo da annullare il contributo del

termine: —u’(z)v ()|,
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Forma debole

® Siottiene: 1 1
/ u’(x)v’(w)d:c:/ f(z)v(x)dz (2)
0 0

® Lo spazio delle funzioni test V' tale che:
veV =wv0)=v1)=0

® Seu, ve Cjy, allora (2) & ben definita.

# Le soluzioni fisiche possono non essere derivabili con continuta .

# Lo spazio vettoriale: V = {v € 0[10,1] :v(0) =v(1) = 0} non e
completo rispetto al prodotto scalare:

1
(u,v)1 :/0 u' ()0 (x)dx
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SpazioV

®» Richiamo:
1 1/p
LP(0,1) = {v € (0,1) = Rtc. ||vlrr,1) = (/ |v(a:)\pda:> < —I—oo}
0

funzioni di potenza p—esima integrabile secondo Lebesgue.
® Affiché f01 v (z)v' (x)dx sia ben definito occorre che
u'v' € LP(0,1)
® Proprieta . Date due funzioni ¢, : (0,1) — R se
02, 1% sono integrabili = ¢y & integrabile

quindi ¢, € L?(0,1) = ¢y € L1(0,1)
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SpazioH'!

® Affincheé la relazione (2) sia ben definita bastano funzioni di quadrato
sommabile con derivate prime di quadrato sommabile.

® Sidefinisce lo spazio di Sobolev .
HY(0,1) = {v e L2(0,1) : v’ € L2(0, 1)}

® Sihache: H'(0,1) ¢ Cp 4y Le funzioni continue a tratti con raccordi a

spigolo appartengono ad H'(0,1) ma non a C[lo ;- Quindi sono contenute
anche funzioni continue ma non derivabili.
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Forma debole

® Dunque si sceglie come spazio V' delle funzioni test il sottospazio di
H'(0,1) costituito da:

HA(0,1) = {v c HY(0,1) : v(0) = v(1) = o}

® Se f e L%0,1) allora anche f01 f(x)v(x)dx € ben definita.
® |l problema (2) diventa quindi:

1 1
cercare u €V : / u' (2)v' (z)de = / f(x)v(x)dx, YveV (3)
0 0

conV = H}(0,1)
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Forma variazionale

Il problema (3) e equivalente al seguente problema variazionale

( J(u) = min J(v) con
veV
cercare u € V : < 1 (1 o 1 : (4)
J(U)E—/ (v') da:—/ fvdz
\ 2 Jo 0

Ovvero u € soluzione di (2) se e solo se u € soluzione di
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Principio dei lavori virtuali

® Consideriamo il problema di studiare la configurazione assunta da un filo
di tensione unitaria, vincolato agli estremi e soggetto ad un termine
forzante f descritto da:

—u(z) = f(z) 0<zxz<1
u(0) =0 u(l) =0

® Indichiamo con v uno spostamento ammissibile dalla posizione di
equilibrio (cioe nullo agli estremi)

® | equazione (3):

/0 1 o (2)0' (z)dz = /0 1 f(@)v(z)de

esprime il lavoro fatto dalle forze interne e da quelle esterne in
corrispondenza di v, dungque traduce il principio dei lavori virtuali  della
meccanica.
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Energia Potenziale

® || funzionale J(w) esprime I'energia potenziale del sistema in
corrispondenza della configurazione w.

® |l principio dei lavori virtuali stabilisce che qualsiasi spostamento
ammissibile dalla posizione di equilibrio causa un incremento dell
energia potenziale.

® |a soluzione debole e quella che minimizza I'energia potenziale
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Problema non omogeneo

Si considera il problema:

—u(z) = f(z) O0<z<1
u(0) = go u(l) = ¢

Ci si puo ricondurre al caso omogeneo osservando che se u e soluzione del
problema non omogeneo allora:

u=u—|[(1-=z)go+ xg1]

e soluzione del corrispondente problema omogeneo:

—i"(z) = f(xr) 0<z<1
a(0) = 0 a(1) = 0

la funzione R, = (1 — x)go + zg1 € detta rilevamento del dato al bordo

Metodi Numerici per I'lngegneria LS — p. 52/¢



Problema di Neumann

Ricaviamo la forma debole per il seguente problema:

—u(z) +ou(z) = f(z) 0<z<1
u'(0) = hg u' (1) = hy

Applicando integrazione per parti si ha:

1 1 1 1
/ u'v'da —I—/ ocuvdr — [u/fv}o = / fudx
0 0 0

® |Ipotesi: f € L?(0,1), o € L*(0,1) ovvero o limitata quasi ovunque su
(0,1).

® Lincognita u non e specificata al bordo, quindi non si deve richiedere che
v si annulli al bordo.
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Forma debole

Cercare u € H'(0,1) tale che:

1 1 1
/ u'v'dx + / cuvdxr = / fvdx 4+ hiv(1) — hgv(0) (5)
0 0 0

® Se hy = hg =01l problema e caratterizzato dalla stessa equazione del
caso di Dirichlet.

® Lo spazio delle funzioni test ora & H1(0,1).
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Problema Misto Omogeneo

Caso in cui si abbiano condizioni di Dirichlet ad un estremo e di Neumann

nell’altro. —u(z) +ou(z) = f(r) 0<z<1
u(0) =0 u'(1) =0

In questo caso di deve chiedere che le funzioni test siano nulle in z = 0. Si
definisce I'p = {0} e

HE(0,1) = {b c H'(0,1) : v(0) = o}

Si ottiene la forma debole del problema: cercare u € HF (0,1) tale che
1 1
/ uvda:—l—/ cuvdx = fvdcc VUEHFD(O 1)
0 0

con f € L?(0,1), 0 € L*(0,1)
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Condizioni al bordo miste (Robin)

—u(z) +ou(z) = f(z) 0<z<1
u(0) =0 uw' (1) +yu=r

In questo caso si ha:
~[u'v]g = —rv(1) +yu(1)v(1)

quindi la forma debole € : cercare u € H% (0,1) tale che

1 1
/ u'v'dx + / cuvdzr + yu(1 / fvdx + rv(1),
0 0

con f € L?(0,1), 0 € L*(0,1)

Yu € H%D (0,1)
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Osservazioni

® |aforma debole dei problemi differenziali puo essere espressa come:
a(u,v) = F(v)

dove

#® a:V xV — R e detta forma bilineare (ovvero lineare rispetto ad
entrambi | suoi argomenti),

#® F:V — R e un funzionale lineare.
Il problema in forma debole diventa quindi:

cercare w €V : a(u,v)=F(v) Yv eV

In particolare nei casi precedentemente illustrati si ha:
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® Problema (3)

1 1
a(u,v) :/0 u (x)v (x)dz F(v):/o f(z)v(x)

V = Hj(0,1)
® Problema (5)

1 1 1
a(u,v) = / u'v'dx + / cuvdr F(v) = / fvdz + hiv(1) — hov(0)
0 0 0

vV =HY0,1)
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Metodo di Galerkin

Dato il seguente problema in forma debole su un dominio Q C R
trovare u € V : a(u,v) = F(v), Yv eV

Si cerca un soluzione approssimata u;, € V}, in spazi V;, dipendenti dal
parametro h tali che:
Vi, CV, dimV; = N, < oo

Problema approssimato:
trovare u;, € Vj, : a(up,vp) = F(vy), Yo, € Vj,

viene detto problema di Galerkin.
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Metodo di Galerkin

Sia {¢;,j =1,..., N} una base per V}, e sufficiente verificare la forma debole
per tutte le funzioni base ovvero:

trovare up, € Vi, : a(up, i) = F(p;), i=1,..., Ny,
Poiche w;, € V}, allora:

Np,
up(x) =) ujp;j(x)
j=1

dove gliu;, j =1,..., Ny sono coefficienti incogniti. Le equazioni diventano
allora:

Np,
Z uja(pj, pi) = F(pi), i=1,...,Np
j=1
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Metodo di Galerkin

Relazioni equivalenti al sistema lineare:
Au=f

dove:

® A e detta matrice di rigidezza o stiffness con elementi:

ag 5 = a(%"ja SOZ)

® f vettore di componenti f; = F(y;),

® u vettore dei coefficienti incogniti w;.

Metodi Numerici per I'lngegneria LS — p. 61/¢



	Problemi Differenziali con condizioni al contorno
	Problemi Lineari
	Metodo alle differenze (Esempio)
	..
	Metodi alle differenze
	Metodi di Proiezione
	Introduzione
	Metodo di Collocazione
	Metodo di Collocazione
	Metodo di Galerkin
	Metodo di Galerkin
	.
	.
	Osservazioni
	Esempi di funzioni di base: Bspline Lineare
	Funzioni di base di secondo grado (I)

	Funzioni di base di secondo grado (II)

	Esempio
	Proprietag delle funzioni di base lineari
	Proprietag della matrice
	Calcolo dei coefficienti
	Calcolo dei coefficienti
	Calcolo dei coefficienti
	Calcolo dei coefficienti
	Esempio
	Esempio
	...
	Funzione matlab
	.
	Termine forzante
	function matlab
	Esempio
	Carico puntiforme
	...
	...
	codice matlab
	Esempio
	Problema di Dirichlet (1D)
	Esempio
	Osservazioni
	Esempi
	Regolaritag 
	Forma debole
	Forma debole
	Spazio $V$
	Spazio $H^1$
	Forma debole
	Forma variazionale
	Principio dei lavori virtuali
	Energia Potenziale
	Problema non omogeneo
	Problema di Neumann
	Forma debole
	Problema Misto Omogeneo
	Condizioni al bordo miste (Robin)
	Osservazioni
	...
	Metodo di Galerkin
	Metodo di Galerkin
	Metodo di Galerkin

