Derivazione Numerica

PROBLEMA
Stima delle derivate (pendenza, curvatura,

ecc.) di una funzione noti I valori della funzione
IN un insieme discreto di punti

—>Schemi alle Differenze Finite
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Derivazione Numerica

u(x+4x)—u(x)

u'(x)= lim

Ax—0 AX
U{X+AX)—=U( X
()~ 0+ 2980

Per la funzione u(x)=ax+b la formula ¢’ esatta.




Derivata prima in un punto:
schemi alle differenze finite

- = = Differenze centrali

b, N Differenze all’indietro
4 u ( X ) ---------- Differenze in avanti

Ii-2 i-1 | i+i i+2
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_ui—l U(X) Ui — U(Ih)

Differenze In avanti

D)—(Fu — ui+1 o ui
h

i1 0 i+1

Differenze all’'indietro
U, —U_,

D u=
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Errore locale di troncamento

Espansione di Taylor in x=Ih
.. =u(ih+h)=u(ih) + hu'(ih) + £ h?u" (ih) + O(h®)
, =u(ih—h) =u(ih) —hu'(ih) + 3 h u''(ih) + O(h*)

D.u. =u'(ih) + O(h?) Lo L

1 O
+ 1/ e/7 °
D u. =u'(ih) + O(h) O— /s

-1 1
\ D_u. =u'(ih) + O(h) —O |
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Errore locale di troncamento

D,.u =u'(ih)+0O(h?)

infatti
., =u(ih+h)=u(ih)+hu'(ih)+ L h?u"(ih)+ L h°u”(ih)+O(h*)
I1—u(lh h)=u(ih)-hu'(ih)+ % h2u (|h)—ih3u"’(|h)+0(h4)

Sottraendo le due eqgn:

u(ih+h)—u(ih—h)= 2hu’(ih) +2h3

u'(ih):(u(lh-l-h)ZhU(lh h)] T hzur( Ih) +O( h3)

"’(ih)+O( h*)

Piu grande ¢ la potenzadi h migliore é ’accuratezza. |
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cConsistenza

Per h —0 ’errore locale di troncamento tende a zero

L'errore diminuisce piu velocemente quanto piu e grande la
potenza di h.

Ordine di consistenza O(hP)

Le formule alle differenze centrali (di ordine O(h?4)) sono piu
precise di quelle in avanti o all'indietro (di ordine O(h)) nel
senso che I'errore di troncamento decresce piu velocemente.

Potremmo ulteriormente migliorare usando piu termini dello
sviluppo di Taylor per costruire la derivata prima.
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Derivata seconda

Differenza centrale seconda

Ui — 2ui + U,
h2

D U=

D_u =u"(ih)+0(h?)

infatti
., =u(ih+h)=u(ih)+hu'(ih)+ L h?u"(ih)+ L h°u™(ih)+O(h*)
i_1—u(|h h)=u(ih)- hu(lh)+2!h2u (|h)—%h3u”’(|h)+o(h4)

Sommando le due eqn: )

u(ih+h)+u(ih—h)= 2u(ih) +2( (|h)] + ZEuiv(ih)+

u"(ih)=(u(ih+ h)—2u(ih)+ u(ih—h)J_1_12h2u(iV( h) +.

h2




Differenze finite di ordine k>1

Definiamo gli operafori lineari

A'u(x)=u(ih+h)-u(ih)  operatore differenze finite in avanti
Viu(x)=u(ih)-u(ih—h) operatore differenze finite allindietro

S'u(x)=u(ih+ g )—u(ih- g) operalore differenze finite centrall

A'u=u,-u Vu=u-u, d&u=u,-uU,

I 1+1 I I ; )
I+— I—
2 2
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Differenze finite di ordine k>1

Definlamo gli operatori lineari
differenze finite di § x) di ordine k in x. =ih

AU, = Al A'u, )= A"u, — A,
Vu, =V{ V'u, )=V u -V u,_,
su, =6 6'u,)=6"u -6""u |

i+= I——
2

2
Calcolo differenze finite centrali di ordine 2

D, u=D*Du
= DDy,
= DyoDypu;
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Differenze finite di ordine k>1

TEOREMA
Sia u(x)eCX[ x,,x, |,h>0, %, =x,+ih,
allora 3n €| x, , %, + Ax |

Ak
u“(n)=
h*
Verificare
S'u =u_,—4u_, +6u —4u_ +U_,
— U (Xi )~ l-'I(X|+2 ) 4u(X|+1 )+6U(Xi )_4u(xi—1 )+u(xi—2)

(4x)* |
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Problemi numerici

= Errore di troncamento:

errore dovuto al troncamento della serie di Taylor
= Errore di arrotondamento:

errore di approssimazione in aritmetica finita

Nella valutazione numerica in aritmetica finita un
valore arbitrariamente piccolo di h non comporta una
riduzione dell'errore totale.
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Esempio

f(x)=-0.1x*-0.15x> —0.5x* —0.25x + 1.2

Stimare la derivata prima con differenze in avanti all'indietro e

centrali nel punto x = 0.5 (con h = 0.5 e 0.25)

-0.1 x4-0.15 x>-0.5 x2-0.25 x+1.2

£/(0.5) = —0.55

0.8 ~

0.4 f./(0.5) =

0.2+

=-1.45

4 ] 1 | H
-0.25 0 0.25 0.5 0.75 1.0 1.25

f'(0.5) =—0.9125 h=0.5
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Esempio, h=0.5

SRS
Differenze in Avanti
f(1)— f(0.5) 0.2-0.925

h=0.5 f'(0.5)= — —1.45
1-0.5 0.5
errore relativo — 1.45+0.91250 = (0.58904
—0.91250
Differenze all'Indietro
h=05. £(05)= f(05)- f(0) _0925-12 ..
1—-05 0.5
errore relativo — 0.55+0.91250 =-0.39726
_ _ —0.91250
Differenze Centrali
h=0.5 f'(0.5)= rH-10) _02-12__,,
1-0 1
-1+0.91250 |

errore relativo = 0.09589 nywwwepem
I Z0.91250 porsooana |



Esempio, h=0.25

Differenze in Avanti
£(0.5) = f(0.75)— 1(0.5) _ 0.63632813—-0.925

0.75-0.5 0.25

errore relativo — 1.1547 +0.91250 = 0.26541

—0.91250
Differenze all'Indietro

f(0.5)— f(0.25)  0.925-1.10351563

= -1.1547,

£/(0.5) = —-0.71406
0.75-0.5 0.25
errore relativo — 0.71406 -+ 0.91250 =—0.21747
—0.91250

Differenze Centrali
£(0.5) = f(0.75)— f(0.25)  0.63632813 —1.10351563

0.75-0.25 0.5

errore relativo — 0.93438 +0.91250 = 0.023973

= -0.93438

—0.91250
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10 h=3.7253e-9 i

10° | J |

roreward -g—h=7.4506e-9

— backward
— central

errore relativo

-10

h=3.8147e¢-6

10" 10™° 107 10°




Osservazioni

= Gli errori di arrotondamento provocano un deterioramento
dell’ approssimazione per piccoli valori di h.

= || valore di h che consente una valutazione corretta delle
formule alle differenze dipende dalla precisione di macchina.

= Seitermini f(X; £h) sono calcolati in modo impreciso
allora gli errori sono moltiplicati per un fattore 1/nh che cresce
molto per piccoli valori di h.

f(x +h)— f(x,) _

= -i:\a'(xl) — h
[ . — . :
::,:I::);fato = FOG+h) = T(x) + 0 = fa (%) +
h h |

errore di approssimazione |



Derivazione mediante
Interpolazione polinomiale

Usare il polinomio interpolante di Langrange per alcuni
punti. E quindi derivare tale polinomio. Specialmente
adatta per nodi non equispaziati.

Esempio di polinomio Interpolante per 3 punti non
equispaziati:

L(x)=Ly(x)y; + Ly (x)y, + Ly(x)y,

(xoxdxox) | (xox)x-x)
TN R R oy ey R Py (e |)
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Differenziando i1l polinomio di Lagrange

2X—X, — X
f'(x)= L(x)= 2 3y
=)= )
2X— X — X, v, + 2X—X; — X,
(XZ—Xl)(Xz—X3) 2 (X3—X2)(X3—X1

Supponendo una spaziatura costante

_|_

)Y3

2X—X, — X 2X— X, — X 2X—X, — X
f' X ) = 2 3 + 1 3 + 1 2
(x) 2 AX? % — AX? % 2 AX? |
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Derivata del polinomio di Lagrange:

f(X) 25— X, — 2X)— X, — X, 2X— X, — X,

=Y, + Yo T y
2Ax2 . —AX? ¢ 2AX> 3
Valuta la derivata in vari punti:
, 2X, — X, — X 2X, — X, — X 2X, — X, — X -3y, +4y, —
e e T s
, 2X, — X, — X 2X, — X, — X 2X, — X, — X _Ys— Y
Si ottiene la Formula alle differenze centrali
, 2X, — X, — X 2X, — X, — X 2X, — X, — X Yy, —4y, + 3y
f (X3): 32A>§2 R 3—A>1<2 Yot 32A>i2 Y= 2A2x 3




Per calcolare derivate con ordine superiore dal polinomio
Interpolante di Lagrange su tre punti

, 2X—X, —X 2X— X, — X 2X— X, — X
P == Wt e et o -
Derivando
" 2 1 y _2y +Yy
f (X)_ 2 Y1+ sz Yot sz Y3 = : AXZZ :

Per ottenere derivate di ordine n occorre predisporre un polinomio di
interpolazione di grado maggiore od uguale ad n.
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Errore di troncamento

0= p00+ ) (0 11, 00 =T Toxex,)
(k +1)! B F S
. IT (X) ¢ (k1) IT, (x) d . k)
100 =100 + G S 1)+ g 1

se X=X; e uno dei nodiII,(x;)=0:

' (x)=p'(x

Errore di troncamento
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Derivate Parziall

Estensione del caso unidimensionale:
Schema alle differenze finite per approssimare derivate parziali di

funzioni u(x.,y) ~
70172
(1) [ GFD ] LD
(i-2.)F (559 I O ) B G (=00 N G (X ¥ 3)
(i (G| OTD
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.

1 U...—2uU . +U_, .
U, = E(_U(Xi—l,yj)_l_u(xnl’ yj)) :> Dxxu — L] hZ’J L)
1
uxx:F(U(Xi—l,yj)_zu(xi’yj)+u(xi+1’yj)) 1 =2 7
> X
ST
v h passo mesh
y
YLD 6D [ LD
N\ 7\ ﬁ“ 7\ Ve
(2 ) ) Ti+2, )
(I-Cf.),j 1) 7 (i, ]-1) N (i+1, j-1)
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L

"%\\ux — % (U(Xi+1’ yj) o u(Xi—l,yj ))

®, 1
uxy — 5 (ux) — m (U(Xi+1’ yj+1) o U(Xi+1’ yj—l) o U(Xi—l, yj+1) T U(Xi—1’ yj—l))

_% % J+1

J

A
1

-1 I+

()
\/

D u ui+1,j+1 - ui—l,j+l - ui+1,j—1 T ui—l,j—l
i 4h’ |




Operatore Laplaciano

. _ .
Viu=u, +u = ; j+1
U —2U; U Uy — 20+ U, 1 C 1 J

> h? ¥ h? 27
U, . +U . +U_  +U _, U _
o L J 1h2 1] i1 h_; 1 J'l
-1 1+1

errore di troncamento locale O( h* )
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Operatore Blarmonico

4 2
V4u=au+2 o'u

+

o x*

0 X°0y?

ay4

o'u

~
~

r

-
ERPES

.
-
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Operatore Divergenza (1)

o, Ou
~ (b=
ay( ay)

div(bVu)=4,(b, .6,u, ,)+0,(b ouU )

. s, ou
div(bVu)=—(b—)+
(bVu) ax( 6x)

Dip Ui +0 U, 0 U+ D0 U

i+1,j Yi+2,] ij+2 T M -4 j-2
- 4h
_ (bi+1,j + bi—l,j + bi,j+1 + bi,j—l )uij
4h?
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Operatore divergenza

:> Non robusto!
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Operatore Divergenza (2)

o, Ou
~ (b=
ay( 6y)

div(bvVu)~ Dy (b; ;.Du, ; )+ D7(b, Dy, ;)

. s, ou
div(bVu)=—(b—)+
(bVu) ax( 6x)

bi+l,jui+1,j T bi,jui—l,j + bi,j+1ui,j+1 + bi,j ui,j—l

~J

(b

I+1,]
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Operatore divergenza

J+2

J+1

—

Non usa b((i-1)h,jh) e b(ih,(j-1)h)
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Operatore Divergenza (3)

div(qu)=i(b@)+£(b@)
OX OX oy oy
u, —u u ,—-u
5:= +=,] |—§J 5:= I,j+§ |J—§
h h

div(bVu) = &, (b; 8,u, . )+6,(b, Su, )

0,0 Uy 00U ; +b U

+ bo_ui,j_1 (b,,+b,+Db, +b, )uij

I,j+1




Operatore divergenza

Secondo ordine!
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Osservazioni

" Per aumentare 1’ordine di precisione delle formule
alle differenze occorre aumentare i1l numero del
punti coinvolti nel calcolo.

= Una precisione maggiore equivale ad una
maggiore complessita computazionale.

= Per ottenere una maggiore precisione senza
aumentare 1’ordine delle formule alle differenze si
possono utilizzare tecniche di estrapolazione quali
quella di Richardson. |
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Estrapolazione di Richardson

Questa tecnica usa il concetto di griglie di passo con
ampiezza variabile per migliorare 1’accuratezza.

Considertamo una differenza centrale del secondo
ordine. Scriviamo I’equazione nella forma:

f ”(Xi ) — ( f (Xi+1)_ ZAf)EZ(I )+ f (Xi'l)j + alAXZ + azAX4 +
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Estrapolazione di Richardson

La differenza centrale puo essere definita come

.I: ”(Xi):( f(Xi+1)_ ZAf)EZ(I )"‘ f(Xi-l)j+ a_lAX2 +aZAX4 + ...

Scriviamo 1’equazione per griglie di diversa ampiezza

f"(x)

F(AX)+ a,AX®+a,AX" +
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i ) Estrapolazione di Richardson

Sviluppiamo I termini:

AX)+  a,AX®+a,AX + ... [1]

f”(xi):F(%j+ al(A:2j+a2(Al>;4j+ 2]

—
—
X
N
|l
TI
—~




Estrapolazione di Richardson

Moltiplichiamo I’ eqn [2] per 4 e sottraiamo I’ eqn [1] da

essa.
2 4
4f"(x.) :4F(&j+ 4a, AX +4a, AX +
2 4 16
—f"(x) =—F (Ax)- a,AX’ —  a,AX" +

3f "(Xi):4|:(%j _F(AX) _1232(A)§J+
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Estrapolazione di Richardson

[’equazione puo essere riscritta come:

AX A

f"(Xi):/4|:(2j — F (Ax) _aZ(AX4j+

3
N y

| ’accuratezza della nuova stima di T "(x) &

O(Ax*) anziché O(AX?)
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Estrapolazione di Richardson

Possiamo continuare per eliminare termini di ordine
superiore dell’errore usando una griglia ancora piu fine:

f"(x)=B(Ax) +bAX*+ b,AX®+

/16B(A2Xj — B(AX)\

F(x) = +O(Ax6)+
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Estrapolazione di Richardson
esempio

Data

f(x)=x*—-2x*+4x-8

Trovare la derivata prima in x=1.25 usando uno schema
alle differenze centralie Ah =0.25.

f'(x)=3x*—4x+4=3(1.25)" —4(1.25)+ 4 = 3.6875




Estrapolazione di Richardson

esemplo
X f(X)
| punti sono: 1 -
1.125 | -4.607
125 | -4172
1.375 | -3.682
15 |-3.125

| e derivate usando le differenze centrali

F(AX) = /(1.25) = f (1.5)- f (1.0) _73125+5 .

2(0.25) 0.5
9 A%)z f(1.25) - f (1.375)— f (1.125) ~3.6816+4.6074 _ ,_ .,
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Estrapolazione di Richardson

esempio
| risultati dello schema alle differenze centrali sono:
F(Ax) = f'(1.25)=3.75 Errore =1.69%

F (&) = f'(1.25)=3.7032  Errore =0.425%
2

[’estrapolazione di Richardson usa questi risultati per
trovare una migliore soluzione

AX
AF (—j ~F (Ax) 3
f’'(1.25) = 2 3 = 4(3'70332) 375 _ 3.6876 Errore = 0.003%
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