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Decomposizione in valori singolari
(Singular Value Decomposition)

Teorema
. mxn . . . .
Data una matrice A€ R esistono due matrici ortogonali

U = Rmxm V c Rnxn

tali che A:UZVT, (quindi Z:UTAV)

: o _ -
dove la matrice - o, 0
’ o, 0
= Rmxn 2= . 0 X= 0
| - .
& diagonale con 0 0 0 0 i o0
0,20,2..20,>0,,=..=0,=0, r=rango(A)< p=min(m,n)

chiamati VALORI SINGOLARI di A
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Decomposizione
In valori singolari (SVD)
o aiz sono gli autovalori di ATA e AAT

. U:[ul’ u2""’um]ERmxm1V:[Vl1V21---1Vn]ERnxn

Le colonne di U (di V) rappresentano gl
AUTOVETTORI di AAT (di ATA)

= | vettori u,, v; sono definiti rispettivamente VETTORI
SINGOLARI SINISTRI E DESTRI

= Se A e hermetiana def. pos. | valori singolari sono
anche gli autovalori di A e gli autovettori sono le
colonne di V.
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Valori singolari

. sono sempre reali e 20;

* 0, e il massimo valore singolare, anche indicato con o
e g,>0 piu piccolo e detto g, -

max ,

» Sia Arettangolare (m,n) Allora K(A)= 0,/ 0., Cl fornisce
I’indic? di condizionamento di A;

oF

* |l numero di valori singolari non nulli (cioé l'indice di o, )
rappresenta il rango della matrice A;
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Valori singolari

o,° sono gli autovalori di ATA
Owero o,(A)=+4(ATA)  i=1.,n
Infatti A=UZV', - -
e Al =vx'U'T Gl ,
ATA—VEUTUSVT =vs T =v| 7
02

« ATA é ortogonalmente simile alla matrice diagonale ?
che quindi contiene i suoi autovalori.
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SVD-economy

Ann

=U_ > V

m,m=—m,n " n,n

a=U 2V

n,Nn-n,n

-

A HNW
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Approssimazione di A lower-rank

Utilizzando i valori singolari e i corrispondenti vettori singolari
Si puo ottenere la decomposizione spettrale di A nella forma

P
_ T T T T T
A=UZV' => ouVv =ouV, +o,UV, +...+0,U.V;
i=1

P =min(m,n)
dove u; e v, sono le colonne delle due matrici U e V
A=E +E,+..+E,

E,=ouyv, matricearangol |El=o;

Questa decomposizione e particolarmente importante per quei
problemi in cui € necessario ottenere un’ approssimazione
di A mediante una matrice Ar che abbia rango r < rango ¢i A.
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allorareilrango di A e

o,=z20,=2..20,>0,,=.=0,=0, r<n
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Approssimazione di A lower-rank

" TEOREMA

Sia data la SVD di una matrice A, supponiamo che il rango di A sia p.
Se, fissato un intero positivo r, r < p, definiamo

I
.
A= Zaiuivi
=1

A, € un’approssimazione di A di rangor.
Errore che si commette nel considerare A, anziche A:

min=|A-B[, =[A-A],=0.,

B={BeR™ :rango(B) =r|

Il piu piccolo valore singolare non nullo di A e la distanza di A
dall’'insieme di tutte le matrici a rango deficiente.

O, in ordine decrescente -> approx. migliora per r che aumenta
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Numero diadi
(a) 200

(b) 100

(c) 10

50

100

150

200

250

300

(c)
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