Metodi Numerici per
Equazioni Differenziali alle
Derivate Parziali (3)

Metodi alle differenze Finite
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“PDE - Equazioni di tipo ellittico

- 2u o

~Au=f InQcR® Au=Viu=— +—

OX~ oY

Equazione di Poisson f=0 eq. di Laplace

Condizione di Dirichelet u‘asz =9 4
duj
Condizione di Neumann  gj| 9
N o0QQ
dU o0

Condizione di tipo misto gy+b—
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Equazione di Poisson
discretizzazione del dominio

a, Y): gl(y) i | mir
b, Y): gz(y) »
X,C)= g,(x) s - ’
X,d)= 94(X) 5
Sia (2=[a,b/x[c,d] i i
griglia nel piano x-y: & A s e bif

yj=C+jk k=(d-c)/ M |




Equazione di Poisson
discretizzazione operatori
differenziali

Determinare i valori della soluzione u(x,y) nei nodi interni della
griglia con passo h=k.

Utilizzo di differenze centrali,

0’u  o°u
EPwisw
oX~ oy
Uiy = 2U; i F Uiy || Ui — 20 U
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Equazione di Poisson
risoluzione sui nodi

=3

=2

=1

g4l g42 043
g13 7 .8 9 g23
T ¢ 5 ¢
gll 1 ‘2 3 021
g3l 932 033
=1 =2 J=3
— U — U, +4U;

Determinare i valori della soluzione u(x,y) nei nodi interni
della griglia. Per N=M=4 si ha la griglia 4x4:

Numeriamo | nodi della griglia,

(N-1)% incognite U,

ij=1,..,N-1

Natural Row-wise ordering:
Ordinamento delle incognite:

(ul,l’ U5y U35m0y

Uy nao Ugsees

uN—l,N—l)

2
. -1, i+1, | |j—1 Ij+l_hf.



Equazione di Poisson
Associamo un’equazione per ogni punto della mesh

4 -1 0 |-1 0 0 [0 0 O7fu,]| [h*f, +gll+g31]
-1 4 -1/0 -1 0 /0 0 O |u, h*f,, +032
0 -1 4,0 0 -1,0 0 O0fu,| |h*f,+g21+933
-1 0 0 |4 -1 0 |-1 0 O |uy h2f,, +g12

0 -1 0 -1 4 -1/0 -1 0|u,,|= h*f,,

0 0 -1/0 -1 4 |0 0 -1|uy h2f,,+g22
0 0 0 |-1 0 0 |4 -1 0|uy| |h*f,+013+g4l
0 0 0 0 -1 0 |-1 4 -1|u, h2f,, +g42
0 0 0 /0 0 -1/0 -1 4 |uy,| |h*f,,+g43+923

3

Simmetrica, a diagonale dominante in senso debole. E anche
definita positiva. M-matrice:

~ o ] |
B <O i j=12..00%] e A0



-1 B - -1 4 -1

-1 B -l -1 4 -1
-1 B -1 4

Ac R(n—l)zx(n—l)z

cond, (A) = Mm% i O(h™)

La matrice A e sparsa , tridiagonale a blocchi
(con tale ordinamento) e SPD.

La convergenza di metodi iterativi peggiora
con il raffinamento della mesh
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Il sistema lineare ha una matrice di dimensione m?xm? ed e sparsa in
quanto ogni equazione coinvolge al piu 5 incognite e quindi ogni
riga ha al piu 5 coefficienti diversi da zero e la matrice ha elementi
diversi da zero solo su 5 diagonali.

Le diagonali piu distanti hanno un offset di m¢~/ (d = numero
dimensioni spaziali) dalla principale, molto negativo per i metodi
diretti basati su eliminazione di Gauss. Usiamo metodi iterativi

Teorema. Se una matrice Ae R™
strettamente o irriducibilmente diagonalmente

dominante, é tale che aijSO i#] e aii>0 1=12..nN

allora A e una M-matrice. |
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Equazione di Poisson
risolvere il sistema lineare

Come si risolve il sistema lineare su griglia (N-1)x(N-1)?

Metodo iterativo di Gauss-Seidel: (passo k)

X(k+1) _ D—l (b o LX(k+l) _Ux(k))

/%<

2
—U; Uiy +4ui,j Ui U= h fij

I Non si deve formare la matrice ma si calcola la soluzione riga per riga
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Equazione di Poisson

+4u; . 1=V, =h"f,

_ui—l,j _ul+1j I,j I, J+1
Iterazione di Gauss—Seidel
for k=12,...
for 1=2,.., N+1
for j=2,.,N+1

1
(k+1) . (k+1) (k)

end
end
end

(k+1) (k) 2
I+lj+u Ij1+u Ij+l+h fij)
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Trattamento geometrie

complesse
r 3
™~
¢ I Q
1) 5
| 4 Rl 0lO 9
u=g, sul ]Q ] ,l*‘*
u, +u, —4u, + U, + U, [ " } !
B h? = 1:O N /’ stencil of )
| nterpOI azione lineare curvilinear boundary
u,(h-o0)+u,0 o h
u(R)=— = =g,(R) =u,=-u,——+9,(R)——
(R) - 0o(R) = Uy = Uy ==+ 0s(R) - —

) h
—U; — U, +(4+W)uo ~Uy=h"f, + go(R)m
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PDE - Equazione del calore
in piu’ dimensioni

1-Dimensional Heat Equation

xl=[l wixt) x;]_ dwixt) - Ci d"2 uix,t)
T T at dx"2
oundary houndary

2 — Dimensional Heat Equation

dua(xyt) d*2 w(xy.t) N d"2 w{xy.t) ]

= C |
boundary di d x~32 dy~2
2 - Dimensional Heat Equation
h dwixy,zt) - C d Eu[x,?,z,t]_l_ d Eu[x,?,z,tjl_l_d Zu[x,?,z,t:l]
dt dx*2 dy™2 dz"2

mEy¥ZL)

II | N




© i 5 U(L L) b(L1m)

€ ¢ ! : U(2,1m+1) h{2.1.m)
cae; ¢ . : U(3.1m+1) b{3,1,m)
______ ca, e U(4,L,m+1) hi4.1.m)
¢ a e ¢ : U(1.2,m+1) b(12m)
c eae ;oc i U(22m+1) h(2,2,m)

c , eae, ¢ U(32m+1) b(32,m)
R - ea, e .| Ud2mely | _ | b{d2m)
. ae e U(L3m+1) b(1,3.1m)

e cae .o U(23,m+1) b(2,3,m)

e , eaec ¢ U(33m+1) b(33.m)
__________ ... &, ea e U(4.3m+1) h(4.3.m)
| e a e U{l4.m+1) b{14,m)

i , e ac Ui24,m+1) h{24,m)

! ¢ cac U(34,m+1) b(34,m)

n : | ¢, e a| | UidAm+1)_ | h{d4.m)_|
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PDE - Equazione del calore

in Qc R*

U =AU =U,+u,

U(X1 y!O) = uO(X! y)

—

i=0 i=1 i=2 =3 i=4 i=3 i=6 i=7 i=8



Equazione del calore 2D
discretizzazione operatori

differenziali
Utilizzo schema a 5 punti (differenze centrali),

Vi Uiy ;= 2U; 5 + Ui N Ui g = 2U; 5 +U; |

Semidiscretizzazione nel punto griglia (i,)) (solo spazio):
2 - -
(U;)y = Vsl (t) 1, )=1.,N-1
Sistema di (N-1)x(N-1) equazioni differenziali ordinarie per le

variabili uj(t) U'(t)=LU(t)+b(t) L matrice pentadiag.
b vettore per BQ
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Metodo Eulero Esplicito u™=U"+kfU")

U™ =U"+kLU"

=20, +U; =20, +U
uirj1+1:ui:1_|_k( I-I-lj 2 Ij+1 2 Ijl)
% p’
K k, Kk K
=U'(1-25-25)+=W +u" )+—(@U" +u'
i ij( f hj) hf( i1, ] i—1,1) hy( i j+1 Ijl)

Il metodo risulta stabile per K4 €RA [1+4k[<1 VA4 :eig( L)

2 1 1
Se hx=hy =h allorak <. —2<-4k(5+3)<0 - ( )—

. h?  h? nZ
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Metodo Eulero Esplicito

U™ = (1 +kL)U"
stabilita condizionata

Metodo Eulero Implicito
(1-kL)U™ =U"

Sistema lineare di grandi dimensioni, alta
complessita computazionale

Errore locale di troncamento O(k +h’ + h;) |
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ck ck
(ui—l,j o 2ui,j + u'+1,j) + _2h2 (ui—l,j+1 o 2ui,j+1 + ui+1,j+1)

u

_ui,j —

i, j+1 W i
O O O
U ;—;52 .,,—+CTk252U. " o l o
(1—2C—:25X2)ui,j+1:(1+C—k25f)ui,j Vi
(1—2‘3—;5f)u I (1+2C—:25X2)u -+t
 Metodo Crank —Nicolson bidimensionale
(1_%53_;_r‘%aj)un+1:(1+2"_r‘;53+;_r‘%5j)un

X
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Metodo di Crank-Nicolson

Sistema lineare sparso,

K K
(I-——LU™ = +=L)U" grandi dim. per ogni
2 k2 time step.
gli autovalori di (I-E L) sono:
7 =1- K tcos(prh) 1) + (cos(gahy 1y PO LA™
pa = R HEUPT o h=1/(m+1)
cond(A) = O(%)

Il metodo dei trapezi per ODE risulta assolutamente stabile in
tutto il semipiano negativo del piano complesso. Quindi CN e
stabile per ogni t>0

- O(t* +h* +k°)
Errore locale di troncamento |
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Metodo ADI
5 (Alternate Implicit Directions)
. I\/Iodifica di CN

(1— 2h > X)( )U J+1—(1+2h > X)(l )UJ (*)
y y
2(;1k2 x 2(:(2 )= 2(;1k2 ot zilkz 55
X y X y
(*) equivale a Extra term
ck " ck -
o X)U11/2_ - y)UJ
X y
ck - ck -
)U I+l _ X )U j+1/2
h,? h,?

Soluzione di due sistemi tridiagonali
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