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Risolvere gli esercizi seguenti, scrivendo e motivando dettagliatamente il pro-
cedimento seguito. Soluzioni prive dei calcoli e delle spiegazioni necessarie
non saranno valutate.

Esercizio 1(pt. 2)
Data f : R → R, scrivere la definizione di

lim
x→−7+

f(x) = −∞

Risposta:
∀M > 0, ∃ δM > 0 tale che ∀x ∈ R,−7 < x < −7 + δM , si ha che
f(x) < −M .
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Esercizio 2(pt. 4)
Sapendo che, per t → 0,

• et = 1 + t+ 1
2! t

2 + 1
3! t

3 + 1
4! t

4 + 1
5! t

5 + o(t5)

• ln(1 + t) = t− 1
2 t

2 + 1
3 t

3 − 1
4 t

4 + 1
5 t

5 + o(t5)

• sin t = t− 1
3! t

3 + 1
5! t

5 − 1
7! t

7 + o(t7)

Calcolare

lim
x→0

ln(1 + x− x2)− sin(x− x3) + 3/2x2

(ex − 1)3

Risposta:
Usando gli sviluppi di Taylor dati sopra, si ottiene che

(ex − 1)3 = x3 + o(x3),

ln(1 + x− x2) = x− x2 − (x− x2)2

2
+

(x− x2)3

3
+ o(x3),

= x− x2 − x2/2 + x3 + x3/3 + o(x3)

= x− 3/2x2/2 + 4/3x3 + o(x3),

sin(x− x3) = x− x3 − (x− x3)3

6
+ o(x3),

= x− x3 − x3/6 + o(x3) = x− 7/6x3 + o(x3).

Pertanto, si ricava che

lim
x→0

ln(1 + x− x2)− sin(x− x3) + 3/2x2

(ex − 1)3

= lim
x→0

x− 3/2x2 + 4/3x3 − x+ 7/6x3 + 3/2x2 + o(x3)

x3 + o(x3)

= lim
x→0

5
2x

3 + o(x3)

x3 + o(x3)
=

5

2
.
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Esercizio 3(pt. 6)
Sia data la funzione f : D(f) → R

f(x) = (lnx)2 + 2 lnx.

I. Disegnare il suo grafico.

II. Calcolare l’immagine di f sul suo dominio naturale D(f).

III. Stabilire per quali λ ∈ R l’equazione f(x) = λ ha un’unica soluzione
reale, e calcolare tale radice.

Risposta:
I. La funzione f è definita per x > 0.
Si ottiene che

lim
x→0+

f(x) = +∞,

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Inoltre

f ′(x) =
2

x
(lnx+ 1).

Di conseguenza, f ′(x) > 0 se e solo se x > e−1 e f ′(x) < 0 se e solo
se 0 < x < e−1. Quindi f è strettamente crescente se x > e−1, ed è
strettamente decrescente se 0 < x < e−1. Ne consegue che x = e−1 è un
punto di minimo locale (f(e−1) = −1).
II. Dal punto precedente si ottiene che Im f = [−1,+∞[.
III. Per λ = −1 si ha un’unica radice reale x = e−1 dell’equazione f(x) = λ.
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Esercizio 4(pt. 6)
Calcolare il valore del seguente integrale∫ 0

−1

y3 + 1

y2 − 2y + 2
dy

Risposta:

∫ 0

−1

y3 + 1

y2 − 2y + 2
dy

=

∫ 0

−1

(
y + 2 +

2y − 3

y2 − 2y + 2

)
dy =

=

∫ 0

−1

(
y + 2 +

2y − 2

y2 − 2y + 2
− 1

(y − 1)2 + 1

)
dy =

=
[
y2/2 + 2y + ln |y2 − 2y + 2| − arctan(y − 1)]0−1

= (ln 2− arctan(−1))− (−3/2 + ln(5)− arctan(−2))

= (ln 2 + π/4)− (−3/2 + ln(5) + arctan(2))

= ln(2/5) + 3/2 + π/4− arctan(2).
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Esercizio 5(pt.6)
Sia f : D(f) → R

f(x, y) = x4 + 4x2y − y2 − 10x2 + 20

I) Calcolare i suoi eventuali punti di massimo, di minimo locali e di sella.
II) Calcolare il piano tangente al grafico di f nel punto (2, 0).
Risposta:
Calcoliamo i punti stazionari:{

fx = 4x3 + 8xy − 20x = 0
fy = 4x2 − 2y = 0

{
x3 + 2xy − 5x = 0

y = 2x2

{
x3 + 4x3 − 5x = 0
y = 2x2{

x3 − x = 0
y = 2x2

Dalla prima equazione si ricava che x = 0,±1, e dunque si hanno le tre
soluzioni:{

x = ±1
y = 2

{
y = 0
x = 0

Si calcola la matrice Hessiana(
12x2 + 8y − 20 8x

8x −2

)
,

pertanto:

Hf (±1, 2) =

(
8 ±8
±8 −2

)
=⇒ (±1, 2) Punti di sella.

Hf (0, 0) =

(
−20 0
0 −2

)
=⇒ (0, 0) Punto di massimo.

II) Il piano tangente a f nel punto (2, 0) è

z = f(2, 0)+⟨∇f(2, 0), (x−2, y)⟩ = −4+⟨(−8, 16), (x−2, y)⟩ = −8x+16y+12.

=⇒ z = −8x+ 16y + 12.
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Esercizio 6 (pt. 6)
Disegnare l’insieme

A = {(x, y) ∈ R2 | x2 ≤ y ≤ −x2 + 8, y ≤ 7x},

e calcolare ∫ ∫
A
ex dx dy.

Risposta:
Si ha che:

A = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [0, 1], x2 ≤ y ≤ 7x}∪{(x, y) ∈ R2 | x ∈ [1, 2], x2 ≤ y ≤ −x2+8}.

Pertanto:∫ ∫
A
ex dx dy =

∫ 1

0

(∫ 7x

x2

ex dy
)
dx+

∫ 2

1

(∫ −x2+8

x2

ex dy
)
dx

=

∫ 1

0
ex
(∫ 7x

x2

dy
)
dx+

∫ 2

1
ex
(∫ −x2+8

x2

dy
)
dx

=

∫ 1

0
ex(7x− x2) dx+

∫ 2

1
ex(−2x2 + 8) dx

= 7

∫ 1

0
xex dx−

∫ 1

0
x2ex dx− 2

∫ 2

1
x2ex dx+ 8

∫ 2

1
ex dx

= [7xex − 7ex − x2ex + 2xex − 2ex]10 + [−2x2ex + 4xex − 4ex + 8ex]21

= [9xex − 9ex − x2ex]10 + [−2x2ex + 4xex + 4ex]21

= (9e− 9e− e+ 9) + (−8e2 + 8e2 + 4e2 + 2e− 4e− 4e)

= (9− e) + (4e2 − 6e) = 4e2 − 7e+ 9

Infatti, integrando per parti si prova che:∫
xex dx = xex −

∫
ex dx = xex − ex,

∫
x2ex dx = x2ex − 2

∫
xex dx = x2ex − 2xex + 2ex.
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