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Griglia di Valutazione

1.(pt.2)

2.(pt.4)

3.(pt.6)

4.(pt.6)

5.(pt.6)

6.(pt.6)

Risolvere gli esercizi seguenti, scrivendo e motivando dettagliatamente il pro-
cedimento seguito. Soluzioni prive dei calcoli e delle spiegazioni necessarie
non saranno valutate.




Esercizio 1(pt. 2)
Data f: R — R, dare la definizione di

lim f(z)=—-15

r——T"

Risposta:
Ve >0, 36, > 0 talecheVz € R, —7—§. < x < —7, si ha che |f(x)+15| < e.



Esercizio 2(pt. 4)
Sapendo che, per t — 0,

o sint =t — 513 + 515 — Lt7 4 o(t7)

o cost =1— t? + fit* — 516 + o(t)

° (1 ‘f‘t)a — 1+C¥t+ a(oél_l) t2+ 04(04—13)!(0(—2) t3+ a(a_l)(oju_Q)(O‘_E}) t4+0(t4)
Calcolare
lim cos(sin ) - 1—22+24/2
2—0 sin(z4)
Risposta:

Usando gli sviluppi di Taylor dati sopra, si ottiene che
sin(z?) = z* 4 o(z?),

1 1
cos(sinz) =1 — E(w —23/3' 4 o(z1))? + E@: — 23/3! 4+ o(z1))* + o(z?)
2 _ 4 4 4
_ T 2$ /3+$ +22(x)+0(x4):1_x2/2+5$4+0($4)7

=1
24

1—22+21/2 = (1-2? —|—£L'4/2)1/2

2
= (1-22°+ §x4 + 0(:104))1/2
1 1 1 1
= 1+ 5(—x2 + 50 ) — g(—xQ + §x4)2 + o(z?)

1 1 1
= 1-2%/2+ 1;104 - §x4+0(;1:4) =1-—22/2+ §x4 + o(zh).

Pertanto, si ricava che

. cos(sinx) — /1 — a2+ 24/2
lim -
2—0 sin(z4)
. 1—a2?/24 Zat — 1+ 22/2 — La* + o(a?)
= lim
2—0 x* + o(x?)
_ Hat+o(zh) 1
= lim*¥&—F - =—.
=0 x4 + o(z?) 12




Esercizio 3(pt. 6)
Sia data la funzione f: D(f) - R

fla)= e,

T

I. Disegnare il suo grafico.
I1. Calcolare 'immagine di f sul suo dominio naturale D(f).

ITI. Stabilire per quali A € R l'equazione f(x) = A ha 2 soluzioni reali
distinte.

Risposta:
I. La funzione f & definita per x # 0.
Si ottiene che

li =
Jim  f(z) =0,
lim f(z) = —o0,
z—0~
siccome lim,_,q- i = —oo. Infine, applicando il teorema di De L’Hopital, si
prova che:
1
lim f(z)= lim % =
z—0t f( ) r—0t 6%
—L .
= lim 1” - = lim e = =
z—0t —?65 xz—0t
Inoltre

f(@) = (

Di conseguenza, f'(x) > 0seesolose 0 <x < 1e f'(x) <0 see solose
x < 0 oppure x > 1. Quindi f e strettamente crescente se 0 < x < 1, ed &
strettamente decrescente se x < 0 oppure = > 1. Ne consegue che z =1 &
un punto di massimo locale (f(1) = 1/e).

I1. Dal punto precedente si ottiene che Imf =| — oo, 0[U]0, 1/¢].

III. Per 0 < A < 1/e si hanno 2 soluzioni reali distinte.

1+1) L er l-=x
R — e — . .
x? s 22 x



Esercizio 4(pt. 6)
Calcolare il seguente integrale

dzx

I_/22:c4—9$3+2x2+20x+9
A 3 — 622 + 9z

Risposta:
Si tratta di una funzione razionale da ridurre di grado.
Dividendo il polinomio 2z* — 923 4 222 + 20z + 9 per 23 — 622 + 92 si ottiene

che:
22% — 923 + 222 + 202 + 9 222 — Tz +9
2434
23 — 622 + 9x 23 — 622 + 9x
Inoltre, dato che 23 — 622 4+ 92 = z(x — 62 +9) = x(x — 3)2, si tratta di
individuare A, B, C € R tali che:

22 —T7xr+9 A B C

x3 — 622 + 9z x+x—3+(x—3)2'

Dopo alcuni calcoli si prova che A= B =1,C = 2:

207 — Tz + 9 1.1 2
3 —622+92 1z x-3 (z-—3)%
e percié
29,4 3 2 2 2 2
22% — 9x° 4+ 22+ 20z + 9 1 1
dex = 2z+3) d dx+2 —d
/1 x3 — 622 + 9z “ /1($+) $+/1 x—3 v /1 (x —3)2 v
2 2
=[z*+3x+1In|z|+In|z — 3| — 3]1
T —

=446+mn24+2—-(14+34+mn2+1)=T1.



Esercizio 5(pt.6)
Sia f:R> = R
fla,y) = e —z 4y

I) Calcolare i suoi eventuali punti di massimo, di minimo locali e di sella.

IT) Calcolare il piano tangente al grafico di f nel punto (2, —2).

Risposta:

a) La funzione f € C*(R?).

Si ha che Vf(z,y) = (e*T¥ — 1,e* 1Y 4 2y).

L’unico punto stazionario di f ¢ A = (1/2,—1/2), essendo
fe=e"V—-1=0 x+y=0 x=1/2

{ fy=€1+2y=0 { 14+2y=0 { y=—1/2

Si calcola la matrice Hessiana

ex—i-y e:c+y
ety ety 42 )7
pertanto:

H(1/2,-1/2) = ( X ; > — (1/2,-1/2) Punto di minimo.

IT) 11 piano tangente a f nel punto (2, —2) e

z=f(2,-2)+(Vf(2,-2), (x—2,y+2)) = 3+((0, —3), (z—2,y+2)) = —3y—3.

= 2z = -3y — 3.



Esercizio 6 (pt. 6)
Disegnare I'insieme

A={(z,y) eR* | 2> —1<y<z+1}.

/ /A (ze¥™1) da dy.

A={(z,y)eR*|we[-1,2],2 —1<y<z+1}.

e calcolare

Risposta:

Pertanto:

2 41 2
// v Ldedy = / (/ zed~! dy) d:c:/ x[ey_l}y:;tll)dx
A —1 NJa21 —1 v=
2 ) 2 2 ,
= / x(ex—ex _2> dx—/ :):exdac—/ xe® 2 dx
1 —1 1



