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ANGOLI di EULERO:

Mediante 3 opportune rotazioni definite da
v, 8,0

si porta il sistema X, XX sovrapporsi al

sistema QE, ! &,25,.3

Figura 1: Angoli di Eulero.

ANGOLI DI EULERO

Gli angoli di Eulero, usualmente indicati con le lettere greche 6, ¢ e 1 sono rappre-
sentati nella figura 1 e sono chiamati, rispettivamente, angolo di nutazione, angolo
di rotazione propria e angolo di precessione.! Pill precisamente, supposto che i due
sistemi cartesiani ortogonali > e > abbiano la stessa origine in §2 (ora indichiamo
con &;, (1 =1,2,3) gli assi del sistema solidale):

i) 0 (0 <0 < 7) e angolo compreso fra I'asse solidale &, e I'asse fisso (dxg;

ii) ¢ e langolo compreso fra l'asse solidale ¢, e la retta intersezione del piano
solidale &,&, col piano fisso x1x9 (detta linea dei nodi e che noi indichiamo con

L);

iii) ¢ e l'angolo tra la linea dei nodi e 'asse fisso Q.

1Essi furono introdotti da Eulero in relazione ai suoi studi sui moti celesti.



Si puo dimostrare che e possibile sovrapporre il sistema fisso Qxiz923 al sistema
solidale €2£,£,&5 mediante tre successive rotazioni di angoli 6, ¢, 1 ed eseguite in un
ordine ben definito. Tali rotazioni sono le seguenti:

i’) rotazione antioraria di angolo ¢ eseguita intorno all’asse Qrs: indichiamo con
QE,£5€5 il sistema cosi ottenuto;

ii’) rotazione antioraria di angolo € intorno alla linea dei nodi che ora, grazie alla
rotazione precedente coincide con Qz1: questa rotazione sovrappone 'asse a3
ad Q&3 (73 = &3);

iii’) rotazione antioraria di angolo ¢ intorno all’asse 2, che, grazie alla rotazione
definita in (ii’), coincide con Qxj: questa rotazione fa coincidere la linea dei
nodi (cioé l'asse Qx1) con l'asse Q& (x1 — ;).

A causa della ortogonalita dei due sistemi e evidente che 'asse (dxy si sovrappone,
a sua volta, ad Q&, (xe — &,) e quindi infine i due sistemi fisso e solidale si trovano
a coincidere.

Osservazione. Tra gli angoli di Eulero e le orientazioni del corpo rigido esiste una
corrispondenza solo localmente biunivoca. Infatti, si osservi (fig. 1) che quando
'asse &, coincide con x3 (0 = 0 e @ = m) non si puo piu definire la linea dei nodi
perché il piano solidale £,&, e il piano fisso x129 sono sovrapposti; in tale caso
(che escludiamo come patologico) & sufficiente I'unico parametro ¢ per descrivere
I'orientazione reciproca delle due terne.

Osserviamo, da ultimo, che ognuna delle tre rotazioni precedentemente descritte si
puo caratterizzare matematicamente mediante una matrice di rotazione. Nel caso
attuale si ottiene, senza difficolta, che le matrici associate alle rotazioni i’), ii’) e iii’)
sono rispettivamente

cosy —siny 0 1 0 0 cosep —sing 0
A=| siny cosyp 0 |,B=| 0 cosf) —sinf |,C=| siny cosep 0
0 0 1 0 sinf cosé 0 0 1

La matrice prodotto F = ABC rappresenta la matrice della trasformazione comple-
ta. Svolgendo i calcoli si ottiene

cospcos p —siny cosfsinp —singcosy —sinycosfcosy  sinysind
F=| sintcosp + cosp cosfsinp —sinysing + cosypcosfcosy — sinb cosy
sin # sin ¢ sin @ cos cos 0



Le colonne di F forniscono, come noto, le componenti dei versori e; della base
solidale sulla base fissa c¢; . Si ha, cioe,

e; = (cos 1 cos p—sin 1) cos O sin p)c;+(sin ¥ cos p+cos 1 cos O sin p)ca+(sin 0 sin @) c3

ey = (—sin ¢ cos h—sin ¥ cos 0 cos ¢)c1+(— sin ¥ sin p—+cos 1) cos 6 cos p)ca+(sin 6 cos p)c3
e3 = sin sinfc; + (—sin b cos)ca + (cos f)cs

Uno degli usi pit importanti di questa matrice consiste nel fatto che essa ci per-
mette di esprimere il vettore velocita angolare di un corpo rigido rappresentandolo
sulla base solidale, come richiesto nello sviluppo della dinamica. Esamineremo tale
situazione nel prossimo esempio.

Esempio 0.1 Supponiamo che il corpo rigido sia mobile rispetto al sistema di riferi-
mento fisso Ox1x2x3 € sia w il vettore della sua velocita angolare. Ricaviamo, in funzione
degli angoli di Eulero e delle loro derivate temporali, le componenti di w sugli assi 2€,£5€5
solidali con il corpo.
Scomponiamo, dapprima, il vettore w lungo le sequenti direzioni: QL (linea dei nodi), Qxs
e Q5. St osservi che tali assi sono proprio quelli intorno a cui avvengono le tre rotazion:
definite dagli angoli di Fulero introdotti in precedenza.
Sia, dunque,

W =Wy + Wy, +w§3

Ma, ricordando la definizione di angoli di Eulero e la nozione di velocita angolare, potremo
scrivere

wr = 91 ) Wy = ¢C3 ’ w§3 = Sbe«?)

essendo 1, c3, e3 @ versori della linea dei nodi e degli asst Ox3 e Q&5, rispettivamente.
Pertanto

w =01+ leg + pes (1)

Teniamo, ora, conto chel e cg si possono esprimere in funzione dei versori solidali ey, e
ed es.
Dalla matrice F si vede immediatamente (terza riga della matrice stessa) che

c3 = sin psinfe; + cos psinfes + cos fes

ed inoltre (si veda la fig.1)

1 = cos pe; + cos <cp + g) ey = cose; —sinyes
Sostituendo le espressioni di cg ed U nella (1) si ottiene
w = B cos e — Osinpes + pes + P sin psinfe; + 1 cos psinfes + 1 cos fes

e, raccogliendo i termini in ey, ey ed e,

we, =p= écosgo—i—i;l)singpsinH , We, =q= —ésingp—|—¢cosgosin9 , We, =T = gb—{—z;l)cosﬂ



Ragionando in modo simile si trova che nel sistema fisso si ha (farlo come esercizio...)
Wy, = écos¢ + @sinysing ,  wg, = ésini/) —pcosyYsind , wy, = 1/) + ¢ cos b

Le espressioni di p, q ed r risulteranno particolarmente utili nell’ambito della dinamica ove,
per motivi che saranno a suo tempo chiariti, é necessario disporre della rappresentazione
della energia cinetica e del momento angolare (di cui w ¢ parte) di un corpo rigido rispetto
ad una base solidale al corpo stesso.



