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Introduzione

Queste note non hanno la pretesa di sostituirsi ad uno dei numerosi testi
di Algebra Lineare disponibili in letteratura ma semplicemente di offrire agli
studenti del corso di Laurea in Informatica per il Management dell’Universita
di Bologna un supporto nella preparazione dell’esame di Algebra Lineare.

Descriviamo un paio di problemi che gli studenti saranno in grado di
risolvere alla fine del corso.

Problema A. (Problema enigmistico di basso livello)

i) Calcolare le eta di due sorelle, eta che indicheremo con FE; ed Es,
sapendo che 'eta della prima sommata a 2 volte I'eta della seconda e pari a
22 e che 3 volte 'eta della prima meno 2 volte ’eta della seconda ¢ pari a 2.
Risolvere tale problema significa trovare Fy ed E, tali che le due equazioni:
E,+2F; =22 e 3E, —2F, = 2 siano soddisfatte contemporaneamente. Dalla
prima equazione si ottiene E; = 22 — 2F)5 e, sostituendo questa espressione
nella seconda equazione, si ottiene Ey = 8 da cui £ = 6.

Potremmo rendere le cose piu complicate facendo entrare in gioco anche
I’eta di una zia che indichiamo con Z. Allora il quesito potrebbe essere il
seguente: calcolare le tre eta Fq, Ey, Z, sapendo che 'eta della prima sorella
meno l'eta della seconda meno quella della zia e pari a 2, e che 2 volte
I’eta della zia meno l’eta della prima sorella piu I’eta della seconda e pari a 4.
Allora Z = 6, E5 = 2 ed F; = 10 € una soluzione, ma anche Z = 6, E5 = 4 ed
E1 =12 1o e. Quindi tali problemi possono avere diverse soluzioni, ma quante
esattamente? Quando possiamo affermare con certezza che il problema ha
una sola soluzione, come nel primo caso?

1) Un secondo esempio di applicazione dei sistemi lineari viene dalla
chimica. Supponiamo di voler bilanciare un’equazione chimica. Ad esempio,
consideriamo la reazione tra sale comune NaCl e acido sulfureo HySOy:

NaCl + HQSO4 — NagSO4 + HCI.



2 Introduzione

E immediato vedere che per bilanciare tale equazione si trova
2Na(Cl + HQSO4 - NaQSO4 + 2HCI

Bilanciare un’equazione chimica equivale a richiedere che il numero di atomi
di ogni elemento prima di una reazione sia pari al numero di atomi presente
dopo la reazione. Quindi per bilanciare I’equazione

ZUC7H8 + yHN03 — ZC7H5OGN3 + wHQO

dovremo risolvere il sistema lineare

T =17z

8xr 4+ 1y =5z 4 2w
ly =3z

3y =6z + lw.

Problema B. (Evoluzione del sistema)

Supponiamo che in un’isola vi siano volpi in numero pari a V' e galline
in numero pari a G. Supponiamo sia dato un modello per cui in un anno
le galline si riproducono determinando un aumento della popolazione del 60
per cento mentre le volpi si mangiano le galline per un fattore 1 rispetto al
loro numero. Come si sara evoluto il sistema dopo un anno? Il numero di
galline, che indichiamo con G, sara pari a G; = 1,6Go— V| ovvero al numero
iniziale di galline GGy a cui si ¢ aggiunto il numero di pulcini 0,6Gy meno il
numero di galline mangiate dalle volpi, pari al numero iniziale di volpi, cioe
Vh. D’altro canto supponiamo che il tasso di natalita delle volpi sia del 10 per
cento e che le galline abbiano una malattia che si trasmette alle volpi che se le
mangiano in modo tale che la mortalita delle volpi a causa di questa malattia
sia proporzionale a meta del numero di galline. Questo significa che dopo un
anno il numero di volpi Vj sara pari a V; = 1,1V — 0,5G, (dove 0,5G, ¢ la
quantita di volpi uccise dalla malattia). Cosa potrebbe succedere a questo
punto? Se le volpi fossero troppe alla fine si mangerebbero tutte le galline
e non resterebbe piu nulla da mangiare per le volpi, cosi nell’isola non vi
sarebbe pitl nessuno. Quante galline ci vogliono e quante volpi occorrono per
avere un sistema che non si esaurisca? Oppure, in tale situazione, per ogni
scelta iniziale di galline e volpi alla fine I'isola rimarra deserta? Ovviamente
bisognerebbe conoscere a priori I’evoluzione del nostro sistema, cioe sapere a
priori quello che avverra.



Lezione 1

Spazi vettoriali

Questa lezione e dedicata allo studio degli spazi vettoriali. Attraverso il
concetto di spazio vettoriale vogliamo innanzitutto costruire un modello di
uno spazio di dimensione qualsiasi. Non dobbiamo dimenticare che, aldila di
qualsiasi astrazione, ognuno di noi possiede una idea intuitiva di dimensione
legata alla vita quotidiana: viviamo e c¢i muoviamo in uno spazio (fisico)
tridimensionale, disegnamo su fogli essenzialmente bidimensionali, e cosi via.

1.1 Definizione di spazio vettoriale reale

Cos’¢ uno spazio vettoriale (reale)? Uno spazio vettoriale ¢ un insieme non
vuoto V' dotato di una somma, su cui ‘agisce dall’esterno’ 'insieme R dei
numeri reali. Ma cosa vuol dire agire dall’esterno? Vuol dire che, preso un
elemento v di questo insieme V' e preso un qualsiasi elemento ¢ di R, viene
associato a questa coppia un elemento di V' che denoteremo con cv. Passiamo
alla definizione vera e propria.

Definizione 1.1.1 Diremo che un insieme non vuoto V & uno spazio vetto-
riale su R o, equivalentemente, un R-spazio vettoriale, se:

- su'V édefinita una operazione detta somma, +v (operazione interna), che é:
commutativa, associativa, ammette elemento neutro, Oy, detto vettore nullo,
e tale che ogni elemento v di V' ammetta opposto denotato con —v;

- ¢ definita un’azione esterna di R su V', cioé un’applicazione R x V. — V,
che ad ogni coppia (r,v) conr € R e v € V associa un unico elemento (che
denoteremo con) rv € V. Questa operazione é detta operazione esterna.
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Le precedenti operazioni godono delle sequenti proprieta di compatibilita:
(i) 1v = v, per ogniv € V.

(ii)) Yo € V eVa, B € R, (a+ B)v = av +y [o.

(iii) Yo,w € V eVa € R, a(v +y w) = av +y aw.

() Yv eV eVa, B € R, (af)v = a(fv).

Gli elementi di V' sono detti vettori, gli elementi di R scalari; I'opera-
zione esterna si dice anche prodotto per scalari. Talvolta, qualora non vi
sia pericolo di confusione, indicheremo la somma +y in V' semplicemente
con +. Anche se lavoreremo sempre con i numeri reali € importante sapere
che nella definizione di spazio vettoriale che abbiamo appena dato, 'insieme
dei numeri reali puo essere sostituito con un altro insieme avente analoghe
proprieta (campo), ad esempio Q (campo dei numeri razionali) o C (campo
dei numeri complessi).

1.2 Proprieta degli spazi vettoriali

Elenchiamo in questo paragrafo alcune utili proprieta degli spazi vettoriali.

1. Calcoliamo il prodotto del numero reale 0 per il vettore v € V: Ov.
Chi ¢ questo elemento? Per la proprieta (i) della definizione si ha
0v = (0 + 0)v = Ov +y Ov. Sommando a destra e a sinistra 'opposto di Ov,
che denoteremo con —0v, si ha: Oy = 0v +y (—0v) = 0v +y Ov +y (—0v) =
Ov; la prima uguaglianza vale poiché (—0v) e 'opposto di Ov , la seconda
perché si aggiunge a due elementi uguali lo stesso elemento e infine I'ultima
perché Ov +y (—0v) = Oy e Ov 4+ Oy = Ov. Per la proprieta transitiva
dell’'uguaglianza si ha Ov = 0y vettore nullo di V.

2. Per la definizione [I.1.1] (¢) 1v = v per ogni v € V. Ora considerando
(14 (—1))v, per la proprieta distributiva si ottiene Oy = 0v = lv 4y (—1)v =
v +v (—1)v quindi (—1)v = —v & opposto di v. Tale opposto verra indi-
cato semplicemente con —v. Notiamo che se nel precedente ragionamento
avessimo sostituito 1 con un qualsiasi numero reale o avremmo ottenuto che
l'opposto di av & (—a)v = —aw.

3. Per ogni a € R vale a0y = 0y. Infatti dalle proprieta precedenti degli
spazi vettoriali si ha che:

a0y = a(0y +v Oy) = a0y +y a0y
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Sommando ad ambedue i membri dell’'uguaglianza 1'opposto di a0y, che
indichiamo con —a0y,, otteniamo

alOy +v (—aOV) = (aOV +v Ozﬂv) +v (—aOV)

che, per la proprieta associativa e per la definizione di elemento neutro,
equivale a

OV = OZOV + (OZOV +v —O[0V> = OéOV +v OV = O./Ov.

4. Se a # [ con o, € R, allora av # [v per ogni v € V, v # Oy.
Infatti se av = [, allora sommando a destra e a sinistra per 'opposto di
Pu, si avrebbe (o — f)v = 0y. Da cui moltiplicando ambedue i membri per
1/(a — ) (essendo o — 3 # 0) si otterrebbe v = 1/(a — )0y = 0y che
contraddirebbe l'ipotesi v # 0y. Dunque e stato assurdo pensare che av e
Bv fossero eguali.

5. Puo esistere uno spazio vettoriale su R con un numero finito di vettori?
Certamente un esempio ¢ lo spazio vettoriale banale, V' = {0y }, cioe lo spazio
vettoriale costituito dal solo elemento nullo in cui le operazioni interna ed
esterna sono banali: Oy + Oy = 0y, a0y = 0y per ogni « in R. E facile
verificare la validita degli assiomi della definizione La domanda che ci
poniamo ora ¢ la seguente: esistono altri esempi di spazi vettoriali reali con
un numero finito di elementi? Supponiamo che V sia uno spazio vettoriale su
R con un numero finito di elementi, i.e. un numero finito di vettori, diciamo
n € N. Siav € V, v # 0. Per la proprieta precedente v, 2v, 3v,4v, ..., nv
sono tutti diversi fra loro e poiché sono n devono essere tutti e soli i vettori
di V. Ne segue che, essendo (n + 1)v un vettore di V', (n 4+ 1)v dovra essere
uguale ad uno dei precedenti, ma cio ¢ assurdo perché si avrebbe (n+1)v = sv
con s € N, s <n, cioe s #n+ 1. E stato assurdo pensare che V' contenesse
solo un numero finito di elementi. Quindi 'unico spazio vettoriale su R con
un numero finito di vettori e lo spazio vettoriale banale. Il metodo appena
illustrato ¢ detto delle “gabbie dei piccioni”: se si ha un numero di gabbie
inferiore al numero di piccioni e se si vogliono mettere tutti i piccioni in
gabbia, allora necessariamente almeno una gabbia dovra alloggiare piu di un
piccione.
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1.3 Esempi

1.3.1 Spazio vettoriale banale

Ogni spazio vettoriale contiene il vettore nullo cioe 1’elemento neutro rispetto
alla somma. Prendiamo linsieme formato dal solo vettore nullo {0y}, cioe
lo spazio vettoriale banale introdotto in[I.215. In esso la somma e il prodotto
per scalari sono definiti in modo ovvio:

Oy 4+ 0y = 0y; A0y =0y, VIeER

A titolo di esempio si noti che, con le definizioni date, per ogni o, € R
Oy = (a+ )0y = a0y + [0y. Torneremo ancora su questo esempio.

1.3.2 Spazi vettoriali R"

Consideriamo l'insieme delle coppie ordinate di numeri reali. (Ricordiamo
che ordinare le coppie significa che in generale I’elemento (a,b) e diverso
dall’elemento (b, a), ad esempio (2,3) # (3,2).) Tale insieme viene indicato
con R? = {(ay, as) | a1, ay € R}. Due elementi (ay, as) e (51, 32) di R? sono
uguali se e solo se o = 31 e g = (3. Vogliamo definire su R? una struttura
di spazio vettoriale. Occorre innanzitutto introdurre un’operazione interna
che definiamo “componente per componente” nel modo seguente:

(a1, a) +g2 (81, B2) = (o1 + Br, a2 + (2)

dove la somma in ogni componente e la somma di numeri reali. L’opera-
zione +p2 appena definita € commutativa e associativa poiché essa viene
definita componente per componente mediante una operazione (la somma di
numeri reali) che gode di tali proprieta. L’elemento neutro ¢ Og2 = (0,0).
Definiamo ora il prodotto per scalari: se A € R e (a1, ) € R? definiamo
Mag, ag) = (Mg, Aag). Anche in questo caso € chiaro che tutti gli assiomi
della definizione di spazio vettoriale sono rispettati.

Analogamente indicheremo con R? I'insieme delle terne ordinate di numeri
reali e, piul in generale, con R", con n € N, I'insieme delle n — uple ordinate
di numeri reali. Generalizzando quanto descritto sopra, definiamo su R™ una
struttura di spazio vettoriale reale definendo la somma ed il prodotto per
scalari come segue:

(1, 09,...,0n) +re (B1, By, Bn) = (@1 + Br, 0 + Ba, .. + Br)
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Mag, ag, ... a,) = (Aag, A, ..., Aay,).

Notiamo che tra gli spazi vettoriali cosi definiti vi ¢ anche R! = R: I'in-
sieme dei numeri reali inteso come spazio vettoriale su se stesso. In tal caso
denotiamo i vettori di R! con (a), a € R.

Osservazione. Il campo C dei numeri complessi puo essere visto come
spazio vettoriale reale con le usuali operazioni di somma di numeri complessi
e prodotto di numeri reali con numeri complessi.

1.3.3 Matrici

Una matrice n x m (n,m € N) ad entrate in R ¢ il dato di nm numeri reali
a;j dove i € {1,2,...,n} e j e {1,2,...,m}, collocati su una tabella con n
righe e m colonne. Il numero ¢ indica la riga ove ¢ posizionato I’elemento a;;
e j ne indica la colonna. Ad esempio la scrittura:

2 5 0
A= (—1 V2 4)
individua una matrice 2x 3. L’elemento a5 € 5, I’elemento as3 € 4. Indichiamo
I'insieme delle matrici a n righe e m colonne con M,, ,,(R). Fissati n,m € R
I'insieme M,, ,,(R), puo essere munito di una struttura di spazio vettoriale.
Cominciamo con I'esempio di My 3(R), gli altri casi sono del tutto analoghi

e si differenziano solo per la forma delle matrici. Definiamo 'operazione
interna componente per componente:

11 a2 i3 F s (®) bii bz big [ C11 Ci2 (13
2,3 -
Q21 Q22 A23 ba1 bz b3 Co1  Co2 (a3
dove ¢11 = ai1 + bi1 come somma di numeri reali, ci9 = a2 + bio e cosi
via ¢;; = a;; + b;;. L’elemento neutro rispetto alla somma cosi definita ¢ la

matrice nulla
0 0 0
Ores®) =19 0 o)

Definiamo l'operazione esterna sempre componente per componente: dati

A€ Red A= (a;j) € My3(R) poniamo

)\A _ <)\(111 )\a12 /\alg) '

)\agl )\CZQQ )\&23
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Usando ancora una volta le proprieta dei numeri reali si verifica facilmente
che le operazioni introdotte definiscono su Mo 3(R) una struttura di spazio
vettoriale reale. Si noti che, sia a livello di insiemi che a livello di spazi
vettoriali, & possibile identificare M 3(R) con R? e pit in generale M ,(R)
con R™, per ogni n € N. Con una piccola rotazione... della testa... si potrebbe
pure identificare M,, 1(R) con R™, per ogni n € N, e in effetti questo ¢ vero
anche a livello di spazi vettoriali. Preciseremo meglio in seguito che cosa
intendiamo.

In generale, date A = (a;;) e B = (b;j) matrici nxm definiamo A+B = C
dove C' = (¢;;) € la matrice n x m di termine generico ¢;; = a;; + b;;; inoltre,
per ogni numero reale )\, definiamo AA come la matrice n X m ottenuta
moltiplicando ogni entrata di A per A:

)\an )\CL12 Ce )\alm
A = >\(121 )\(122 Ce )\Clgm
Ayl AApz ... ANpm

In questo modo abbiamo dotato M,, ,,,(R) di una struttura di R-spazio vet-
toriale.

Se n = m diremo che la matrice ¢ quadrata di ordine n. L’insieme delle
matrici quadrate di ordine n ad entrate reali si denota con M,,(R).

1.3.4 Insiemi di polinomi

Sia R[X] I'insieme dei polinomi nella indeterminata X a coefficienti in R e
indichiamo con R="[X] i polinomi di R[X] di grado minore o uguale a n.

Anche su R[X] si puo definire una struttura di R-spazio vettoriale: presi
due polinomi P(X) e Q(X), di grado rispettivamente n e m, con n,m € N
en <m: P(X)=a,X"+a, 1 X"+ ...+ a0 X + ag, QX) = b, X™ +
b1 X™ L+ 4+ b X + by, definiamo la loro somma in R[X] come

P(X) +rix) Q(X) =Y e X'
i=0

conc =bysem >i>n+1ec = b +a; per i < n. Ad esempio, se
Q(X) = X2 +4X —V3 e P(X) = 3X* + 2X + 6, P(X) +gry Q(X) =
3X* - X24+6X + (6 —3).
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La somma di polinomi cosi definita ¢ commutativa e associativa; 1’ele-
mento neutro Og[x] per la somma ¢ il polinomio di grado 0 il cui termine
noto ¢ zero, cioe il polinomio identicamente nullo. Ogni polinomio ammette
opposto per tale somma: se P(X) = a, X" +a, 1 X" '+...+a; X +ay, allora
il suo opposto ¢ dato da —P(X) = —a, X" —a, 1 X" ' —...—a; X —ag. Sia
A un numero reale e sia P(X) = a, X" +a, 1 X" ' +...+a; X + ap un poli-
nomio, definiamo AP(X) = (Aa,) X" 4+ (Aap—1) X" 1+ ... 4+ (Aa1) X + (Aao),
cioe moltiplichiamo ogni monomio di P(X) per A. Si vede facilmente che il
prodotto per scalari cosi definito gode della proprieta distributiva rispetto
alla somma, e che 1P(X) = P(X). L’insieme R[X] dotato delle operazioni
sopra descritte ¢ quindi uno spazio vettoriale reale. In particolare (—1)P(X)
e 'opposto di P(X).

Osservazione. Consideriamo ora il sottoinsieme R="[X] di R[X]. Le
operazioni che abbiamo definito su R[X] sono definite anche in R="[X] e
osserviamo che la somma di due polinomi di grado minore o uguale a n e
ancora un polinomio di grado minore o uguale an e se A € R e P(X) €
R="[X], allora il polinomio AP(X) appartiene a RS"[X]. In altre parole
R="[X] ¢ un sottoinsieme di R[X] chiuso rispetto alle operazioni di R[X].
Dunque R="[X] ha, con queste operazioni, una struttura di spazio vettoriale.

Questo € un esempio di sottoinsieme di vettori di uno spazio vettoriale
su cui le operazioni dello spazio ambiente inducono una struttura di spazio
vettoriale. Un tale sottoinsieme si dice sottospazio vettoriale, ma vedremo
in dettaglio questa definizione nella Lezione 2.

Notiamo infine che le nostre conoscenze matematiche ci permettono di
definire un’altra operazione all’interno dell’insieme dei polinomi R[X]: la
moltiplicazione di due polinomi (i.e. (3X? + 2)(5X — 1) = 15X3 — 3X? +
10X — 2). Tale operazione non interviene tuttavia nella definizione di spazio
vettoriale.

1.3.5 Spazi di funzioni

Costruiamo infine un ultimo esempio di spazio vettoriale. Consideriamo 1'in-
sieme delle applicazioni continue dall’intervallo [0, 1] C R verso R e indichia-
mo tale insieme con Cg([0,1]). Muniamo tale insieme di una struttura di
spazio vettoriale. Dati f, g due elementi di Cg([0,1]) definiamo la funzione
h € Cr([0,1]) somma di feg

[ +eaqoapg=nh
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come l'applicazione da [0, 1] a valori in R tale che il valore di & in s € [0, 1]
sia dato da h(s) = f(s) +r g(s), cioe dalla somma in R dei valori delle due
funzioni f e g in s. Essendo la somma una applicazione continua allora anche
h & una applicazione continua e quindi appartiene a Cg([0, 1]). Tale somma
¢ commutativa e associativa (prese tre funzioni fi, fo, f3 di Cr([0,1]), allora

(f1 Fee(o) f2) terqo) f3 = f1 +ewqo)) (f2 +eaqo) f3)

poiché il valore in s € [0, 1] di ciascuna somma e: (fi(s) + fa(s)) + f3(s) =
f1(s) + (fa(s) + f3(s)) per Passociativita della somma di numeri reali. L’ele-
mento neutro rispetto alla somma ¢ la funzione Oc,po,1)), cioe la funzione
identicamente uguale a 0; ogni f € Cr([0,1]) ammette opposto, cioe esiste
g € Cr([0,1]) tale che

[ +ea017) 9 = Ocy(po.1))-

Infatti, essendo Oc,(jo,1)) la funzione identicamente nulla, si ha che 'opposto
di una funzione f & la funzione g tale che g(s) = —f(s) per s € [0,1]. Dati
A€ Re f e Cg([0,1]) definiamo (Af)(s) = Af(s). Tale applicazione ¢
continua, quindi Af ¢ ancora un elemento di Cg([0,1]). Valutando di volta
in volta le funzioni nei punti s € [0, 1], si vede che le proprieta di spazio
vettoriale sono verificate. Si noti ad esempio che la proprieta distributiva del
prodotto per scalari rispetto alla somma e data dalla uguaglianza delle due
funzioni continue

A(f1 +cp([0,1)) f2) = Af ez ((0,1]) Afa;

il che si verifica valutando le due funzioni in s € [0, 1]:
A(f1(s) + fals)) = Afa(s) + Afa(s).

In conclusione la definizione astratta di spazio vettoriale ¢ un formalismo
che si adatta a molte situazioni in apparenza ben diverse: numeri reali, n-
uple, matrici, polinomi ...Quindi non ci interessano necessariamente quali
siano le operazioni introdotte per definire una struttura di spazio vettoriale
perché il comportamento di ogni spazio vettoriale risulta sempre lo stesso.
Ad esempio in il vettore opposto a f, che sappiamo essere (—1)f, e
—f. Cosi come in R? il vettore opposto a v = (1, —1,5), e formalmente dato
da (—1)v, si determina attraverso la legge di spazio vettoriale data su R3:
(=1)(1,-1,5) = (—1,1,-5).



Lezione 2

Combinazioni lineari e
sottospazi

2.1 Sottospazi vettoriali

In ogni costruzione matematica, dopo aver definito una classe di oggetti
aventi delle proprieta omogenee, risulta naturale introdurre la nozione di
sottooggetti che rispettino tali proprieta. Da un punto di vista insiemistico,
cioe quando gli oggetti sono insiemi, un sottooggetto di un insieme W & un
sottoinsieme U, cioé un insieme i cui elementi sono elementi di W: U C W.
Vogliamo allora che nella definizione di sottooggetto di uno spazio vettoriale
si tenga conto della sua struttura, piu ricca di quella di un semplice insieme:
dovremo dunque fare in modo che ogni sottooggetto erediti questa struttura.

Definizione 2.1.1 Dato un R-spazio vettoriale V', un sottospazio vettoriale
U di'V e un sottoinsieme non vuoto U C V su cui le operazioni di V inducono
una struttura di spazio vettoriale reale.

Che cosa vuol dire esattamente questa definizione? Sia V' uno spazio vetto-
riale reale e sia U un suo sottoinsieme non vuoto. Dati due vettori u e v di U
possiamo considerare u+ v dal momento che U C V' e quindi gli elementi di
U sono, in particolare, vettori di V. In generale il vettore somma u+y v NON
sara un elemento di U. Dire che le operazioni di V' inducono una struttura di
spazio vettoriale su U significa che la somma in V' ed il prodotto per scalari:

+y VXV —V S RxV —V
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si restringono ad operazioni su U:
+yv:UxU—U RxU—U.

In particolare il vettore u +y v appartiene ancora ad U. In questo caso si
usa dire che U e chiuso rispetto alla somma di V. Analogamente, dati A € R
e v € U, il vettore \v e un elemento di V' ma, in generale, se U ¢ solo un
sottoinsieme di V', Au NON & un elemento di U. Se, pero, U & un sottospazio
vettoriale di V' allora Au appartiene ancora ad U. Diremo in questo caso che
U e chiuso rispetto al prodotto per scalari di V.

Il problema ¢ adesso il seguente: dati un R-spazio vettoriale V' ed un
suo sottoinsieme U, come facciamo a stabilire se U ¢ un sottospazio di V7
Bastera verificare che U e chiuso rispetto alle operazioni di V, usando il
criterio seguente:

Proposizione 2.1.2 Un sottoinsieme U di un R-spazio vettoriale V' é un
sottospazio vettoriale di V' se e solo se per ogni elemento uw € U e per ogni
AeR, MueU e per ogni u,v € U la somma u+y v eU.

Dimostrazione.

“=" Se U e un sottospazio vettoriale le operazioni di V' inducono su U
una struttura di spazio vettoriale, quindi le due proprieta dell’enunciato sono
verificate.

“«<" Viceversa supponiamo che U soddisfi le due proprieta dell’enunciato,
cioe che presi due elementi in U la loro somma sia ancora in U, e per ogni
elemento v di U e per ogni A € R, Au € U. Dobbiamo verificare la validita
degli assiomi della definizione[I.1.1} Innanzitutto la somma in U & associativa
e commutativa perché lo e la somma di V. Inoltre ogni elemento v di U ha
opposto in U, in quanto, per le proprieta degli spazi vettoriali, I'opposto di
u ¢ —u = (—1)u che appartiene ad U per ipotesi (A = —1). Abbiamo percio
verificato la validita di tutti gli assiomi che riguardano I'operazione interna.
Analogamente possiamo ragionare per l'operazione esterna che risulta ben
definita su U per ipotesi. Gli assiomi (i),..., (iv) della definizione [I.1.1]
cioe quelli che caratterizzano le operazioni di uno spazio vettoriale, sono

automaticamente verificati in U in quanto le operazioni di U sono le stesse
diV. C. V.D.

Dato un R-spazio vettoriale V' per indicare che un sottoinsieme U di V' ¢
un suo sottospazio scriveremo U < V.
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Osservazione 2.1.3 Ogni spazio vettoriale V' ha sempre almeno due sot-
tospazi: V stesso e il sottospazio vettoriale banale {0y }. Chiaramente ogni
sottospazio vettoriale contiene il vettore nullo Oy .

Vediamo ora in alcuni esempi come applicare la proposizione [2.1.2]
Esempi 2.1.4 Supponiamo che il nostro spazio ambiente sia V = R%:

1. Consideriamo 'insieme costituito dal solo vettore nullo: {(0,0)}. Esso
¢ un sottospazio vettoriale di R?: il sottospazio banale.

2. Sia U = {(x,y) € R? | 22 + y? = 1}. L’insieme U non puo essere un
sottospazio vettoriale poiché non contiene il vettore nullo di R? che ¢

(0,0).

3. Cerchiamo di sopperire a questo fatto considerando ora U = {(x,y) €
R? | 2% 4+ y? < 1}, che & il cerchio di centro l'origine e raggio 1. Questa
volta (0,0) € U, ma U non & chiuso rispetto a +gz: infatti, presi, ad
esempio, (1,0),(0,1) € U, la loro somma (1,0) +2 (0,1) = (1,1) non &
un elemento del cerchio, quindi U non ¢ un sottospazio di R2.

4. Prendiamo adesso U = {(z,y) € R* | 2 > 0, y > 0}, cio¢ l'insieme dei
punti del primo quadrante. In questo caso la somma di due vettori di
U & ancora nel primo quadrante, 1’elemento neutro (0,0) ci sta, ma se
consideriamo, ad esempio, A = —3 e u = (2,9), allora \u = (=6, —27)
non appartiene ad U che quindi non & un sottospazio.

5. Si consideri U = {(x,y) € R? | # — 2y = 0}. Verifichiamo che U ¢

un sottospazio vettoriale di R%. Siano vy = (z1,91) € vy = (T2, ¥2)
due elementi di U, tali che, cioe, ;1 —2y; = 0 e 29 — 2y, = 0 . La
somma dei due vettori: vy + vy = (x1 + x2,y1 + y2) appartiene ad

U, infatti 1 + 9 — 2(y1 + v2) = (1 — 2y1) + (22 — 2y2) =04+ 0 = 0.
Analogamente, per ogni numero reale A\, A\v; = (Az1, Ay;) € un elemento
di U, dal momento che Az; — 2Ay; = A(z1 — 2y1) = A0 = 0. Usando
la Proposizione [2.1.2] concludiamo che U ¢ un sottospazio vettoriale di
R2.

6. Sia U = {(z,y) € R?* | yzr = 0} cioe¢ I'insieme delle coppie (z,y) di
numeri reali con almeno una componente uguale a 0. Osserviamo che
I'insieme U non & chiuso rispetto alla somma, infatti i vettori (1,0) e
(0,1) appartengono ad U ma non la loro somma: (1,1). Dunque U non
¢ un sottospazio vettoriale di R2.
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7. Si prenda U = {(z,y) € R? | y+ 3z —1 = 0}. Allora U non & un
sottospazio vettoriale di R? dal momento che il vettore nullo di R?,
(0,0), non appartiene ad U.

Osservazione sugli esempi fatti
Per stabilire se un sottoinsieme S di uno spazio vettoriale V' & un sottospazio
vettoriale di V' possono essere utilizzati due approcci:

1°. Se pensiamo che l'insieme considerato non sia un sottospazio vetto-
riale bastera portare un esempio di vettori che non soddisfino le condizioni
di come fatto negli esempi 2, 3, 4, 6, 7.

2°. Se invece pensiamo che l'insieme considerato sia un sottospazio vet-
toriale allora si procedera come nell’esempio 5 verificando la validita delle
condizioni di 2.1.2

Nell’incertezza, ovvero quando non abbiamo a priori un’idea sul fatto che
I'insieme in oggetto sia o meno un sottospazio vettoriale, si procede sempre
come in 2°. Se l'insieme non e un sottospazio si arriva ad un ostacolo il che
consente di trovare un controesempio. Ad esempio, consideriamo l'insieme
dell’esempio 3. Procedendo come in 5, una delle condizioni da verificare e
che per ogni v = (x,y) elemento di U = {(z,y) e R? | 2> +y? <1} eVAER
si ha Av € U. Ora da v € U sappiamo che z? +* < 1 quindi Av = (\z, \y) e
(Az)?+(\y)? = AN2(22+y?) < X ma lv € U se e solo se \>(z?+4?) < 1. Orae
evidente che se v ¢ tale che 2% +y? = 1, ad esempio v = (1,0), per A “grandi”
Av ¢ U. Ad esempio v = (1,0) € U, ma preso A = 100, 100v = (100,0) ¢ U
perché 100% > 1.

2.2 Generatori

Sia V un R-spazio vettoriale e siano vy, vy, ..., v, vettoridi V e A\, Ao, ..., A\,
numeri reali. Allora possiamo considerare per ogni indice i = 1,2,...,n il
vettore \;u; € V e poi fare la somma in V' dei vettori ottenuti:

AMvr + Aovg + -+ Ay,

(si noti che, per la proprietd commutativa della somma, l'ordine in cui
vengono sommati gli elementi non altera il risultato finale).

Definizione 2.2.1 Dato un R-spazio vettoriale V' e dato un insieme di vet-
tori v1,vsy,...,v, di V, st dira che un vettore v € V ¢ loro combinazione
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lineare se esistono dei numeri reali \i, A, ..., \, tali che
v = AU+ Avg + -+ Ay,
Gli scalari Ay, ..., A, € R si dicono coefficienti della combinazione lineare.

Esempio 2.2.2 Si consideri lo spazio vettoriale R2.

1. 11 vettore (v/5,v/5) & combinazione lineare dei vettori (1, —1),(0,/5)
in quanto (v/5,v/5) = v/5(1, —1) + 2(0,/5);

2. una generica combinazione lineare dei vettori (1,0), (0,1) e a(1,0) +
b(0,1) = (a,b) con a,b € R. Quindi ogni vettore di R* & combinazione
lineare dei vettori (1,0), (0, 1).

In ogni spazio vettoriale il vettore nullo ¢ combinazione lineare di qualunque
insieme di vettori. Infatti se vy,...,v, € un insieme di vettori in V spazio
vettoriale, allora il vettore nullo 0y e uguale alla combinazione lineare nulla
OV :0U1+01)2+"'+0Un.

Che cosa succederebbe se tutti i vettori di V' si potessero scrivere come
combinazione lineare di un numero finito di vettori come nell’esempio 2 di

222

Definizione 2.2.3 Un R-spazio vettoriale V' si dice finitamente generato

se esiste un insieme finito di vettori vy, va, ..., v, tali che ogni vettore di V' sia
loro combinazione lineare. I vettori vy, vs,...,v, si dicono allora generatori
di V.

Esempio 2.2.4 Prendiamo la nostra vecchia conoscenza R? e tre suoi vettori
up = (1,1, -1), ug = (0,1,2), uz = (0, —2,3). Vogliamo dimostrare che R3
e finitamente generato mostrando che {uy, us, u3} & un insieme di generatori
di R3. Dobbiamo verificare che ogni vettore di R? ¢ combinazione lineare di
Uy, Uz, u3 . Prendiamo un vettore qualsiasi di R®: (a,3,7) con «, 3,7 € R.
Dobbiamo provare che esistono ben definiti A\j, Ay, A3 € R tali che

(o, B,77) = A\ug +grs Aaua +gs Azus.

Esplicitiamo tale somma usando la somma ed il prodotto per scalari che
abbiamo definito in R3:

(Oé,ﬁ,’)/) = )\1(1, 1, —1) +R3 )\2(0, 1,2) +R3 )\3(0, —2,3) =
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= (A1, A1, = A1) +rs (0, A2, 2X2) +gs (0, —2X3,3)3) =
= (A, A1+ A2 — 2X3, = A1 + 25 + 3)3).

Per calcolare i \; richiesti dobbiamo risolvere il sistema

o = )\1
{5:)\14-)\2—2)\3
v ==A1 + 2\ + 3)s.
Il sistema ottenuto ha soluzione: A\; = a, Ay = %7—%a+$ﬁ ez = %(7%—304—
23), quindi i vettori uy, us, us sono dei generatori di R*. Si noti che anche
I'insieme {(2,1,0),(0,1,0),(0,0,1)} & un insieme di generatori di R*® come
pure {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(2,1,1)}. Quindi gli insiemi di generatori non

Sono unici.

Esempio 2.2.5 Non tutti gli spazi vettoriali sono finitamente generati. Pren-
diamo ad esempio lo spazio vettoriale dei polinomi R[X] nella indeterminata
X. Se fosse finitamente generato esisterebbe un numero finito di polinomi
P (X),...,P,(X) che generano R[X], quindi ogni polinomio a coefficienti
reali si scriverebbe come loro combinazione lineare. Sia g; con ¢ =1,...,n,
il grado del polinomio P;(x) e sia g il massimo tra questi gradi. Allora ogni
combinazione lineare di P;(X),..., P,(X) avra al piu grado g e non potra
mai avere grado superiore. In particolare un polinomio di grado g+ 1 non si
potra mai scrivere come combinazione lineare di P;(X), ..., P,(X). Dunque
i polinomi P;(X),..., P,(X) non sono dei generatori di R[X] per nessun n.

Analogamente qualunque spazio vettoriale di cui R[X] sia sottospazio non
sara finitamente generato.

Osservazione 2.2.6 Sia u = {uy,us,...,us} un insieme di generatori di
un R-spazio vettoriale V. Allora ogni vettore v di V' si scrive come loro
combinazione lineare:

V= AU +v AolUs v .. Y AglUs.

Tale scrittura e unica? In generale la risposta € no. Ad esempio l'insieme
{(0), (1)} ¢ chiaramente un insieme di generatori dello spazio vettoriale reale
R (perché ogni (o) € R & (a) = a(1) + (0), ma la scrittura non ¢ unica
infatti (0) = 0(1) +0(0) = 0(1) + 1(0). Come ulteriore esempio si consideri
I'insieme ordinato B = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(2,1,1)} di generatori di
R3. 1l vettore (0,1, 1) si puo scrivere come 0(1,1,0) + 1(0,1,1) +0(1,0,1) +
0(2,1,1), ma pure come 1(1,1,0) +1(0,1,1) + 1(1,0,1) — 1(2, 1, 1).
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Osservazione 2.2.7 Osserviamo che, dato un R-spazio vettoriale V' gene-
rato dall’insieme di vettori {uj,us,...,us} e preso qualsiasi vettore u € V|
I'insieme di vettori {uy,us, ..., us,u} & pure un insieme di generatori di V.
Ovviamente si possono continuare ad aggiungere vettori ottenendo sempre
un insieme di generatori.

Definizione 2.2.8 Siano V' un R-spazio vettoriale e {uy,us, ..., ux} un in-
steme di vettory di V. Il piu piccolo sottospazio di V' contenente uq, us, . .., Uk
si dira il sottospazio da essi generato e si indicherd con (uy, us, ..., u). Tale
sottospazio € costituito da tutte le combinazioni lineari di uy,us, ..., Ug:

k

(Up, U, .. Up) = {Zaiui:a1u1+a2u2+---+akuk |, €Ri = 1,...k}
i=1

Il contenuto di questa definizione va giustificato. Prima di tutto verifiche-
remo che l'insieme formato da tutte le combinazioni lineari di uq, us, ..., ug
¢ un sottospazio vettoriale di V'; poi vedremo che esso ¢ contenuto in ogni
sottospazio contenente uq, us, . .., ux, € che quindi e il pitl piccolo sottospazio
soddisfacente questa proprieta. Siano A € R e v = aquq + agus + ... + aguy
una combinazione lineare di uy, us, . .., ug. Allora A\v = M aju; +agus+. ..+
apuy) = Aaquy + Aagus + ... + Aaguy € pure una combinazione lineare di
U1, Us, ..., U, € quindi un elemento del nostro insieme. Se poi abbiamo due
combinazioni lineari v = aqu; + avus + ... + qpu € w = Grug + Goug +
... + Brug, allora la loro somma v + w = (u; + agus + ... + agug) +
(Brur + Baug + ... + Brug) = (a1 + Br)ur + (a2 + Bo)ug + ... + (o + Br)ug ©
ancora una combinazione lineare dei vettori uy, us, . .., ux, quindi appartiene
al nostro insieme che e pertanto un sottospazio vettoriale di V. D’altro canto
se consideriamo un sottospazio T' < V' contenente i vettori uy, us, . .., u, per
definizione di sottospazio, T' contiene ogni loro combinazione lineare e quindi
tutto (uq,us, ..., ux).

Osserviamo che, vista la definizione [2.2.8] & chiaro che uno spazio vetto-
riale V' e finitamente generato se e solo se esistono vy, ..., v, vettori di V tali
che V.= (vy,...,0,).

Se invece di partire da un numero finito di vettori {uy, us, ..., ux} di uno
spazio vettoriale V' partissimo da un generico sottoinsieme S C V', potremmo
chiederci qual e il piu piccolo sottospazio vettoriale di V' che contiene S?
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Definizione 2.2.9 Dato un qualsiasi sottoinsieme S di uno spazio vettoriale
reale V', indichiamo con (S) il pit piccolo sottospazio vettoriale di V' conte-
nente S. Allora (S) ¢ linsieme di tutte le combinazioni lineari di elementi
di S a coefficienti in R.

Esempio 2.2.10 Sia V un R-spazio vettoriale, allora @ C V e (§) = {0y }.
Ma anche {0y} C V e (Oy) = {0y }.

Esempio 2.2.11 Dato un R-spazio vettoriale V', lo spazio vettoriale genera-
to da un vettore non nullo v & U'insieme (v) = {av | @ € R} di tutti i multipli
scalari di v.

2.3 Operazioni tra sottospazi

Dato un insieme X e possibile definire delle operazioni sui suoi sottoinsiemi.
In particolare se P;, P, sono sottoinsiemi di X l'intersezione P, N P, ¢ il piu
grande sottoinsieme di X contenuto in entrambi, e 'unione P, U P ¢ il piu
piccolo sottoinsieme di X che contiene entrambi. Possiamo tentare di definire
le stesse operazioni sostituendo il termine “insieme” con “spazio vettoriale”.
Il progetto ha facilmente successo nel caso dell’intersezione:

Proposizione 2.3.1 In un R-spazio vettoriale V' lintersezione (insiemisti-
ca) S1 NSy di due sottospazi Sy e Sy é un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. Si deve mostrare che S; N .Sy € un sottospazio di V: per
questo useremo la caratterizzazione 2.1.2] Siano quindi v € S;N Sy e A € R.
In particolare v € Sy, che € un sottospazio, quindi \v € S7; analogamente
v € 3, che e un sottospazio, quindi \v € Sy da cui Av appartiene sia a
S1 che a Sy quindi appartiene alla loro intersezione. Siano vy,vy € S; N
Ss, in particolare vy, v9 € S; che e un sottospazio e quindi vy +y vy € 57,
analogamente v1,v9 € Sy che € un sottospazio e quindi vy +v vy € Sy, si
conclude che vy +y vy € S; NSy, C.V.D.

Nel caso dell’'unione vi sono dei problemi, infatti I'unione insiemistica di
due sottospazi di uno spazio vettoriale V' in generale non e un sottospazio di
V. Prendiamo ad esempio in R? i due sottospazi Wi = {(z,y) € R* |z —y =
0} e Wy = {(x,y) € R? | x +y = 0}. Allora la loro unione insiemistica ¢
I'insieme dei vettori in cui o le due coordinate sono uguali o sono opposte:

Wi UW, = {(z,y) €R* | (z —y)(z +y) = 0}
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(si ricordi che il prodotto di due numeri reali & zero se almeno uno dei due nu-
meri & zero). L’insieme W) UW, non & un sottospazio vettoriale di R? perché,
pur essendo stabile rispetto alla moltiplicazione per uno scalare, non e chiuso
rispetto alla somma: (2,2)+(3,—3) = (5, —1) e le coordinate di quest’ultima
coppia non sono né uguali né opposte! Quindi 'unione insiemistica di due
sottospazi vettoriali di uno spazio V' non ha necessariamente la struttura di
spazio vettoriale. Piu in generale vale:

Proposizione 2.3.2 Siano V' un R-spazio vettoriale e Wy, Wy due suoi sot-
tospazi, allora Wy U Wy e un sottospazio di V' se e solo se Wy C Wy o
Wy C Wi

Dimostrazione. “<” Se W; C Wy (risp. se Wy C W), allora Wi U W, =
Wy (risp. W1 U Wy = W) & sottospazio vettoriale per ipotesi.

“=" Per provare questa implicazione proviamo che se Wy € Wy e Wy ¢
Wy allora Wi UWs non & sottospazio. Essendo Wy & W, esiste vy € Wi\ W,
analogamente essendo Wy € W esiste vy € Wy \ Wi, Se Wi U W,y fosse
sottospazio allora v = vy + vy dovrebbe essere un elemento di W; U Wy in
quanto somma di un elemento di Wi e di uno di Wj. Se v fosse in W7 allora
anche vy = v — vy apparterrebbe a Wj, ma avevamo scelto vy € Wy \ W1.
Analogamente se v fosse in Wy allora anche vy = v — vy apparterrebbe a W,
ma avevamo scelto v; € Wi \ Ws. Quindi v ¢ W, UW,. C.V.D.

Abbiamo dunque stabilito che il pit piccolo INSIEME di vettori di V' che
contiene i due sottospazi non ¢ in generale un sottospazio vettoriale di V.
Cerchiamo allora il piu piccolo SOTTOSPAZIO di V' che contenga W; e Wj.
Memori della definizione tale sottospazio sara il sottospazio vettoriale
generato da W7 e da W,. Consideriamo la seguente costruzione:

Definizione 2.3.3 Sia V un R-spazio vettoriale e siano Si, Sy due suoi
sottospazi. Si definisce somma di S7 ed So l'insieme:

Sl +SQ = {’Ul “+v U9 | V1 € 51,1}2 c SQ}

In altre parole S; + S e l'insieme dei vettori di V' che sono somma di un
vettore di S; e di un vettore di S,. Si noti che l'insieme S; + S9 contiene
S1 poiché ogni vettore v di S; si scrive come v +y Oy € Sy + Sy (in quanto
I'elemento neutro di V' appartiene a Sy che ¢ un sottospazio) e, per lo stesso
motivo, contiene Ss.
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Proposizione 2.3.4 In un R-spazio vettoriale V, dati due sottospazi Si e
Sy, linsteme Sy + Sy € un sottospazio vettoriale di V' ed ¢é il piu piccolo
sottospazio di V' che contiene sia Sy che Ss.

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che S; 4+ S5 € un sottospazio di
V. Usiamo il criterio m Prendiamo un elemento vy 4+ vo € S7 + Sy (con
v; € Sy ewvy € Sy) eun numero reale A € R. Ci chiediamo: A(v;+vsy) € ancora
un elemento di S7 + 557 In effetti, per la proprieta distributiva del prodotto
per scalari rispetto alla somma, si ha A(v; + v2) = vy + Avg, ma Av; € S)
e A\vy € Sy perché S e Sy sono sottospazi. Dunque A(vy + vy) € Sy + Ss.
Ancora, siano v e w elementi di S; + Ss, cioe v = v; + vy € W = Wy + Wy
con vy, w; € 51 € vy, wy € Sy: allora v + w e un elemento di S; + S3?7 Si ha:
v+ w = (v; + vg) + (w1 + we) che, per la commutativita e la associativita
della somma, & uguale a (v; + wy) + (vg + we); ora vy + wy € Sy perché
S1 € un sottospazio, analogamente vy + wy € Sy e possiamo concludere che
v+w € S+ Sy. Osserviamo che S; + S ¢ il piu piccolo sottospazio di V
che abbia la proprieta di contenere sia S; che Ss: infatti, se un sottospazio
T < V contiene sia S7 che S5 allora dovra necessariamente contenere, per
definizione di sottospazio, tutte le somme v; + v, al variare di v; € 57 e
Vg € SQ, cioe Sl + SQ. C.V.D.

2.4 Esercizi svolti

Esercizio 2.4.1 Stabilire se i seguenti insiemi di vettori generano R3:
(i) (0,0,1), (2,1,0), (1,1,1);

(i) (2,3,4), (3,2,1);

(iii) (1,0,0), (1,2,0), (0,0,2), (1,3,4).

Svolgimento. L’esercizio consiste nel stabilire se ogni vettore di R3 si possa
scrivere come combinazione lineare dei vettori di volta in volta indicati.

(i) Sia (,3,7) un generico elemento di R*. Ci chiediamo se esistono Ay,
Ao, Az in R tali che sia (a, 8,7) = A(0,0,1) + X2(2,1,0) + A3(1,1, 1),
cioe (a, B3,7) = (2A2 + A3, A2 + A3, A1 + A3). Si tratta di risolvere il
seguente sistema:

a:2)\2+)\3
{ﬁ—/\2+>\3
’7:)\1+/\3.
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(i)

Sottraendo la seconda equazione dalla prima otteniamo: Ay = o — [3;
sottraendo la prima equazione da due volte la seconda otteniamo: A3 =
23 — «. Infine, sostituendo nella terza equazione 'espressione ottenuta
di A3, otteniamo: A\; = v — 20 + a. Dunque per ogni («,3,7) €
R? abbiamo determinato i numeri reali )\; che cercavamo. Pertanto
I'insieme di vettori (i) genera tutto R3.

In questo esercizio I'insieme che ci viene proposto contiene solo due ele-
menti. Anche in questo caso potremmo procedere come prima cercando
di risolvere un sistema, ma questa volta il sistema avra 3 equazioni e 2
incognite. Quindi ¢ lecito aspettarsi che un tale sistema non abbia sem-
pre soluzioni, cio¢ che vi siano dei vettori di R? che non sono generati
dallinsieme (ii). In questo caso per risolvere il quesito sara sufficiente
esibire un vettore di R® che non ¢ combinazione lineare di (2,3,4) e
(3,2,1).

Consideriamo il vettore (1,0,0) di R3. Ci chiediamo: & possibile scrivere
(1,0,0) come combinazione lineare di (2,3,4), (3,2,1)7 Se cio fosse
possibile esisterebbero A; e Ay in R tali che (1,0,0) = A\(2,3,4) +
)\2(3, 2, 1) = (2)\1 + 3)\2, 3)\1 + 2)\2, 4)\1 + )\2) Qumdl il sistema

=2\ + 3
{0 == 3)\1+2)\2
O :4)\1 —|—)\2

dovrebbe ammettere soluzione, ma dalla seconda e dalla terza equazione
ricaviamo A\; = 0 = Ay che non soddisfano la prima equazione. Il sis-
tema non ha soluzioni cioe il vettore (1,0, 0) non ¢ combinazione lineare
dei vettori (2,3,4) e (3,2,1). Questo dimostra che (2,3,4) e (3,2,1)
non generano R3.

Anche in questo caso potremmo precedere come in (i) e, preso («, 3,7) €
R3, determinare A;, A2, A3, Ay in R tali che (a,3,7) = A\i(1,0,0) +
A2(1,2,0) 4+ A3(0,0,2) + Ay(1,3,4).

Mostriamo invece un modo alternativo di procedere. Prima di tutto
osserviamo un fatto di carattere generale: dato un insieme I di vettori
di uno spazio vettoriale V' e fissato un insieme S di generatori di V, se
ogni elemento di S € combinazione lineare degli elementi di I, allora
anche I ¢ un insieme di generatori di V. Infatti ogni vettore di V'
si scrive come combinazione lineare dei vettori di S che a loro volta
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sono combinazioni lineari dei vettori di I e quindi ogni vettore di V' e
combinazione lineare dei vettori di I. Osserviamo inoltre che i vettori
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) generano R3, infatti ogni elemento (c, 3,7) &
loro combinazione lineare:

(, 8,7) = a(1,0,0) + 5(0,1,0) + (0,0, 1).

Notiamo, dunque, che il vettore (1,0,0) appartiene all’insieme dato e
che si ha: (0,1,0) = %((1,2,0) —(1,0,0)); (0,0,1) = %(0,0,2). Con-
cludiamo, per quanto appena osservato, che l'insieme di vettori (iii)
genera R?. Esplicitamente per un vettore qualsiasi («, 3,7) di R? si ha
(v, B,7) = (1,0,0) +5(0,1,0) +7(0,0,1) = a(1,0,0) + B(5((1,2,0) —
(1,0,0))) +7(3(0,0,2)) = (a — 2)(1,0,0) + 5(1,2,0) + 2(0,0,2).

Esercizio 2.4.2 Determinare due insiemi distinti di generatori dello spazio

vettoriale R=%[z] dei polinomi a coefficienti reali nella variabile z di grado
<2.

Svolgimento. L’insieme {1,z, 2%} ¢ certamente un insieme di generatori di
R=2?[z]. Infatti ogni elemento di R=?[x] ¢ un polinomio della forma a+ bz +cz?
con a,b,c € R quindia+br+cr’=a-1+b-2+c-2°

E molto facile, a questo punto, costruire un altro insieme di generatori:
bastera aggiungere all’insieme gia individuato un qualsiasi altro polinomio di
R=2[x]. Cosi, ad esempio, I'insieme {1, z, 22, 42 + 6922} genera R=?[x]. Ma
pure {1, z, 4z + 6922} ¢ un insieme di generatori, mentre {z,z? 4z + 6922}
non lo & (verificarlo per esercizio).

Esercizio 2.4.3 Mostrare che I'insieme dei polinomi 3 + z, 22, 1 4+ 22 + 23
non & un insieme di generatori di R=3[z].

Svolgimento. Prendiamo un monomio di grado 0, ad esempio 1, e vediamo
se ¢ possibile scriverlo come combinazione lineare dei polinomi 3 + z, 22,
1+ 2? + 23, cerchiamo cioe «, 3, 7 tali che sia 1 = (3 + x) + Bz% + (1 +
2’ +13) = 3a+v+azx+ (B+7)x? +~23. Ricordiamo che due polinomi sono
uguali se i coefficienti dei termini dello stesso grado dei due polinomi sono
ordinatamente uguali. Dobbiamo pertanto risolvere il sistema

1 =3a+7y
0=«
0=0+7~

0=r.
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Si vede immediatamente che il sistema trovato non ha soluzioni, pertanto i
polinomi 3 + z, 2%, 1 4+ 22 4+ 2% non individuano un insieme di generatori di

R=3[z].

0 0

0 1 0 0 0 0 . .
(0 0), €a1 = (1 0)7 €og = (0 1> genera lo spazio vettoriale Mj(R).

Svolgimento. Sia A = (CCL

Esercizio 2.4.4 Verificare che l'insieme delle matrici e;; = L O), €19 =

Z) una qualunque matrice di Ms(R). Allora

A = aeyy + beys + cea + degy (notiamo inoltre che tale scrittura € unica).
Questo prova che {ejy, €12, €21, €22} € un insieme di generatori di My (R).
Osserviamo che i coefficienti della combinazione lineare trovata coincidono
con le entrate di A. Un altro insieme di generatori di My(R) & l'insieme

o . 1 0 0 1 0 0
costituito dalle matrici e;; = <O 0), €19 = <O 0), €9 = (1 0)’

T—@ (1))

Esercizio 2.4.5 L’insieme dei polinomi di grado 2 a coefficienti reali nella
variabile x & un sottospazio vettoriale di R[z|?

Svolgimento. Condizione necessaria affinché un sottoinsieme S di uno
spazio vettoriale V' sia un sottospazio di V' e che S contenga il vettore nullo
0y di V. II vettore nullo nello spazio vettoriale R[z] ¢ il polinomio iden-
ticamente nullo, cioe il polinomio di grado 0 con termine noto uguale a 0,
pertanto esso non e contenuto nell’insieme dei polinomi di grado 2. Conclu-
diamo che l'insieme dei polinomi di grado 2 non ¢ un sottospazio vettoriale

di R[z].

Esercizio 2.4.6 Stabilire quali tra i seguenti sottoinsiemi sono sottospazi
vettoriali di R3:

(i) A={(z,y,2) eR’ |z +y+2=1}
(ii) B={(r,y,2) eR® |z +y+ 2z =0};
(iii) C ={(z,y,2) eR® | 22 +y =0}.

Svolgimento.
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(i) Come nell’esercizio precedente, osserviamo immediatamente che l'in-
sieme A non contiene il vettore Ogs = (0,0,0) pertanto A non & un
sottospazio vettoriale di R3.

Gli insiemi B e C' contengono (0,0,0) ma questo non & sufficiente a
provare che essi siano sottospazi vettoriali di R®. Dobbiamo stabilire
se B e C sono chiusi rispetto alle operazioni di R?, cio¢ se presi due
vettori v, w in B (risp. C) la loro somma appartiene ancora a B (risp.
(') e se preso un qualunque vettore v in B (risp. C) e un qualunque
numero reale \ il prodotto \v appartiene a B (risp. C).

(ii) Siano v = (z,y,2) e w = (Z,7, Z) elementi di B, cioe: z +y+2z=0c¢
T+ 7+ 2 =0. Allora il vettore v+w = (x + Z,y + 7, 2 + Z) appartiene
a B dal momento che le sue componenti soddisfano I’equazione di B:
(e+2)+Ww+9++2)=@@+y+2)+@+7+2) =0+0=0.
Analogamente, per ogni A € R, A\v = (Az, Ay, Az) appartiene a B dal
momento che Az + Ay + Az = Az +y+ 2) = A0 = 0. Quindi B &
sottospazio vettoriale di R3.

(iii) Consideriamo ora l'insieme C" i vettoriv = (1, —1,0) e w = (=1, —1,0)
appartengono a C' ma la loro somma v +w = (0, —2,0) non appartiene
a C' (perché 0 — 2 # 0). Pertanto C non ¢ chiuso rispetto alla somma
e quindi non & un sottospazio vettoriale di R3.

Quest’ultimo esercizio ci fornisce un’indicazione che potra essere utile: se
un sottoinsieme di uno spazio vettoriale ¢ descritto da equazioni, tale sot-
toinsieme difficilmente sara un sottospazio vettoriale se le equazioni coinvolte
non sono lineari nelle incognite oppure se appare un termine noto. Per ora
prenderemo questa osservazione solo come un’indicazione di massima.

Esercizio 2.4.7 Verificare che i seguenti insiemi di matrici sono sottospazi
vettoriali di M3(R) e per ciascuno di essi esibire un insieme di generatori.

o O 2
S o -

|a,b,c€R};

A0 0
(i) B = { Ae 0 ) [ A, A0 € R};
0
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a b c
(iii)C':{ b d e |a,b,c,d,e,f€R}.
c e f

Svolgimento. Come nell’esercizio precedente, per verificare che A, B e C
sono sottospazi vettoriali di M3(R) basta utilizzare la proposizione [2.1.2]
Effettuiamo questa verifica soltanto per 'insieme A e lasciamo allo studente
la verifica per gli insiemi B e C.

(i) L'insieme A ¢ I'insieme delle matrici quadrate M = (m;;) di ordine 3
(1,7 € {1,2,3}) ad entrate reali, triangolari strettamente superiori, cioe
delle matrici quadrate di ordine 3 per cui m;; = 0se i > j (i.e. le matrici
i cui elementi diagonali sono nulli e i cui elementi al di sotto della diago-

0 a b
nale principale sono anch’essi nulli). Siano dunque M; =0 0 ¢
0 0 0
0 a
eMys=10 0 ~ | dueelementidi A, con a,b,c,a,3,v € R. Allora
0 0 O
0 a+a b+0
la matrice My + My = | 0 0 ¢+ | e evidentemente una ma-
0 0 0
trice triangolare strettamente superiore e quindi appartiene all’insieme
0 Xa N
A. Analogamente, per ogni A € R, A\M; = [ 0 0 Ac | appartiene
0 0 0

all’insieme A. Pertanto A & chiuso rispetto alla somma e al prodotto
per scalari ed quindi & un sottospazio vettoriale di M3(R). Per deter-
minare un insieme di generatori di A osserviamo che un suo generico

0 a b
elemento M = [ 0 O c¢ |, con a,b,c € R si puo sempre scrivere
0 0 O
come:
0 a b 0 1 0 0 0 1 0 0 O
M=10 0 ¢]=a|l0 0 0]+b{0 0 O]+c|(0 0 1
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
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010 0 0 1 0 0 0
e quindi I'insieme delle matrici | O 0 O |, {0 O O}, 0 O 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
genera il sottospazio A.
1 0 0 0 0 0
(ii) Procedendo nello stesso modo otteniamo che{ 00 O0],{0 1 0
0 0 0 0 0 O
0 0 0
0 0 O }éun insieme di generatori del sottospazio B.
0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10
(iii) Infine,le matrici O 0 O ],(0 1 0]),{0 O O]),[1 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0J,{0 O 1] generano C.
1 0 0 0 10

[oB

C ¢ detto l'insieme delle matrici simmetriche di ordine 3.

2.5 Esercizi proposti

Esercizio 2.5.1 Costruire un esempio di un sottoinsieme di Ms(R) costi-
tuito da infiniti elementi, che non sia un sottospazio vettoriale di Mj(R).

Esercizio 2.5.2 Si considerino i seguenti sottoinsiemi S e 7' di R*:
S ={(a,b,0,0) | a,b € R}, T ={(c,0,0,d) | ¢,d € R}.
1. Dimostrare che S e T sono sottospazi vettoriali di R*.

2. Determinare SNT e S+ T.

3. Mostrare che ogni vettore di S+1 si scrive in modi diversi come somma
di vettori di S e T

Esercizio 2.5.3 Determinare i1 valori di k € R tali che l'insieme

S ={(x,y,2,t) €R* | 2 + 2y — kz + 8t = k}
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sia un sottospazio vettoriale di R*. Per i valori di k trovati determinare un
insieme di generatori di Sy e, se possibile, esibire un vettore di R* che non
sia una combinazione lineare di questi.

Esercizio 2.5.4 Sia S l'insieme dei polinomi di grado 3 a coefficienti reali
nella variabile x.

1. S & un sottospazio vettoriale di R[x]?

2. Determinare il piu piccolo sottospazio vettoriale T di R[x] contenente

S.
Esercizio 2.5.5 Sia S = {(z,y) € R? | 22? — Ty + 3y* = 0}.
1. Mostrare che S non & un sottospazio vettoriale di R2.
2. Scrivere, se possibile, S come unione di sottospazi vettoriali di R2.

3. Determinare il pill piccolo sottospazio vettoriale di R? contenente S.
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Lezione 3

Basi e dimensione

3.1 Dipendenza e indipendenza lineare

In abbiamo visto che, dato un R-spazio vettoriale V' generato dai vet-
tori wy, ug, ..., us (quindi V' = (uy,usg,...,us)) si possono aggiungere al-
I'insieme {uy,us,...,us} altri vettori e ottenere ancora un insieme di ge-
neratori. Inoltre abbiamo visto che ogni vettore v € V si puo scrivere
come combinazione lineare di wuq, us, ..., ug tramite A\, Ao, ..., Ay € R:
v = A\up + Aoug + - -+ + Agus, ma che tali \; non sono in generale unici.
In questo paragrafo cercheremo di caratterizzare gli insiemi di vettori I per
i quali valga il fatto che se un vettore si scrive come combinazione lineare
dei vettori di I allora tale scrittura e unica. Se questi vettori sono anche
dei generatori dello spazio vettoriale V' potremo scrivere ogni vettore di V'
in maniera unica come loro combinazione lineare. Vedremo ora come per
testare 'unicita della scrittura basti testarla per il vettore nullo Oy .

Definizione 3.1.1 In un R-spazio vettoriale V' i vettori uy,us, ..., ux, k €
N, si dicono linearmente indipendenti se il solo modo di scrivere il vettore
nullo Oy come loro combinazione lineare é con tutti 1 coefficienti nulli, i.e.

OV:)\1U1+/\2U2+"'+/\]§U4€®)\1:AQZ...:)\kZO.

Se, al contrario, il vettore nullo st puo scrivere in modi diversi come combi-
nazione lineare dei vettori uy, us, . .., ux, allora diremo che i vettori uy, us, . . ., ug
sono linearmente dipendenti.

Esempi 3.1.2 1. In R3 i due vettori (1,0,1),(2,1,1) sono linearmente
indipendenti: infatti se dovessimo scrivere il vettore nullo di R?® come

27
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loro combinazione lineare avremmo (0,0,0) = A1 (1,0,1)+A2(2,1,1) da
cui otterremmo che (0,0,0) = (A + 29, Ao, A1 + Ag) cioe Ay = Ay = 0.

. Consideriamo ora in R? I'insieme I = {(1,1),(2,1), (1, —1)}. Tl vettore

nullo si scrive in modi diversi come combinazione lineare dei vettori di

I
3(1,1) —2(2,1) + (1,—-1) = 0(1,1) + 0(2,1) + 0(1,—1) = (0,0),

quindi i vettori di I sono linearmente dipendenti.

. In R™ consideriamo un insieme di vettori con la seguente proprieta:

ciascun vettore ha una componente diversa da zero, diciamo la i-esima,
e i rimanenti vettori hanno invece entrata i-esima nulla. Tali vettori
sono linearmente indipendenti. Ad esempio consideriamo in R* i vettori
(2,1,0,0),(0,4,0,1),(0,5,1,0) (la prima componente del primo vettore
e non nulla mentre la prima componente degli altri due vettori e nulla;
il secondo vettore ha la quarta entrata diversa da zero mentre gli altri
hanno quarta entrata nulla; infine il terzo vettore ha la terza entrata
non nulla e i primi due hanno la terza entrata uguale a 0). Allora una
loro combinazione lineare: «(2,1,0,0) + 3(0,4,0,1) 4+ ~(0,5,1,0) =
(2a, 0 + 405 + 57,7, 3) € uguale a zero se e solo se « = = v = 0.
Pertanto i vettori (2,1,0,0),(0,4,0,1),(0,5,1,0) sono linearmente in-
dipendenti. Questo esempio ci sara utile per trovare I'insieme completo
di soluzioni di un sistema lineare.

. Tra tutti gli insiemi di vettori possiamo scegliere anche I'insieme forma-

to da un solo vettore. La domanda e la seguente: quando un vettore v
di uno spazio vettoriale V' ¢ linearmente indipendente? Per definizione
dobbiamo vedere in che modo possiamo scrivere il vettore nullo come
sua combinazione lineare: Av = 0y. Ora, abbiamo gia visto che se
v # 0y allora Av = 0y se e solo se A = 0. Se, invece, v = 0y, allora
per ogni A € R, si ha A0y = 0y. Quindi un vettore ¢ linearmente in-
dipendente se e solo se v # 0y . Osserviamo inoltre che se un insieme di
vettori contiene il vettore nullo, allora ¢ un insieme linearmente dipen-
dente: considerato infatti I'insieme {0y, vo,vs, ... v,}, la combinazione
lineare (50)0y + Ovy + Ovz + - -+ + Ov, = Oy ma i suoi coefficienti non
sono tutti nulli.
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Osservazione 3.1.3 Due vettori sono linearmente dipendenti se e solo se
uno dei due e multiplo dell’altro. Infatti se vi,v9 € V spazio vettoriale,
allora vy e vy sono linearmente dipendenti se e solo se esistono A1, Ay € R non
entrambi nulli tali che A\jv; + Agvy = 0y. Supponiamo che sia A\; # 0, allora
v1 = —(A2/A1)vy quindi vy € multiplo di vs.

Osserviamo che sottoinsiemi di insiemi linearmente indipendenti sono
ancora linearmente indipendenti come segue facilmente dalla definizione.

La definizione risponde al quesito introdotto all’inizio della lezione,
infatti vale la seguente proposizione.

Proposizione 3.1.4 In un R-spazio vettoriale V' i vettori uy, us, ..., ug, k €
N, sono linearmente indipendenti se e solo se ogni loro combinazione lineare
81 scrive in modo unico:

)\1U1+)\2u?+---+)\kuk :A’1u1+)\’2u2++)\§€uk, )\Z,)\; eR
)

Dimostrazione. “=" Per ipotesi sappiamo che (A) i vettori sono linear-
mente indipendenti e vogliamo mostrare la tesi (B) che la scrittura di una
loro combinazione lineare ¢ unica. Vogliamo cioe vedere che (4) = (B). Per
farlo mostriamo “I'implicazione opposta”: —(B) = —(A), cioe che non-(B)
implica non-(A). Supponiamo che uno stesso vettore di V' si scriva in due
maniere diverse :

v = Aug + Ao + -+ Agug = Nug + Agug + -+ AN
con qualche A\; # A\, i =1,2,..., k. Allora possiamo scrivere
Oy =0 — v =XMNuy + Aaug + -+ + Agup — (Njug + Nyug + - -+ + Nug)
e per la proprieta distributiva del prodotto per scalari rispetto alla somma:

OV = A1u1+/\2uQ+---+)\kuk—)\’1u1—/\/2uQ+--~—)\§€uk
()\1 — Xl)ul + ()\2 — )\é)UQ +---+ ()\k — )\;)uk

Ora, almeno uno tra i coefficienti A\; — A, ¢ diverso da zero, quindi ab-
biamo scritto il vettore nullo come una combinazione lineare dei vettori
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{uy,ug, ..., ux} a coefficienti non tutti nulli. Pertanto {uq,us,...,ux} € un
insieme di vettori linearmente dipendenti.

[44 2 . RN . N . .

<" In questo caso la nostra ipotesi e che ogni vettore che ¢ combinazione
lineare dei vettori uy, ua, ..., u; lo sia in modo unico. Automaticamente il
vettore nullo ¢ loro combinazione lineare (lo ¢ di ogni insieme di vettori):
0y = Ouy + Oug + - - - + Ouy, e questa scrittura e unica per ipotesi. Quindi
abbiamo provato che i vettori uq,us, ..., u; sono linearmente indipendenti.

C. V. D.

3.2 Basi e dimensione

Siano V' uno spazio vettoriale e I = {uy,us,...,u,} un insieme di vettori.
Nelle sezioni precedenti abbiamo risolto i seguenti quesiti:

Quesito 1: quando e possibile scrivere ogni vettore di V' come combi-
nazione lineare dei vettori di I? Risposta: quando I ¢ insieme di generatori
di V.

Quesito 2: quando e possibile scrivere ogni combinazione lineare di vettori
di I in modo unico? Risposta: quando I ¢ insieme di vettori linearmente
indipendenti.

In questo paragrafo uniremo queste due nozioni: vogliamo che ogni vet-
tore di V' si scriva in modo unico come combinazione lineare degli elementi
di I. In questa frase il termine “ogni” indica che stiamo cercando un insieme
di generatori e il termine “unico” che stiamo cercando un insieme di vettori
lineramente indipendenti.

Definizione 3.2.1 In un R-spazio vettoriale V' un insieme (finito) ordina-
to di vettori {by,by, ... ,bs} si dice base (finita) di V' se é un insieme di
generatori linearmente indipendenti di V.

Si noti che se V' ha una base finita allora ¢ finitamente generato, ma non
tutti gli insiemi di generatori sono basi. Mostreremo come, dato un insieme
di generatori di uno spazio vettoriale, sia possibile trovarne un sottoinsieme
che risulti ancora un insieme di generatori. Cerchiamo di essere piu precisi:

Proposizione 3.2.2 Sia I = {uy,uy, ..., ux} un insieme di generatori di un
R-spazio vettoriale V. Se i vettori uy, us, ..., u, sono linearmente dipendenti
esiste un sottoinsieme proprio di I costituito da generatori di V.
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Dimostrazione. Sia
Atug + Agug + -+ + Agug = Oy

una relazione di dipendenza tra i vettori uq, us, . .., u, cioe una scrittura del
vettore nullo in cui non tutti i coefficienti sono nulli e supponiamo, per fissare
le idee, A; # 0. Allora sommando il vettore —\;u; ad ambedue i membri della
precedente relazione si ha:

Arur + Agug + -+ F Nicalio1 + A Agug = — A
e, poiché \; # 0, possiamo moltiplicare entrambi i membri per —% ottenendo

At A2 i1 Ait1 Ak
Ui:__ul__U2_"'__ui—1_Tui+1_"'__uk-
2

Ai Ai Ai

Sia dunque v un qualunque vettore di V. Allora possiamo scrivere v come
combinazione lineare dei vettori uq, uo, ..., ur, dal momento che questi gene-
rano V:

v = Gius + Paug + - - - + Bisaui—1 + By + Bipatizr - + Brug

e sostituendo ad wu; l'espressione precedente otteniamo:

v o= [rug + Boug + -+ Biitiog + Bipatigr -+ Brug +

+ B )\lu >\2u )\iflu /\i+1u )\ku
il — UL U o U Wit U
A i A Ai A
che € una combinazione lineare dei vettori wy, ..., u;_1,U;t1, ... ug, infatti:

vo= <51 - @%)M + (52 - @i\\—j)m +t (ﬁz’_l - ﬁi)\j\__il>ui—1 +

+ (ﬁiﬂ - ﬁi)\;\_tl)uwrl +oe <5k - @i—f)uk

e quindi uy, ..., U;_1,Uit1, ... U, sSONO un insieme di generatori di V. C.V.D.

Abbiamo dunque dimostrato che, dato un insieme di generatori, se questi
sono linearmente dipendenti possiamo eliminarne alcuni ed ottenere ancora
un insieme di generatori. Ma se l'insieme di generatori I fosse un insieme
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di vettori linearmente indipendenti? Quanto detto prima non sarebbe piu
vero. Infatti se in un R-spazio vettoriale V' i vettori vy, vs, ..., v sono li-
nearmente indipendenti esistono dei vettori di v che sono combinazione li-
neare di vy, vs,...,Vx_1, 0 ma non di vy, vy,...,v5_1. Ad esempio vy non e
combinazione lineare di vy, vg, . .., vk—1 (ma bensi di vy, v, ..., Vg_1, Vg, infatti
v = 0v14+0vg+- - - 4+0v_1+(1)vg). Se fosse: vy = v +agva+- - -+ ay_1Up_1
con «; € R, avremmo

OV = U1 + QU2 + + -+ + Qp_1Vg—1 + (—1)Uk

che e una scrittura del vettore nullo come combinazione lineare di vy, ..., vy
in cui almeno un coefficiente ¢ diverso da 0: quello di vx. Concludendo,
un insieme di generatori puo essere raffinato se tali vettori sono linearmente
dipendenti, ma se si giunge ad un insieme di generatori che ¢ costituito da
vettori linearmente indipendenti allora toglierne uno equivale a non riuscire
a scrivere piu tutti i vettori di V' come loro combinazione lineare! Ne de-
duciamo che la costruzione di una base di uno spazio vettoriale V' e legata
all’individuazione del minimo numero di generatori di V.

Abbiamo visto quando e possibile eliminare un vettore da un insieme di
generatori ottenendo ancora un insieme di generatori, ora vediamo quando ¢
possibile aggiungere un vettore ad un insieme di vettori linearmente indipen-
denti ottenendo ancora un insieme di vettori linearmente indipendenti.

Osservazione 3.2.3 In un R-spazio vettoriale V' sia dato un insieme di vet-
tori {uy, us, ..., ux} linearmente indipendenti. Allora i vettori uy, us, ..., uy,
u sono linearmente indipendenti se e solo se u non appartiene al sottospazio

(ug, ug, ..., ug).

Dimostrazione. “=" Supponiamo che uq,us,...,uy, u siano linearmente
indipendenti e che, per assurdo, u appartenga a (uj,us, ..., u), allora u =
Uy + g + - -+ + apu, con o; € R, Sommando —u al due membri del-
I'uguaglianza otteniamo Oy = ajuy + agug + - - - + agug + (—1)u e, poiché il
coefficiente di u e diverso da zero, i vettori uq, us, ..., ug, u sono linearmente
dipendenti, contro l'ipotesi.

“«<” Supponiamo ora che u non appartenga al sottospazio (uy, us, . . ., ug)
e supponiamo, per assurdo, che ui,us,...,us, u siano linearmente dipen-
denti, pur essendo uj,us,...,u; linearmente indipendenti. Una relazione
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di dipendenza per uq, uo, ..., uy, u sara data da

QU1 + Qolg + - - + apuy + au = Oy (3.1)
con qualcuno dei numeri reali aq, ao, ..., ap, a diverso da zero. Ora « non
puo essere uguale a 0, poiché allora avremmo una relazione di dipendenza
tra uq,us, ..., u, che sono linearmente indipendenti, quindi @ # 0 e au =
—QiUy — Qo — -+ - - — agug. Moltiplicando tale uguaglianza per 1/, si ottiene
u come combinazione lineare di uy, us, . .., ug, contro l'ipotesi. C.V.D.

Finora quello che abbiamo fatto ¢ stato da una parte, nel caso in cui aves-
simo un insieme di generatori, mostrare come togliere alcuni vettori e man-
tenere ancora un insieme di generatori, e dall’altra, nel caso in cui avessimo
un insieme di vettori linearmente indipendenti, mostrare come aggiungere
altri vettori e mantenere il fatto che fossero linearmente indipendenti. Ma
questi due procedimenti hanno un termine? Si: essi terminano nella indi-
viduazione di una base. Riassumiamo quanto detto nel seguente corollario:

Corollario 3.2.4 Dati uno spazio vettoriale V ed un insieme B di vettori
di 'V, 1 fatti sequenti sono equivalenti:

1. B ¢ una base di V;
2. B € un insieme massimale di vettori linearmente indipendenti;
3. B é un insieme minimale di generatori di V ;

(qui massimale e minimale si intendono rispetto all’ordine dato dalle inclu-
sioni come sottoinsiemi di V).

Siamo al risultato culmine della teoria: mostreremo che ogni spazio vettoriale
finitamente generato V' possiede sempre una base e mostreremo che ogni base
di V ha lo stesso numero di elementi, che chiameremo dimensione dello spazio
vettoriale V.

Teorema 3.2.5 In un R-spazio vettoriale V' sia I = {uy,us,...,ux} un in-
sieme di vettori linearmente indipendenti e sia G = {wy, wq, ..., w,} un in-
sieme di generatori, con p,k € N. Allora k < p, cioé la cardinalita di un
insteme di generatori e sempre maggiore della cardinalita di un insieme di
vettori linearmente indipendenti o uguale ad essa.
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Dimostrazione. L’idea alla base della dimostrazione e quella di sostituire
opportuni elementi di G' con elementi di I, ottenendo sempre insiemi di gene-
ratori. Alla fine avremo inserito tutti gli elementi di [ al posto di (altrettanti)
elementi di G, da cui otterremo la conclusione che & (il numero di elementi
di ) doveva essere minore o uguale a p (numero di elementi di G). Vediamo
i dettagli. Dal momento che i vettori wy,ws,...,w, generano V', possiamo
esprimere il vettore u; come loro combinazione lineare: u; = ajw; + aswy +
-+ -Fapw, e, dal momento che u; € non nullo (altrimenti i vettori uy, ug, . . ., ug
sarebbero dipendenti), uno tra gli ; ¢ diverso da zero. Supponiamo, per
fissare le idee, a; # 0. Abbiamo allora:

1 1 1 (3.2)
Wy = —U] — —QaWy — +++ — —Q,W,. )
1 o 1 o 2W2 o pWp
Ne consegue che u;, ws, . . ., w, sono un insieme di generatori di V. Infatti per
ogni vettore v € V vale v = fyw; + fowz+- - - + Bpw, con F; € R cioe, usando
la relazione 1) v = 51(0%11“ — a%ogwg — = ailozpwp) + Bowg +- - -+ Bpw, =
510%7!1 + (=g + Bo)wa + -+ + (_ﬁla%ap + Bp)wp.
Ora scriviamo uy come combinazione lineare di uy, ws, ..., wp:
U = YU + YoWa + -+ - + YWy (3.3)

con v; € R. Poiché us non e il vettore nullo, uno tra i ~; e diverso da 0.
Ma non puo essere solamente v; # 0: se lo fosse avremmo us = vu; ma
uy ed up sono linearmente indipendenti! Dunque almeno uno tra i +; con
1 > 2 deve essere diverso da zero. Supponiamo, per comodita, che v, # 0.
Procediamo allora come prima: sottraiamo us + yowo ad entrambi i membri
della uguaglianza e moltiplichiamo per —%:

1 1 1 1
Wy = —Uy — —NUL — —Y3W3 — *** — —YpWp. (3.4)
Y2 Y2 2 Y2
Procedendo come prima deduciamo che anche wu;, ug, ws, ..., w, sono dei ge-

neratori di V. Ripetendo il ragionamento con ug scriviamo uz = dyuq +dous +
dzws + - - - + 0wy, con §; € R. Se solo d; e J; fossero diversi da zero avremmo
us = 01Uy + daus cioe una relazione di dipendenza lineare tra uq, us ed us,
contro l'ipotesi. Si puo quindi supporre d3 # 0. Continuando nello stesso
modo, se fosse k > p, otterremmo che g, us, ..., u, sono un insieme di gene-
ratori, ma allora potremmo esprimere wu,;; come loro combinazione lineare:
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Upy1 = €1U + €Uz + - -+ + €u, con ¢ € R, cioe avremmo una relazione di
dipendenza data da

€1Uq + €2U9 R epup + (—1)Up+1 + Oup+2 + -+ Ouk = 0\/
contro le ipotesi, essendo uq, us, . .., u; linearmente indipendenti. C.V.D.

La principale conseguenza del precedente teorema ¢ il seguente corollario:

Corollario 3.2.6 Ogni base di uno spazio vettoriale ha la medesima cardi-
nalita, cioe lo stesso numero di elements.

Dimostrazione. 1 vettori di una base sono nello stesso tempo linear-
mente indipendenti e generatori, pertanto se By = {ci,¢2,...,¢} e By =
{b1,ba,...,by} sono due basi di uno spazio vettoriale V', con I,m € N,
allora [ < m se si pensano ci,¢y...,¢ come vettori linearmente indipen-
denti e by, bs,...,b, come generatori e m < [ se si pensano by,by,...,b,
come linearmente indipendenti e ¢y, cs . .., ¢ come generatori. Quindi [ = m.

C.V.D.

Questo corollario ci permette di introdurre la seguente definizione:

Definizione 3.2.7 Si dice dimensione di uno spazio vettoriale la car-
dinalita (i.e. il numero di elementi) di una sua qualunque base. Conven-
zionalmente poniamo la dimensione dello spazio vettoriale banale uguale a

0.

Teorema 3.2.8 Ogni spazio vettoriale finitamente generato ammette (al-
meno) una base. Piu precisamente:

1. ogni insteme di generatori contiene almeno una base dello spazio;

2. ogni insieme di vettori linearmente indipendenti si puo completare ad
una base.

Dimostrazione. Per quanto visto, dato un insieme di generatori di uno
spazio vettoriale, si puo estrarre da questo insieme una base: se i vettori
di partenza sono linearmente indipendenti allora sono loro stessi una base;
se invece sono linearmente dipendenti per posso toglierne qualcuno e
mantenere il fatto che siano dei generatori. Continuando finché non ¢ piu
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possibile eliminare vettori si ottiene un insieme di generatori linearmente
indipendenti, quindi una base.

Analogamente in uno spazio vettoriale V' ogni insieme di vettori linear-
mente indipendenti uq, ..., us si puo considerare parte di una base: infatti si
hanno due possibilita: o (us,...,us) =V e allora uy, ..., us sono pure gene-
ratori e quindi una base di V', oppure (uq, ..., us) & contenuto propriamente
in V, e dunque esiste u € V, u & (u1,. .., us) e per3.2.3uy, ..., us, usono lin-
earmente indipendenti. Cosi (ug,...,us) C (uq,...,us, u). Continuando in
questo modo si ottiene una base di V' nel momento in cui si ha un numero di
vettori linearmente indipendenti uguale alla dimensione di V. Diremo allora
che ogni insieme di vettori linearmente indipendenti di V' si puo completare
in una base di V.

Esempi 3.2.9 1. Consideriamo in R? i vettori e; = (1,0) ed e; = (0,1).
Essi generano ovviamente R?, infatti per ogni vettore v = (a,b) di R?
si ha: v = (a,b) = a(1,0) + b(0,1). Inoltre e; ed ey sono linearmente
indipendenti, infatti

a61+ﬁ62:(a76):(070) g (I:O:ﬁ

Dunque B = {ey, e} & una base di R? e R? ha pertanto dimensione due.
La base B si dice base canonica di R?. Si noti che le coordinate di un
vettore nella base canonica coincidono con le componenti del vettore.

Analogamente, per ogni n € N definiamo i seguenti vettori di R™:
er = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ...,e, = (0,0,...,0,1). Allo-

ra {ej,es,...,e,} € una base di R", detta base canonica. La dimen-
sione di R™ & dunque n. Dato il vettore (x1,zs,...,x,) di R" vale:
(T1, T, ..., x,) = T161 + -+ + Tpep.

2. Se un sottospazio L di uno spazio vettoriale V' di dimensione n ha di-
mensione n allora coincide con lo spazio ambiente V. Infatti se L ha
dimensione n allora esso contiene n vettori linearmente indipendenti:
tali vettori, dal momento che le operazioni in L sono quelle di V', risul-
tano linearmente indipendenti anche in V' e sono quindi una base di V'
stesso. Dunque lo spazio da essi generato ¢ L = V.

Osservazione 3.2.10 Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato. V'
ammette quindi una base e supponiamo che V' abbia dimensione n > 1.
Sia T" < V un sottospazio non banale di V. Allora anche T & finitamente
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generato ed ha dimensione n; < n. Mostriamo come costruire una base di 7'.
Sia v; € T' un vettore non nullo. Vi sono due possibilita: o (v;) =T e allora
v1 € un insieme di generatori di 7' linearmente indipendente, cioe una base,
oppure (vy) € contenuto propriamente in 7. Allora esiste in 7" un vettore
vo che non e combinazione lineare di v; e quindi vy, vs sono linearmente
indipendenti in 7', ma anche in V', poiché le operazioni in 7" sono indotte dalle
operazioni di V. Allora abbiamo ancora due possibilita: (vy,v9) = T, e allora
{v1,v2} € un insieme di generatori linearmente indipendenti di 7' e quindi
una sua base, oppure (1,v9 C T e possiamo continuare il ragionamento. Il
procedimento deve avere una fine poiché i vettori linearmente indipendenti
in 7" sono linearmente indipendenti anche in V', e quindi sono al piu n.

Definizione 3.2.11 Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione n, e
sia u = {uy,...,u,} una base di V. Allora per ogni vettore v € V' sono
univocamente determinati gli scalari \; € R tali che v = """, \ju;; la n-upla
(A, ..., An) si dice n-upla delle coordinate di v rispetto alla base u.

Per indicare che (Ay,...,\,) € la n-upla di coordinate del vettore v
rispetto alla base u, scriveremo v = (Ay,..., A,)u. Possiamo allora definire
I’applicazione

f:V—R"

che associa ad ogni vettore v € V' la n-upla delle sue coordinate nella base
u:

f) = (A, A, .., \n).

L’applicazione f e ben definita perché u e¢ una base; ¢ iniettiva, infatti se
due vettori hanno le stesse coordinate in una base fissata vuol dire che es-
si coincidono. Inoltre f & suriettiva, infatti, preso un qualsiasi elemento
(01,...,0,) € R" e posto w = oyuy + ous + - - - + opUy,, w € un elemento di
Ve f(w)=(o1,...,0,). L'applicazione f & dunque biunivoca.

Esempio 3.2.12 Consideriamo l'insieme L = {(z,y,2) € R® | 20 —y +
z = 0}. Si verifichi per esercizio che L ¢ un sottospazio vettoriale di R3.
Vogliamo determinare una base di L. Essendo un sottospazio di uno spazio
di dimensione 3, L potra avere dimensione: 0,1,2,3. Esso non ha dimensione
3 perché allora coinciderebbe con R?® ma, ad esempio, il vettore (1,1,1) €
R3 non appartiene a L dal momento che le sue coordinate non soddisfano
I’equazione di L. Del resto L non e banale poiché contiene almeno il vettore
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(1,2,0) # (0,0,0). Dunque L avra dimensione 1 o 2. Abbiamo gia notato
che (1,2,0) ¢ un vettore di L. Osserviamo che (0,1,1) ¢ un altro vettore

che appartiene a L. Dal momento che (1,2,0) e (0,1,1) sono linearmente
indipendenti, dim L = 2 e {(1,2,0),(0,1,1)} & una base di L.

Osserviamo che, sebbene abbiamo costruito una funzione biiettiva tra ogni
spazio vettoriale di dimensione n e R", abbiamo definito una base “canonica”
solo per R™.

Esempio 3.2.13 Determiniamo una base dello spazio vettoriale Mo 3(R)
delle matrici 2 x 3 ad entrate reali. Consideriamo allora le seguenti matrici:

(Yoo (0 10y (001
oo_(0o00y (00 0y (000
X271 00/ \o10)"™ \o o0 1)

Si verifica facilmente che eq1, €12, €13, €21, €22, €23 sono linearmente indipen-
denti: ognuna ha una entrata diversa da zero in una posizione in cui tutte
le altre matrici hanno una entrata nulla. Inoltre ogni matrice di My3(R) &
della forma

A— 11 Q2 Az \ _
= = ai1€11 + 12612 + A13€13 + 21621 + Ao2€22 + Ao3€03
Q21 Qg2 Q23

quindi ey, €12, €13, €21, €22, €23 generano Mo 3(R). La dimensione di My 3(R)
e pertanto 6. Analogamente si puo dimostrare, in generale, che la dimensione
di M, (R) & nm e che una base di M,, ,,(R) ¢ data dall'insieme delle matrici
{e;j,i=1,...,n,7 =1,...,m} dove ¢; ¢ la matrice avente tutte le entrate
nulle tranne quella di posto 7, j che e uguale a 1.

3.3 Esercizi svolti

Esercizio 3.3.1 Si verifichi che {(1,2,3), (0,1,0), (0,0,1)} ¢ una base di
R3.

Svolgimento. Dobbiamo verificare che

1) i vettori dati sono linearmente indipendenti;
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2) i vettori dati generano R3.

Per provare la lineare indipendenza dobbiamo verificare che, presa una com-
binazione lineare dei vettori (1,2, 3), (0,1,0), (0,0, 1), questa & uguale al vet-
tore nullo se e solo se tutti i coefficienti sono nulli. Sia, dunque, a(1,2,3) +
£(0,1,0) ++(0,0,1) = (a,2a + 3,3 +v) = (0,0, 0), cioe

a=20
{2a+ﬁ=().
da+v=0

Risolvendo il sistema otteniamo: o = 3 = 7 = 0. Dunque i vettori {(1, 2, 3),
(0,1,0), (0,0,1)} sono linearmente indipendenti. Mostriamo ora che essi
generano R3. Sia (a, b, ¢) un qualunque vettore di R? e cerchiamo «, 3,7 € R
tali che (a,b,¢) = «(1,2,3) + 3(0,1,0) + (0,0, )= (a,2c + 3,3 + 7).
Otteniamo: o =a, f =b— 2a v = ¢ — 3a.

. . . C .. 3 0
Esercizio 3.3.2 In M5(R) si considerino le matrici A = (2 _1> e B=

4 3
completare I'insieme {A, B} in una base di M (R).

( o1 ) . Stabilire se A e B sono linearmente indipendenti. Eventualmente

Svolgimento. Le matrici A e B sono linearmente indipendenti perché non
sono una multipla dell’altra. Completare I'insieme {A, B} in una base di
M (R) significa individuare due elementi C'; D € My(R) tali che {A, B, C, D}
sia una base di My(R). Procedendo come indicato in si verifichi che

. . 1 0 0 1
possmmosceghereC’—(o 0>eD—(0 O)'

Esercizio 3.3.3 Dato l'insieme {(0,1,1), (1,0,—1),(2,3,4),(2,1,0)} di vet-
tori di R3, stabilire quale delle seguenti affermazioni & vera:

(i) Ogni insieme che contiene quello dato genera R3.

(ii) Esiste un insieme che contiene quello dato ed & costituito da vettori
linearmente indipendenti.

(iii) L’insieme dato & una base di R3.

Estrarre, se possibile, una base di R? dall’insieme dato.
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Svolgimento. Ricordiamo innanzitutto che la dimensione di R® & 3 quin-
di 3 ¢ la cardinalitd di ogni base di R e quindi il massimo numero di
vettori linearmenti indipendenti di R3. Per questo possiamo immediata-
mente asserire che le affermazioni (ii) e (iii) sono false. Per convincerci ora
della veridicita della affermazione (i) basta verificare che i vettori (0,1, 1),
(1,0,-1),(2,3,4),(2,1,0) generano R3. Per questo basta procedere come
nell’esercizio Infine si pud mostrare che l'insieme {(0,1,1), (1,0, —1),
(2,1,0)} & una base di R?.

Esercizio 3.3.4 Sia W = {(2s+t,s —t,s+t,s+2t) | s,t € R}
(i) Verificare che W & un sottospazio vettoriale di R*;
(ii) determinare una base B di W;

(iif) completare B ad una base B di R*.

Svolgimento.

(i) Siano v = (2s+t,s—t,s+t,s+2t) ew = (2r+p,r—p,r+p,r+2p), con
s,t,r,p € R, due elementi di W. Allora v + w e ancora un elemento di
W, infatti v+w = (2s+t+2r+p, s—t+r—p, s+t+r+p, s+2t+r+2p) =
2(s+7)+t+p,(s+7) = (t+D),(s+7)+ (t+Dp),(s+7)+2(t+p)).
Analogamente per ogni A € R e per ogni v € W, \v € W. Pertanto W
¢ un sottospazio vettoriale di R*.

(ii) Individuiamo innanzitutto un insieme di generatori di W. Per questo
osserviamo che ogni vettore di W ¢ della forma (2s +t¢,s —t,s+1t,s+
2t) = s(2,1,1,1) + t(1,—1,1,2) il che ci consente di affermare che i
vettori (2,1,1,1) e (1,—1,1,2) generano W. D’altra parte i vettori
(2,1,1,1), (1,—1,1,2) sono linearmente indipendenti (non sono uno

multiplo dell’altro!) e quindi individuano una base di W.

(iii) Indicata con B ={(2,1,1,1),(1,—1,1,2)} la base di W individuata in
(ii), per ottenere una base B di R* possiamo aggiungere alla base B i
vettori (0,0,1,0) e (0,0,0,1). Si verifica infatti facilmente che i vettori
(2,1,1,1),(1,-1,1,2), (0,0,1,0) e (0,0,0, 1) sono linearmente indipen-
denti. Dal momento che dim(R?) = 4 questo basta per concludere che
essi individuano una base di R*.
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Esercizio 3.3.5 Sia R=3[x] lo spazio vettoriale reale dei polinomi a coeffi-
cienti reali nella variabile x di grado minore o uguale a 3.

(i)

(i)

(i)

(iv)

Provare che l'insieme dei monomi {1,x,z? 23} ¢ una base di R=*[z].
Dedurre che la dimensione di RS3[x] & 4.

I vettori 22241, 22+ 1, 23 sono linearmente indipendenti? Completare,
se possibile, 'insieme {222 + 1,2z + 1,23} in una base di R=3[x].

Esistono basi di R=3[z| costituite da polinomi di grado 3? In caso
affermativo esibire un esempio.

Esistono basi di R=?[z] costituite da polinomi di grado minore o uguale
a 27 In caso affermativo esibire un esempio.

Svolgimento.

(i)

(i)

Un generico elemento di R=?[z] ¢ un polinomio p(x) della forma p(x) =
a0+a1x+a2x2+a3:p3 = a0-1+a1-x+a2-x2+a3-x3. Dunque
B = {1,z,2% z*} ¢ un insieme di generatori di R=3[z]. Del resto una
combinazione lineare ag + a1 + asx? + asz® di 1, z, 2%, 2% & uguale al
polinomio nullo se e solo se tutti i coefficienti ag, a1, as, az sono nulli.
Questo dimostra che i vettori 1, z, 22, 2> sono linearmente indipendenti
e quindi individuano una base di R=3[z]. La dimensione di R=3[z] ¢

pertanto uguale a 4.

Sia ora a(22?4+1)+3(2x+1)+7vz® = 0, cioe a+F+28z+2ax* +yz* = 0.
Allora, necessariamente, a = (8 = ~ = 0, pertanto i vettori 222 + 1,
2@ + 1, 2 sono linearmente indipendenti. Per completare 'insieme
S = {222+ 1,22+ 1,23} ad una base di R=3[z] basta allora aggiungere
all'insieme S un polinomio di R=3[z] che non sia una combinazione
lineare di 22 + 1, 2x + 1, 2%, ad esempio il polinomio 1 (verificare!).
Cosi l'insieme {1,2z% + 1,2z + 1,23} & una base di R3[z].

Linsieme X = {22, 23 + 2%, 2% + x,2% + 1} & un esempio di una base
di R=%[z] costituita da polinomi di grado 3. Per rendersi conto che si
tratta di una base basta osservare che gli elementi della base B di (i) si
ottengono facilmente come combinazione lineare degli elementi di X.
Dunque l'insieme X genera R=3[z]. Dal momento che X ha 4 elementi
e che dim(R=3[z]) = 4, X & una base di R=3[x].
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(iv) Non esiste una base di R=3[x] costituita da polinomi di grado minore o
uguale a 2. Infatti combinando linearmente polinomi di grado minore
o uguale a 2 non e possibile ottenere polinomi di grado 3.

Esercizio 3.3.6 Calcolare la dimensione del sottospazio di R* generato dai
vettori v; = (2, 1,0,3), ve = (=5,3,4,0), v3 = (—1,-1,0,2), vy = (3,2,0,1).

Svolgimento. 1 vettori v; e vy sono certo linearmente indipendenti dal
momento che non sono uno multiplo dell’altro. Il vettore v3 € combinazione
lineare dei vettori v; e vy?7 Esistono, cioe, a e § € R tali che (—1,—1,0,2) =
a(2,1,0,3) + B(—5,3,4,0)? Si tratta di stabilire se esistono a e 5 € R tali

che
—1=2a—-50

—l=a+30

0=4p '

2 =3«
Il sistema individuato non ha soluzioni (o = %, B =0, a=-—1!), quindi i
vettori vy, v9, v3 sono linearmente indipendenti. Resta, infine, da stabilire se
vy € combinazione lineare dei vettori vy, v9,v3. Si vede facilmente che vy, =
v — v3. Dunque (vy, v, v3,v4) = (v1, V2, v3), pertanto dim(vy, ve, v3,v4) = 3.

Esercizio 3.3.7 Sia W il sottospazio vettoriale di R® definito da W =
{(z1, 29, 23,24, 25) | 1 — 29 — 225 = 0, 23+ x4 + x5 = 0}. Si determini
una base B di W e si calcolino le coordinate del vettore v = (—4,0,1,1, —-2)
rispetto alla base B.

Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che il nostro spazio W non e tutto
lo spazio vettoriale ambiente poiché, ad esempio, il vettore (0,0,0,0,1) non
soddisfa le due equazioni. Non e neanche lo spazio nullo, poiché il vettore
(1,1,0,0,0) appartiene a W. Studiamo le due equazioni che lo caratterizzano:
dalla prima otteniamo che xy = x9+2x5, dalla seconda x3 = —x4— x5, si vede
quindi che scegliendo in modo indipendente x5, x4, x5, possiamo calcolare
di conseguenza x; e w3 per ottenere una 5-upla in W. Se scegliamo xy =
1,24 = 0,25 = 0 otteniamo il vettore v; = (1,1,0,0,0); se scegliamo zy =
0,4 = 1,z5 = 0 otteniamo il vettore v = (0,0,—1,1,0); se scegliamo
xe = 0,24 = 0,25 = 1 otteniamo il vettore v3 = (2,0,—1,0,1). I vettori vy,
V9, v3 sono tre vettori di W e sono linearmente indipendenti:

avy + fvg +yv3 =0ps & (a+ 27,0, =3 —7,6,7) = Ogs
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S a=pF=v=0.

Quindi W puo avere dimensione 3 o 4. Per determinare una base di W
osserviamo che gli elementi di W sono tutti e soli i vettori di R® della forma
(x9 + 2x5, 29, —4y — x5, 24, x5). Clascuno di questi vettori ¢ esprimibile nel
modo seguente:

(g + 225, T2, —T4 — T5, T4, T5) = 02(1,1,0,0,0)+

+a5(2,0,—1,0,1) + 24(0,0, —1,1,0).

Pertanto i vettori v; = (1,1,0,0,0), v, = (0,0,—1,1,0), v3 = (2,0,—1,0,1)
generano W. Abbiamo cosi individuato una base di W: B = {vy,v9,v3}. In
particolare W ha dimensione 3.

Per calcolare le coordinate del vettore v = (—4,0,1, 1, —2) rispetto alla
base B dobbiamo determinare «, 3, v € R tali che v = avy + fvs + yv3, cioe
(—=4,0,1,1,-2) = (o + 27, , =3 — 7, 5,7). Otteniamo:

g=1 ~v=-2, a=0.

Pertanto v = (0, —2, 1)5.

3.4 Esercizi proposti

Esercizio 3.4.1 Costruire una base B di R? diversa dalla base canonica e
scrivere le coordinate dei vettori della base canonica rispetto alla base B.

Esercizio 3.4.2 Determinare una base B = {vy, v2,v3} di R? soddisfacente
le seguenti condizioni:

1. le coordinate del vettore (1,1, 1) rispetto alla base B sono (1,0, 0);

2. 1 vettori vy, vy generano il sottospazio S di R*: S = {(x,y,2) € R® | z—
y =0}

3. le coordinate del vettore (1,0, 1) rispetto alla base B sono (1,0, 1).

La base B richiesta ¢ unica?

Esercizio 3.4.3 Si considerino i vettori di R*: v; = (1,2,0), v, = (1,1,1),
V3 = (O, —].7 1), Vg4 = (2,37 ].)
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Stabilire se i vettori vq, v9, v3, v4 sono linearmente indipendenti.

. Stabilire se i vettori vy, v, v, v4 generano R3.

Determinare una base del sottospazio di R? generato dai vettori v;, v,
Vs, V4.

Completare la base trovata in 3. in una base di R3.

Esercizio 3.4.4 Sia

S:{A:<§ b C>EM2,3(R)\a+b+d:0, d+f+c:0}.

1.
2.

3.

[ g

Mostrare che S ¢ un sottospazio vettoriale di My 3(R).
Determinare una base di S.

Determinare un sottospazio 1" di Mj3(R) tale che S + T = My 3(R).

Esercizio 3.4.5 Nell'insieme V' = Rz, y] dei polinomi a coefficienti reali
nelle variabili x e y, con le usuali operazioni di somma di polinomi e di
prodotto di un polinomio per un numero reale, si consideri il sottoinsieme S
dei polinomi di grado minore o uguale a 2.

1.

Dopo aver verificato che V' & un R-spazio vettoriale e che S e un suo
sottospazio, calcolare la dimensione di S ed esibire una sua base B.

Calcolare le coordinate del polinomio = + y — 22 nella base B.

Mostrare che i polinomi x —y, 1 + 2 — y, 1 — xy sono linearmente
indipendenti.

Completare 'insieme {z —y,1 +x —y,1 — zy} in una base di V.



Lezione 4

Somma diretta e dimensione di
sottospazi

4.1 Somma diretta

Lo scopo di questo paragrafo ¢ il seguente: dati uno spazio vettoriale V' ed
un suo sottospazio T1: 77 <V, determinare un sottospazio T, di V' tale che
ogni vettore di V si scriva in modo unico come somma di un vettore di 7} e
di un vettore di 75. Si vuole cioe ottenere una decomposizione di V.

Definizione 4.1.1 Dati due sottospazi vettoriali T e T di uno spazio vet-
toriale V', la somma di Ty e Ty si dice diretta se Ty N Ty = {0y }. Detto W
lo spazio somma di Ty e Ty, scriveremo W =T, @& Ts.

La definizione di somma diretta e la definizione che stavamo cercando, infatti
vale la seguente proposizione.

Proposizione 4.1.2 Sia W =T, & T,. Allora ogni vettore v € W si scrive
m modo unico come somma di un elemento di T} e di un elemento di Ts:
v=1 4ty conty €T ety €T5.

Dimostrazione. Essendo W = T| + T5, allora se v € W, v = t; 4+ t5 con
ty € T e ty € Ty. Tale scrittura ¢ unica: se non lo fosse avremmo infatti
v =1t +tyg =t +th,cont) € Ty, th € Ty e con ty # t) e/o ty # t
(una delle due disuguaglianze deve essere vera). Ora, sommando —t| — 5 ad
entrambi i membri della precedente uguaglianza, si ottiene: t; —t) =t} — 5
ma questa ¢ una uguaglianza tra un elemento di 77 ed un elemento di 75,

45
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quindi t; — ¢} = t}, —t5 ¢ un elemento di 77 NT,. Ma l'intersezione di T} e T
e il solo vettore nullo, dal momento che la somma di T3 e T5 e diretta, quindi
t1 —t) = 0y = t, —ty, da cui t; = t| e t}, = t5. Dunque l'espressione di v
come somma di un elemento di 7} e di un elemento di 75 € unica. CVD

Se lo spazio vettoriale W possiede due sottospazi T} e Ts tali che T1+T5 =
W ma T1 N Ty # {0y}, allora uno stesso vettore di W si puo scrivere in due
modi diversi come somma di un elemento di 7} ed uno di Ty (si veda, a
questo proposito, ’esempio . Naturalmente il sottospazio W puo anche
coincidere con lo spazio ambiente.

Esempio 4.1.3 In R3 siano dati i due sottospazi Ty = ((0,1,—1),(1,1,0)) e
Ty = ((1,2,—1),(0,0,1)). Usando la definizione di spazio vettoriale gene-
rato da un insieme di vettori possiamo descrivere esplicitamente gli ele-
menti di ciascun sottospazio: ogni elemento di 73 ¢ del tipo A;(0,1,—1) +
A2(1,1,0) al variare di Aj, Ay € R, mentre ogni elemento di 75, ¢ della forma
(1,2, —1) + 12(0,0,1) al variare di 7y,1m72 € R. Per determinare un ele-
mento nella intersezione di 77 e T, si dovranno determinare Aj, Ao, 71,72 €
R tali che n(1,2,—1) + 172(0,0,1) = A;(0,1,—1) + X2(1,1,0), vale a dire
(1,201, =1 + 1m2) = (A2, A1 + Ao, —A1). Due vettori di R? sono uguali se e
solo se le loro componenti sono ordinatamente uguali, in questo caso:

m = A2
27]1 = )\1 + )\2
—M + 12 = —Aq.

Risolvendo otteniamo: 17, = Ay = Ay e n; = 0. (Abbiamo trovato tutte le
possibili soluzioni del sistema? Perché? Daremo in seguito una risposta pre-
cisa a questa domanda). Abbiamo trovato che Ty N1y = {n:(1,2,—1) | m €
R} = (((1,2,—1)). In particolare si ha allora che 1(0,1,—1) + 1(1,1,0) =
(1,2,-1) €Ty e 1(1,2,—1) + 0(0,0,1) = (1,2, —1) € Ts.

Osserviamo che il vettore (1,3, —1) si puo scrivere in due modi diversi
come somma di un elemento di 77 e di un elemento di 7y: (1,3,—1) =
(1,3,-2)4(0,0,1) = (0,1, —1) + (1,2,0). La somma di 77 e T, infatti, non
e diretta.

Osservazione 4.1.4 Supponiamo che V' sia uno spazio vettoriale finita-
mente generato e che 77 e Th siano sottospazi di V' tali che V = T| & T5.
Allora anche T} e T, sono finitamente generati. Siano dunque uq,...,u; €
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U1, ..., 0, rispettivamente una base di 77 ed una base di 75. L’unione delle
due basi uq, ..., ux, v1,...,v, ¢ una base per lo spazio somma V.

Dimostriamolo. Ogni vettore v € V si scrive come somma di un elemento
di T} e di un elemento di T5: v = t; + t9, con t; € T} e ty € T,. D’altra
parte t; = frug + -+ + Brug € ta = yv1 + - + v, con ;e [B; numeri
reali (univocamente determinati). Ne deduciamo che: v = (Bjuq + -+ +
ﬁkuk) + (’}/17}1 + - F ’YpUp> = 511/4 + -+ ﬁkuk + Y11 + -+ TpUp € quindi
Ui, ..., U, V1,...,U, sono un insieme di generatori di V. Resta da vedere
che sono linearmente indipendenti: se vi fosse una relazione di dipendenza
tra essi si avrebbe Biuy + -+ + Brur + v1 + -+ + v, = Oy per deter-
minati numeri reali v; e 3; non tutti nulli. Se tutti i 7; fossero eguali a 0
avremmo qualche 3; diverso da zero e quindi una relazione di dipendenza che
coinvolge solo uyq, ..., u, che sono linearmente indipendenti il che ¢ assurdo.
Analogamente otterremmo una contraddizione se tutti i (3; fossero uguali a 0.
Dobbiamo quindi concludere che qualche (3; e contemporaneamente qualche
7; sia diverso da zero, allora, posto

w = Frug + -+ Bpup = —71v1 — = YpUp,
si avrebbe w € Ty N1y = Oy, quindi fyug; + -+ + FBrup = Oy = —yv; —
-+ —YpUp. Essendo uy, . .., u; linearmente indipendenti, cosl come vy, ..., v,
si ottiene 3y = ... = B, =71 = ... = 7, = 0. E stato assurdo pensare che

qualche coefficiente fosse diverso da 0.

Esempio 4.1.5 Dall’osservazione possiamo dedurre un modo per co-
struire delle decomposizioni in somma diretta di spazi vettoriali. In un
R-spazio vettoriale V' di dimensione maggiore di uno prendiamo p vettori
linearmente indipendenti w;,...u,, p € N, p > 1, e consideriamo il sot-
tospazio da essi generato: L = (uy,...,u,). Dividiamo l'insieme di vettori
{u1,...,u,} in due sottoinsiemi disgiunti che per comodita denoteremo con
{ug,...,up} U{upsr, ... upt = {wr,...,u,}, h € N, h < p. Allora si ha
L = (uy,...up) @& (Ups1,--.,up). Che L sia somma dei due sottospazi indi-
cati deriva dal fatto che ogni suo vettore si scrive come Ajuq + - - - + Apup +
A1 Ung1 + o Aty = (Aug 4 - 4+ Apun) + (Anpatngr + - -+ + Apu,), con
A; € R. D’altro canto se ci fosse intersezione non nulla tra i due, avremmo una
uguaglianza di vettori data da: nyuy +- - - +npup = Yh41Upg1 + - - - +YpUp PET
7i,n; € R non tutti nulli. Ma ecco che dalla uguaglianza precedente si otter-
rebbe la relazione di dipendenza nyu;+- - - +npun —Yh+1Uns1—- - - —YpUp = Oy,
in contraddizione con l'ipotesi.
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Esempio 4.1.6 Consideriamo il seguente problema: in R? sia B il sot-
tospazio generato dai vettori (1,2,3),(0,1,1); si determini un sottospazio
C tale che R® = B@ C.

Svolgimento. Ogni sottospazio di uno spazio di dimensione finita ha di-
mensione finita (Osservazione [3.2.10). In particolare questo ¢ vero per B
e C. Si vede subito che B ha dimensione 2 poiché i suoi generatori sono
linearmente indipendenti (in quanto diversi da 0 e non multipli) e sono quin-

di una base di B. Sia allora uq,...,u; una base di C. Per quanto visto
nell’osservazione i vettori (1,2,3),(0,1,1),uy,...,u; sono linearmente

indipendenti. Dal momento che R? ha dimensione tre ci sono al pitt 3 vet-
tori linearmente indipendenti in R3, quindi ¥ = 1. Dunque C' = (u;) e
(1,2,3),(0,1,1),u; devono essere linearmente indipendenti (sappiamo gia
che i primi due lo sono). Per trovare un siffatto u; bastera prendere un
vettore di R? che non sia combinazione lineare di (1,2,3),(0,1,1), i.e. un
vettore non appartenente a ((1,2,3),(0,1,1)). Ad esempio u; = (0,0,1) e
quindi ((1,2,3),(0,1,1)) & ((0,0,1)) = R?® . Si faccia attenzione che an-
che u; = (0,1,2) va bene, e si ha {(1,2,3),(0,1,1)) & ((0,1,2)) = R3 ma
((0,1,2)) # {(0,0,1))

4.2 Dimensione di sottospazi

Presi due sottoinsiemi finiti di un insieme se vogliamo contare il numero
di elementi della loro unione possiamo innanzitutto sommare il numero di
elementi di uno al numero di elementi dell’altro: in questo modo pero gli
elementi che stanno nella intersezione vengono contati due volte. Per calco-
lare allora il numero esatto di elementi dell'unione dobbiamo sottrarre alla
somma precedente il numero degli elementi dell’intersezione. Questo e es-
senzialmente cio che succede anche per i sottospazi, sostituendo al numero
di elementi del sottoinsieme la dimensione del sottospazio e alla unione la
somma di sottospazi.

Osservazione 4.2.1 Osserviamo innanzitutto che se in un R-spazio vetto-
riale V' si hanno due sottospazi finitamente generati T e T3 allora il loro
spazio somma ¢ finitamente generato. In effetti se si prendono un insieme
di generatori uy,...,us di T} ed un insieme di generatori vy,...,v, di T al-
lora la loro unione ¢ un insieme di generatori di T} + 75 dal momento che
ogni vettore di 177 + T5 si scrive come v = t; +ty cont; € Ty ety € T, A



4.2. DIMENSIONE DI SOTTOSPAZI 49

loro volta, per ipotesi, t; = muy + -+ + nsus € ta = VU1 + -+ 4 YpUp, con
vi,m; € R. Dunque: v =t +to = (mug + -+ +nsus) + (v + - - +0,) =
mui + -+ NsUs + 7101 + -+ YpUp.

Teorema 4.2.2 (Formula di Grassmann) Siano V' un R-spazio vettoria-
le, T e Ty due suoi sottospazi di dimensione finita, rispettivamente ny e ns.
Allora anche l'intersezione Ty N'Ty ha dimensione finita e si ha:

Dimostrazione. Certamente 77 N 75 ha dimensione finita in quanto sot-
tospazio vettoriale di uno spazio di dimensione finita (73, ad esempio, o T3).
Sia ora B = {vy,...,v;} una base di Ty N Ty. B & un insieme di vettori li-
nearmente indipendenti di 7} (e di 73) e quindi si puo completare da un lato
in una base di T1: By = {v1,..., 0, Vyyq, .., }, € dall’altro in una base di
Ty: By = {v1,..., vk, v} q,...,v,,}. Con gli indici sopra introdotti abbiamo
dim7T) = nq, dimTy = ny e dim717 N7Ty, = k. Il teorema sara dimostrato
se proveremo che By U By = {vy, ..., 0k, V) 1y, ..., V), U441, - .-, U, ), che ha
proprio ni+ny—k elementi, ¢ una base di T} +75. Dall’osservazione sap-
piamo che B;UB; ¢ un insieme di generatori di 77+75. Vediamo ora che esso e
un insieme di vettori linearmenti indipendenti. Se non lo fosse potremmo scri-
vere Oy = 0101+ - -0V +0k 41V} - 00, U, F0n, 11051 00 fna— kU,
per opportuni §; € R non tutti nulli. Avremmo cioe d1vq + -+ + dpvi +
Okt 1Vjpq + -+ 0y V), = —Ony 11V — = Onyfno—kUy,- Al primo membro
dell’'uguaglianza ottenuta abbiamo un vettore di 7 e al secondo membro un
elemento di 75, quindi un elemento di 77 NT5. Ma se questo vettore appar-
tiene all’intersezione di T} e T5 esso € combinazione lineare dei soli vettori
v1, ..., v dal momento che {vq, ..., v} € una base di TyNT5. Quindi esistono
ag, ..., € R tali che aqv; + -+ + e = —0n 41911 — =+ — Onytna—i¥p,
da cui otteniamo ajvy + - - - 4 VU + Opy 41V, + -+ -+ Ony gy iy, = Oy, ma
allora a1 = -+ = g = 0,41 = Ony4ny—k = 0 poiché By ¢ base di T e quindi
insieme di vettori linearmente indipendenti.

Resta cosi : 0101 + -+ + 0,V + Op410Vjyy + - - + On, vy, = Oy, ma adesso
Ul ..y Uk, Upy1s - - - Uy, SONO linearmente indipendenti e quindi il solo modo di
scrivere il vettore nullo come loro combinazione lineare e attraverso tutti i
coefficienti uguali a zero. C.V.D.

Esempio 4.2.3 In R3 consideriamo i due sottospazi Z; = ((0,1,0),(1,1,1))
e Zy=1((1,2,0),(1,1,—1)). Z; e Z hanno entrambi dimensione 2 e dim(Z; +
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Zy) = dim Z; + dim Zy — dim(Z; N Z3). Ora, dal momento che Z; + Z5 &
un sottospazio di R?, avra al pitt dimensione 3, quindi da dim(Z; + Z,) =
4 — dim(Z; N Z3) si deduce che Z; N Zs non puo essere lo spazio vettoriale
banale. D’altra parte Z; N Z5 € un sottospazio di Z; (e di Z3) e dunque potra
avere dimensione 1 o 2. Se avesse dimensione 2 allora sarebbe un sottospazio
di dimensione due in uno spazio di dimensione 2 cioe coinciderebbe con 7
(e con Zy), si avrebbe quindi: Z; = Zs = Z; N Z3, ma questo non & vero,
perché (0,1,0) ¢ Zs, quindi Z; ha dimensione 1 e dim(Z; + Z3) = 3, i.e.,
71+ Zy = R3. Chi e Z, N Zy? Sappiamo che ¢ uno spazio vettoriale di
dimensione 1, quindi per trovarne una base bastera esibire un suo elemento
diverso dal vettore nullo. Si tratta quindi di determinare 1,15, €1, €2 € R, per
cui 71(0,1,0) +12(1,1,1) = €,(1,2,0) + e2(1, 1, —1), cioe: (na, 12 + 71, 72) =
(62 + €1,€0 + 261, —€3), 6. My = —e€g,6; = —2e9,1; = —2€, ad esempio
€y = ]_,772 = —1,61 = —2,771 = -2 (—]_, —3, —].) € Zl N ZQ.

4.3 Esercizi svolti

Esercizio 4.3.1 In M5 (R) (cioe nello spazio vettoriale delle matrici quadrate

di ordine 2, a coefficienti reali, che sappiamo avere dimensione 4, si veda l’e-

sempio [3.2.13)) si consideri 'insieme U = { <CCL Z) € My[R) | a* = d2}.

L’insieme U ¢ un sottospazio vettoriale di Mjy(R)? In caso di risposta
negativa, si determini il sottospazio vettoriale generato da U.

Svolgimento. La prima cosa da verificare e che U contenga il vettore nullo.
Il vettore nullo in M5 (R) ¢ la matrice nulla che appartiene a U. Osserviamo

che le matrici (_41 i’)) e ((2) _23> appartengono ad U. Se U fosse un

sottospazio vettoriale di My(R) dovrebbe essere chiuso rispetto alla somma
cio¢ la somma (+a,r) di due vettori di U dovrebbe appartenere anch’essa
ad U. Osserviamo allora che se sommiamo le prime due matrici indicate:

-1 3Y 2 =3\ (1 0
4 1) M® Vg 2 )7 \4 3

la matrice somma non appartiene ad U dal momento che 12 # 32! Quindi U

non e un sottospazio vettoriale di My(R). Si noti, pero, che se (CCL Z) eU
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(i.e. a®> = d?), preso a € R allora « (CCL b) = (oza Qb) € U: infatti se

d ac  ad
a® = d? allora (aa)? = (ad)?.
Il sottospazio generato da U e, per definizione, il piu piccolo sottospazio
vettoriale che contenga U. Tale sottospazio deve pertanto contenere tutti gli
elementi di U ed ogni loro combinazione lineare. Osserviamo che U contiene

. . 0 1 0 0 . . 10
i vettori A = (O O),B— (1 O)elvettorlC— (0 1)eD—

1 0
0 -1
C, D e tutte le loro combinazioni lineari. Ad esempio conterra la somma di

1 0 1 0 2 0 . 1 0
CeD: (O 1)+<0 _1)—<0 O)elalorodlfferenza (0 1)+

(—1) (1) _01 = 8 (2) . Lo spazio generato da U contiene allora le

mtr1101 00 00 20‘m t1 son ttr
acOo,lonQ,OO.aquessooquao

vettori linearmente indipendenti di Ms(R) e quindi una base di My(R) (dal
momento che Mj(R) ha dimensione 4). Pertanto lo spazio generato da U ¢

tutto My(R).

. Lo spazio che stiamo cercando contiene allora le matrici A, B,

Esercizio 4.3.2 Siano U = {(x,y,2) ER® | z+y+2=0}eV = {(z,y,2) €
R® | z =y}

(i) Verificare che U e V sono sottospazi vettoriali di R?.
(ii) Determinare una base di U ed una base di V.
(iii) Determinare UNV e U + V.
(iv) Completare la base di U NV ad una base di R?.

Svolgimento. A questo punto dello studio, lo studente dovrebbe essere in
grado di risolvere la parte (i) senza colpo ferire, se non e questo il caso ....si
riparta da

(ii) Gli elementi di U sono i vettori di R?® della forma (z,y, —z — y) =
z(1,0,—1)+y(0,1,—1) con z,y € R. Pertanto I'insieme {(1,0,—1), (0,1,—1)}
genera U. D’altra parte i vettori (1,0,—1), (0,1, —1) sono linearmente in-
dipendenti e quindi individuano una base di U.
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Analogamente gli elementi di V' sono tutti e soli della forma (a, a, z) con
a e zin R, ciot a(1,1,0) + 2(0,0,1). Cosi {(1,1,0),(0,0,1)} genera V ed &
una sua base dal momento che i vettori (1,1,0) e (0,0,1) sono linearmente
indipendenti.

(iii) Il sottospazio U + V' contiene tutti gli elementi di U e tutti gli ele-
menti di V. In particolare contiene i vettori (1,0,—1),(0,1,—1), (0,0,1).
Questi tre vettori sono linearmente indipendenti e generano quindi R3. Di
conseguenza U +V coincide con R? e 'insieme {(1,0,—1), (0,1, —1), (0,0,1)}
¢ una sua base (come pure {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} o qualsiasi altra base
di R3). Tl teorema ci consente ora di calcolare la dimensione di U NV
dim(UNV) =dimU +dimV —dim(U + V) = 2+ 2 —3 = 1. Pertanto
per determinare una base di U NV sara sufficiente determinare un vettore
non nullo appartenente sia ad U che a V. Ad esempio, il vettore (1,1, —2)
soddisfa sia I’equazione di U che quella di V' e appartiene pertanto alla loro
intersezione. Dunque U NV = ((1,1, —2)).

(iv) Per completare {(1,1,—2)} in una base di R? possiamo prendere, ad
esempio, i vettori (0,1,0) e (0,0,1). Perché? Basta verificare che I'insieme
{(1,1,-2),(0,1,0),(0,0,1)} & un insieme di vettori linearmente indipendenti.

Esercizio 4.3.3 In R=[z] si considerino i polinomi p; = z? — 1, py = 3,
ps=22+1,q =23 =05, q3=x+ 1. Siano S e T i sottospazi vettoriali
di R=3[x] generati rispettivamente da pi, p2, p3 € q1, g2, g3. Determinare:

(i) la dimensione di S e la dimensione di T
(i) la dimensione di SNT e S+ T ed una base di ciascuno di essi.
Svolgimento.

(i) S ¢ il sottospazio vettoriale di R=*[z] generato dai polinomi p; = 2 —
1, po = 3, p3 = 222 + 1. Cerchiamo di stabilire se questi sono o
meno linearmente indipendenti. I polinomi p; e ps sono certamente
linearmente indipendenti dal momento che p; ha grado 2 e p, ha grado
0. Il polinomio p3 € combinazione lineare di p; e po? Esistono, in altre
parole, @ e 3 in R tali che sia p3 = 22> +1 = a(z? — 1) + 5(3) =
38 — o + ax?? In effetti basta prendere o = 2 ¢ § = 1. Dunque ps ¢
combinazione lineare di p; e py e S = (py, p2) ha dimensione 2.

Procedendo in modo analogo si verifica che i polinomi ¢y, g2 e g3 sono
linearmente indipendenti e che, quindi, 7" ha dimensione 3.
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(ii) A questo punto sappiamo gia che la somma di S e T non puo essere
diretta, cioe che la loro intersezione non puo essere banale. Infatti

dimSNT =dimS +dim7T — dim(S +T) = 2+ 3 — dim(5 + T) >
>243-4=1

dal momento che S+T & un sottospazio di R=3[z] e ha pertanto dimen-
sione minore o uguale a quella di R=3[z] cio¢ 4. Determiniamo S N T
un elemento di SNT" e un polinomio che si scrive contemporaneamente
come combinazione lineare di p; e ps e di ¢q, o, g3:

a(x® —1) +b(3) = az® + B3(5) +~v(z + 1).

Otteniamo dunque: o« = a = v = 0 e 53 = 3b. Di conseguenza, gli unici
polinomi che appartengono sia a 1" che a S sono i polinomi di grado 0:
SNT = (1). Otteniamo allora immediatamente che dim(S +7") = 4
ciot S+ T = R=3[z].

Esercizio 4.3.4 In V = R? consideriamo i sottospazi vettoriali 71 = {(1,1))
e Ty = ((1,2)). Si vede immediatamente che T} e T non hanno vettori in
comune diversi dal vettore nullo. Inoltre I'insieme {(1,1),(1,2)} genera R?.
Dunque: R? = T1®T,. Siaora S = ((1,3)). Allora, come prima, R? = Ty S,
ma S # T5. Inoltre vale anche: R? = S @ T5 e questo mostra che non solo
S e T, non hanno vettori in comune, ma addirittura sono talmente diversi
da generare tutto lo spazio in somma diretta. D’altro canto non avendo S e
T, vettori in comune ed essendo lo spazio ambiente R?, cosi deve essere. Da
questo esercizio risulta chiaro che dato 7' < V' (con V' di dimensione finita)
esiste, ma non & unico, un sottospazio S <V taleche T ® S =V.

Esercizio 4.3.5 Consideriamo i seguenti sottospazi vettoriali di R*: S =
{(z,y,2,t) eR* |3z +y+22=0} e T = ((2,1,0,-5),(3,4,0,0)). Stabilire
se la somma di S e T e diretta e calcolare la dimensione di S + T
Svolgimento. La somma di due sottospazi S e T' di uno spazio vettoriale V'
¢ diretta se SNT = {0y }. Determiniamo dunque 'intersezione di S e T. Un
elemento generico di T' & un elemento della forma v = (2a433, a+403,0, —5a)
con o, € R. 1l vettore v appartiene a S se e solo se le sue coordinate
soddisfano ’equazione di S: 6a+96+a+43 = 0, cioe Ta+133 = 0. Dunque il
vettore v = 13(2,1,0,—5)—7(3,4,0,0) = (5, —15,0, —65) appartiene a SNT,
cosl come ogni suo multiplo. Pertanto la somma di S e T non e diretta e
SNT = (v). Siha dunque dim(S +7) = dimS + dim7T —dimSNT =
34+2—1=4, cioe S+7T =R~
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4.4 Esercizi proposti

Esercizio 4.4.1 Costruire due sottospazi S e T di R? la cui somma non sia

diretta e sia uguale ad R3.

Esercizio 4.4.2 Sia § = ((1,1,1,1),(1,0,—1,2),(=1,0,—1,1), (1,2, 1,3)).
1. Determinare la dimensione di S.

2. Determinare, se possibile, un sottospazio T di R* tale che S @ T = R*.

3. Determinare, se possibile, un sottospazio non banale W di R* tale che
la somma di S e W sia diretta e propriamente contenuta in R*.

4. Determinare, se possibile, un sottospazio V di R* tale che la somma di
S e V non sia diretta e sia uguale a R*.

Esercizio 4.4.3 Si considerino i seguenti sottospazi vettoriali di My(R):

o (88 ) taver), v={(10) ack)

1. Determinare una base di U ed una base di V.

2. Determinare una base di U +V ed una base di U N'V.

w

. Completare la base di U 4+ V' trovata in 2. in una base B di M3(R).

1 ) nella base B.

4. Determinare le coordinate del vettore ( 11

Esercizio 4.4.4 Sia V un R spazio vettoriale di dimensione 3 e sia {u, v, w}
una base di V. Siano S = (u —v,v —w) e T' = (u + w, 2u — w).

1. Calcolare la dimensione di S e la dimensione di 7T'.
2. Determinare S+ T e S NT ed esibire una base per ciascuno di essi.

3. Completare la base trovata di S N7 in una base di V.

Esercizio 4.4.5 In R=?[z] si considerino i sottospazi S = (1 +x,1 — 2?) e
T={2+x+2%x+2%.

1. Determinare S +T e SNT.

2. Stabilire se ogni vettore di R=?[z] si scrive come somma di un vettore
di S e di un vettore di T" e, in caso affermativo, se tale scrittura e unica.



Lezione 5

Applicazioni lineari e matrici

5.1 Applicazioni lineari

Cos’e una applicazione tra due spazi vettoriali? Richiedere che sia solo un’ap-
plicazione tra i due insiemi di vettori sarebbe riduttivo: le strutture in gioco
sono piu ricche e le applicazioni debbono rispettare queste strutture.

Definizione 5.1.1 Una applicazione L : V — W tra due R-spazi vettoriali
V., W si dira lineare se

-V U1, Vg € V, L(’Ul +v UQ) = L(Ul) +w L(Ug).

-VveV,VaeR, Llav) = aL(v).

Questa e la definizione di applicazione lineare. Si noti che dalla definizione
segue subito che, per qualunque vettore v di V', L(0y) = L(0v) = 0L(v) =
Oy . Si noti anche che 'opposto di un vettore v viene mandato nell’opposto
del vettore L(v): L((—1)v) = (=1)L(v) che & 'opposto in W del vettore
L(v).

Ricordiamo che, data una applicazione qualsiasi f tra due insiemi X,Y,
f: X — Y (quindi X & il dominio dell’applicazione f e Y il suo codo-
minio), per ogni sottoinsieme X; di X possiamo definire un sottoinsieme di
Y ponendo:

f(X1) ={y €Y | Iz € X tale che f(z) =y}

Tale insieme si dira insieme immagine di X, tramite f . Analogamente se
Y] € un sottoinsieme di Y possiamo definire il seguente sottoinsieme di X:

M) ={z e X | f(x) € Y1}

95
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(attenzione: si tratta solo di una notazione, NON stiamo richiedendo che la
funzione f sia invertibile); f~1(Y}) si dira immagine inversa (o controimma-
gine o antiimmagine) di Yy tramite f.

Proposizione 5.1.2 Data una applicazione lineare L :'V — W tra due R-
spazi vettoriali V.W se Vi <V e un sottospazio vettoriale di V' allora la sua
immagine tramite L, L(V}), é un sottospazio vettoriale di W. Se Wy < W
e un sottospazio vettoriale di W allora la sua controimmagine tramite L,
L=Y (W), ¢ un sottospazio di V.

Dimostrazione. Dimostriamo la prima affermazione: L(V;) = {w € W |
Jv € Vj tale che L(v) = w} ¢ un sottospazio di W. Per fare questo dobbiamo
usare la caratterizzazione di sottospazio che abbiamo dato in 2.1.2] Ciog,
presi wy e wy in L(V}) (che & in ogni caso un insieme di vettori di W),
dobbiamo vedere innanzitutto che wy +w wy € L(V}). Per definizione w =
wy +w we € L(V}) se esiste un vettore v € V; che ha w come immagine
mediante L, cioe: L(v) = w. Ora: wy,wy € L(V}) quindi esistono vy, ve € V)
tali che L(v)) = wy e L(vy) = wy, pertanto wy +w we = L(vy) +w L(vg);
per la linearita di L si ha che L(v;) +w L(ve) = L(v1 +v v2), ma V; € un
sottospazio di V' e quindi v; +y v € V] e allora wy +w wy = L(v; +v v9)
sta in L(V}) poiché e 'immagine di v; +y ve € Vi. Analogamente, se a € R
e w € L(V4), allora esiste v € V] tale che L(v) = w, quindi aw = aL(v)
ed essendo L lineare aw = L(awv), ma V; ¢ un sottospazio di V, pertanto
av € Vi. Dunque aw ¢ immagine del vettore av € V;. Quindi L(V}) ¢ un
sottospazio vettoriale di W.

Dimostriamo la seconda affermazione: siano allora vy, vy € L™1(W}), vale
adire L(v;) € Wy e L(vy) € W1; vy +v vo appartiene ancora a L~ (W1)? Cioe
L(vy+vywve) € W7 In effetti L ¢ lineare, quindi L(vy 4y va) = L(v1) +w L(ve),
ma sia L(vy) che L(vy) stanno in W; ed essendo W) un sottospazio, anche
la loro somma appartiene a W;. Per il prodotto per scalari: se a € R e
v e LY (W) allora av € L™ (W;) se L(aw) € Wi, ma, ancora, L & lineare e
dunque: L(aw) = aL(v). Dal momento che L(v) € W per ipotesi e W; & un
sottospazio, aL(v) € W;. C.V.D.

Alcuni dei sottospazi costruiti nella proposizione precedente ci interes-
seranno piu degli altri. In particolare I'insieme immagine mediante L del
dominio V' di L si chiama immagine di L e si indica con ImL: L(V') = ImL.
Osserviamo che 'applicazione L & suriettiva se e solo se ImL = W.
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Consideriamo la controimmagine del vettore nullo di W: L71({0y}).
Questo e il sottospazio degli elementi di V' che sono mandati mediante L nel
vettore nullo di W. Tale sottospazio di V' si chiama nucleo dell’applicazione
lineare L e si indica con KerlL:

KerL ={v eV | L(v) = 0w }.

Osserviamo che KerL contiene sempre Oy, .

La Proposizione afferma, in particolare, che il nucleo e 'immagine
di una applicazione lineare L sono sottospazi vettoriali rispettivamente del
dominio e del codominio di L.

Abbiamo visto il legame tra I'immagine di una applicazione lineare e la
sua suriettivita. Che cosa possiamo dire sulla iniettivita? Sappiamo che una
funzione f : X — Y & iniettiva se per ogni coppia di elementi distinti di X
x1 # 9 si ha f(x1) # f(z2). La medesima definizione vale ovviamente per
applicazioni lineari iniettive. Come possiamo caratterizzare una applicazione
lineare iniettiva? Vale il seguente risultato:

Proposizione 5.1.3 Data una applicazione lineare L : V' — W tra due R-
spazi vettorialy V, W, L e iniettiva se e solo se KerL e il sottospazio banale

di'V.

Dimostrazione. “=" Sia L iniettiva. Sappiamo che il sottospazio KerL
e costituito dai vettori di V' che sono mandati mediante L nel vettore nullo
di W. Per definizione di applicazione lineare tale spazio contiene sempre il
vettore nullo di V. Se contenesse un altro vettore v € V| v # 0y, vorrebbe
dire L(v) = L(0y) = Ow e questo non ¢ possibile perché la funzione &
iniettiva.

“<” Sia KerL = {0y} e supponiamo che la funzione non sia iniettiva
cioe che esistano due vettori vy, vy € V, v1 # vy, tali che L(vy) = L(vy) cioe
L(v1)— L(vy) = Oy, ma L ¢ lineare dunque L(v; —wvy) = L(vy) — L(vy) = Oy,
pertanto v; — vs € KerL. Essendo vy # vg, v; — v9 # 0y e questo non e
possibile perché KerL = {0y }. La funzione L & quindi iniettiva. C.V.D.

Riflessione. Una definizione equivalente di applicazione iniettiva f : X — Y
consiste nel dire che 'antiimmagine di ogni elemento di Imf e costitui-
ta da uno ed un solo elemento del dominio. Data un’applicazione lineare
L :V — W il vettore Oy appartiene sempre all'immagine di L e la propo-
sizione precedente mostra che L ¢ iniettiva se e solo se 'antiimmagine del
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vettore nullo Oy € costituita solamente da 0y,. Per verificare 'iniettivita di
un’applicazione lineare L dunque non occorre considerare ’antiimagine di
ogni vettore dell'immagine ma solo di Oy .

Quest’ultima proposizione ci aiuta anche a risolvere il seguente esercizio:

Esercizio 5.1.4 Data un’applicazione lineare L : V — W e dato un vettore
w € W, in che modo possiamo descrivere L™ ({w}), cioé linsieme di tutti i
vettori di V' la cui immagine mediante L é w?

Soluzione Se w = Oy allora L™ ({w}) = KerL.

Se w # Ow? Se w ¢ ImL la risposta ¢ facile: L~ ({w}) = 0.

Se, invece, w € ImL esiste sicuramente un elemento v € V tale che
L(v) = w. Si ha allora:

L' ({w}) = v + KerL. (5.1)

La scrittura v + KerL indica l'insieme dei vettori della forma v + k con
k € KerL. Per dimostrare 1'uguaglianza tra i due insiemi in dobbiamo
mostrare che vale la doppia inclusione L™'({w}) C v + KerL e v + KerL C
L7'({w}). Dato v+k € v+KerL la sua immagine ¢ L(v+k) che, per linearita,
coincide con L(v) + L(k) = w + Oy = w, dunque v + k € L™ ({w}); cosi
abbiamo visto che v+KerL C L™!({w}). Per I'altra inclusione prendiamo un
vettore s € L™ ({w}) e consideriamo la somma di s con 'opposto di v: s —v.
Applichiamo L: L(s —v) = L(s) — L(v) = w — w = Oy, cioe s — v € KerL.
Cosi, posto k = s — v, si ha s = v+ k € v + KerL; vale dunque l'inclusione
L7'({w}) C v+ KerL.

Osservazione 5.1.5 i) Nella costruzione di L™'({w}) = v + KerL ab-
biamo scelto un vettore v tale che L(v) = w. Se ne avessimo scelto
un altro? Il risultato sarebbe stato lo stesso. Infatti scelto v # wv
tale che L(7) = w, avremmo trovato L™'({w}) = v + KerL, quindi
v+ KerL = v + KerL.

ii) Che struttura ha v + KerL? Non possiamo aspettarci molto. Se
v ¢ KerL allora nessuna delle somme v + k, k € KerL, puo essere
il vettore nullo, quindi v + KerLZ non € uno spazio vettoriale (se fosse
v+ k = Oy si avrebbe v = —k € KerL, assurdo). L’altra possibilita
e che v € KerL, ma allora v + KerL = KerL & un sottospazio. (Per
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iii)

iv)

mostrare l'uguaglianza basta osservare che ogni elemento z di KerL si
puo scrivere come z = v + (2 — v) ove —v € KerL per ipotesi e dunque
z —wv € KerL).

Data una applicazione lineare L : V' — W l'antiimmagine tramite L di
un vettore w € ImL e data da un vettore particolare v € V' che soddisfi
la condizione L(v) = w e da tutti i vettori che si ottengono sommando
v agli elementi di KerL. Cosicché se L & iniettiva allora L™!'({w}) &
costituito da un solo vettore!

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n e sia {vy, vo,...,v,}
una sua base. Consideriamo un altro spazio vettoriale W e n vet-
tori qualsiasi wy, wy, ..., w, di W (i vettori wy, ws,...,w, Possono es-
sere scelti del tutto arbitrariamente: possono essere tutti uguali, tutti
uguali al vettore nullo, tutti diversi, etc.). Possiamo allora costrui-
re una applicazione lineare f : V — W semplicemente ponendo
f(v1) = wy, f(ve) = wa,..., f(v,) = w,. Non solo: esiste un’unica
applicazione lineare f : V — W tale che f(v;) = w; coni=1,... n.

Come si costruisce f7 Ogni vettore v di V' si scrive in modo unico come
combinazione lineare dei vettori vy, ve,..., v, v = A1 + Aovg + -+ - +
AnUp. Se vogliamo che f sia lineare dovra dunque essere

f(v) = Mwy + Aws + -+ - + A\w,. (5.2)

La condizione definisce una funzione lineare. Siano infatti v =
AU 4+ AUy 4+ -+ A\, €t = Y101 + YoUs + -+ F YpUn, cOn N; Y € R
due elementi di V. Allora la loro somma si scrive in modo unico come
t+v = (711 + A+ (2 + X)ve + -+ + (9 + A\)vn. E dunque
flt+v) = (m 4+ M)wr + (v2 + A)wa + -+ + (9 + An)wn = (wr +
Yows + -+ -+ Ypwy) + (Aqwy + Aowe + - - -+ Aywy,) = f(t) + f(v). Inoltre,
per ogni o € R, av = a\jv; + adgvg + - - - + v, e flav) = adw; +
adwy + -+ - + adyw, = a(Awy + Aws + - - -+ Aw,) = af (v). Quindi
la applicazione f e lineare. L’unicita di f dipende dal fatto che la
condizione f(v;) = w; fissa le immagini degli elementi di una base e,
per linearita, determina univocamente I'immagine di qualsiasi elemento
di V. Osserviamo che il dato delle immagini di un insieme di vettori
linearmente indipendenti di V' che non sia una base non caratterizza
univocamente un’applicazione lineare.
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5.2 Struttura dimensionale

Per il momento abbiamo solo informazioni qualitative riguardo ad una appli-
cazione lineare. Adesso vogliamo dare qualche informazione ‘quantitativa’.
Supponiamo quindi di avere una applicazione lineare L : V — W e sup-
poniamo inoltre che V' abbia dimensione finita e che vy,...,v, sia una sua
base. Allora le immagini dei vettori della base, L(vy),...,L(v,), sono un
insieme di generatori di ImL. Infatti, sia w € ImL; questo vuol dire che
esiste un vettore v € V tale che L(v) = w, allora v = \uvy + -+ + Aoy,
essendo vq,...,v, una base di V. Applicando L, per linearita, si ottiene:
w = L(v) = M L(v1)+- -+, L(v,) e quindi, L(v1), ..., L(v,) sono un insieme
di generatori di ImL. Attenzione: NON stiamo dicendo che L(vy),. .., L(v,)
sono una base dell’immagine cioe che sono linearmente indipendenti! Ma
dal loro insieme (come da ogni insieme di generatori) si potra estrarre una
base dell'immagine, il che consentira di calcolare la dimensione di ImZL. Il
risultato seguente rispondera a tutti i nostri quesiti in merito.

Teorema 5.2.1 (Teorema delle dimensioni) Data una applicazione li-
neare L : V. — W tra due R-spazi vettoriali V,W, con dimV = n, allora

dimV = dim(ImL) + dim(KerL).

Dimostrazione. (N.B. Non stiamo facendo alcuna ipotesi su W, in ogni
caso tutto dipende dal dominio!). Essendo KerL < V e dimV = n, anche
KerL ha dimensione finita, sia essa k < n e sia {t1, ..., } una base di KerL.
I vettori ¢,...,t; sono linearmente indipendenti anche in V' e si possono
allora completare in una base di V' (Teorema [3.2.8)): {t1,..., ¢k, ths1, .-, tn}
I vettori immagine: L(ty),..., L(tg), L(tg+1), .- ., L(t,) sono un insieme di
generatori di ImL; per costruzione L(t;) = ... = L(tx) = Ow e, quin-
di, non partecipano alla “generazione”. Allora i vettori L(txi1),...,L(t,)
sono generatori di ImL. La proposizione sara dimostrata se dimostreremo
che L(ty4+1),...,L(t,) sono vettori linearmente indipendenti nel qual caso
dim(ImL) = n—k, quindin = dimV = k+(n—k) = dim(KerL)+dim(ImZL).
Sia dunque (1 L(tg11)+- -+ Bn_r L(t,) = Oy una relazione di dipendenza tra
i vettori L(tgi1),- .., L(t,), con §; € R, cioe, per la linearita di L, L((1tgy1 +
oo+ Bp_itn) = Ow. Questo significa che fBitxi1 + -+ + GBn_itn, € KerL, ma
noi avevamo scelto una base di V' tale che fosse (tq,...,tx) ® (tgr1, ..., tn) =
KerL & (tyi1,...,tn), quindi tra le combinazioni lineari dei vettori linear-
mente indipendenti tx.1,...,%, non ci puo essere un vettore del nucleo se
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non il vettore nullo. Cosi Bitgi1 + -+ + Bu_itn = Oy e, dal momento che i
vettori {5 1,...,t, sono linearmente indipendenti, i 3; sono nulli. Quindi i
vettori L(tgi1), ..., L(t,) sono linearmente indipendenti. C.V.D.

Osservazione 5.2.2 i) La dimensione dell'immagine di una applicazione

i)

iii)

iv)

lineare ¢ sempre piu piccola della dimensione del dominio o uguale ad
essa.

Si dice che una applicazione lineare ¢ un endomorfismo di V se e
un’applicazione lineare in cui dominio e codominio coincidono con V
cioe: L :'V — V. Se un endomorfismo di V & suriettivo allora e
pure iniettivo: infatti se la funzione e suriettiva (ImL = V') allora
dim(ImL) = dim(V') il che implica, per il teoremal[5.2.1] dim(KerL) = 0
cioe il nucleo ¢ il sottospazio banale, quindi la funzione e iniettiva. Vi-
ceversa, se ’endomorfismo e iniettivo, Ker = {0y} e dunque la sua
dimensione e zero. Allora dimV = dim L e quindi ImL ha dimensione
uguale alla dimensione dello spazio di cui e sottospazio, dunque coincide
con esso e la funzione e suriettiva. In conclusione, un endomorfismo di
uno spazio vettoriale V' ¢ iniettivo se e solo se ¢ suriettivo e quindi bi-
iettivo. Si osservi che questa proprieta differenzia in modo sostanziale
il comportamento delle funzioni lineari da quello delle funzioni non lin-
eari. Si faccia, per esercizio, un esempio di una funzione (non lineare)
g : R — R iniettiva ma non suriettiva o suriettiva ma non iniettiva.

Sia L : V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali di dimen-
sione finita.

Se dimV = n > dim W = m, per il Teorema [5.2.1] n = dim Ker(L) +
dimIm(L), ma, essendo Im(L) < W, si ha dimIm(L) < m quindi
dimKer(L) = n — dimIm(L) > n —m > 0. Essendo dim Ker(L) > 0
I’applicazione lineare L non puo mai essere iniettiva.

Se dim Ker(L)+dim Im(L) = n < msihadimIm(L) = n—dim Ker(L) <
n < m, quindi 'applicazione lineare L. non puo mai essere suriettiva.

Una applicazione lineare L : V' — W tra due R-spazi vettoriali V, W di
dimensione finita, si dice un isomorfismo se ¢ biiettiva. Poiché la fun-
zione ¢ suriettiva ImL = W, poiché la funzione ¢ iniettiva dim(KerL) =
0 e dal Teorema delle dimensioni deduciamo che dim V' = dim(Im”L) =
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dim W. Si noti che non e detto a priori che la funzione inversa di un’ap-
plicazione lineare sia lineare, ma dimostreremo in [7.2.2] che, di fatto,
lo e.

Esempio 5.2.3 Sia V' uno spazio vettoriale e consideriamo una sua decom-
posizione in somma diretta V' = V; @& V5 ove Vi, V5 sono suoi sottospazi.
Sappiamo allora che ogni vettore v € V' si decompone in modo unico come
somma v = v, + vy ove v; € V] e vy € V5. Possiamo chiamare vy la proiezione
di v su V; lungo V5 e la denotiamo con p“ff (v) = vy. Si noti che essendo V;
un sottospazio di V, si ha che p“ﬁf(v) € V per ogni v € V. Possiamo definire
I’applicazione proiezione su V; nella direzione di V5,
p“;f Vo— vV
Va _
v Py (v) =y

Mostriamo che I’applicazione p“;f ¢ lineare e quindi un endomorfismo di V.
Siano v,w € V. Dobbiamo mostrare che py?(v + w) = pi2(v) + py?(w).
Essendo la somma diretta possiamo scrivere in modo unico v = vy + vs
e w = w; + we, con vi,w; € Vi e vy, wy € Vo, Ne segue che v + w =
(v1 4+ v2) 4+ (w1 + we) e, per la commutativita e Passociativita della somma,
si ha v+w = (v + wy) + (v2 + wg) con v; +w; € V] e vg +wy € V5
(essendo V; e Vj sottospazi di V). 1l fatto che la somma di V; e V5 sia diretta
ci assicura che questa ¢ I'unica decomposizione di v + w. Di conseguenza
p“;f (v4+w) =v +w = p“;f (v) + p“ff(w) che ¢ quello che si voleva provare.
Resta da verificare che, presi A\ € Re v € V, si ha p% (M) = /\p“ﬁf (v). Ma se
v =wv; +vy con vy € V] ewvy €V allora \v = A(vy + v2) = Avy + Avy con
Avy € Vi e Avg € Vs (perché Vi e V5 sono sottospazi vettoriali di V). Come
prima si ha che p“ff()\v) = \v; = )\p% (v) e la funzione p% ¢ dunque lineare.
La funzione p% si dira la proiezione su V; lungo V5.

Analogamente si definisce simmetria di asse V; di direzione V5 I'appli-

cazione lineare: v
2 .
oy vV — V
Vo _
v o oy (v) = v — v

Tale applicazione e un isomorfismo e la sua inversa e la simmetria stessa.

5.3 Applicazioni lineari, basi e matrici

Abbiamo visto che, dato uno spazio vettoriale V' e fissata una sua base v =
{v1,v9,...,v,}, ogni vettore v € V' & univocamente individuato dalla n-upla
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delle sue coordinate rispetto alla base scelta: se v = ayv1 +agvs +. .. + vy,
allora v puo essere indicato con (aq, g, . ..,y )y. Questa n-upla & una specie
di numero di maglia che diamo ad ogni vettore/giocatore: il colore della
maglia ci dice di quale squadra si tratta e il numero sulla maglia individua
univocamente il giocatore. Lo stesso numero su maglie di colore diverso
individua giocatori diversi cosi come la stessa n-upla di numeri reali rispetto
a basi diverse individua vettori diversi. Ad esempio, se in R? scegliamo le due
basi v = {v; = (1,2),vo = (1,1)} e w = {wy = (1,0),wy = (1,5)}, il vettore
di coordinate (1,1)y nella base v ¢ il vettore lv; + lvg = 1(1,2) + 1(1,1) =
(2,3), mentre (1, 1)y, ¢ il vettore 1wy + 1wy = 1(1,0) + 1(1,5) = (2, 5), stesso
numero ma su maglie diverse: giocatori diversi. In ogni caso, se lo spazio ha
dimensione n, la scelta di una base ci assicura di poter scrivere ogni vettore
come una n — upla di numeri reali.

Come possiamo costruire una applicazione lineare nel modo piu semplice
possibile? Sia L : V' — W una applicazione lineare tra due spazi di di-
mensione finita e siano dimV = n e dim W = m; scegliamo poi una base
per ciascuno spazio: v = {vy,v9,...,v,} e w = {wy,wy, ..., wy,}. Ab-
biamo visto in [5.1.5liv) (e lo ricordiamo) che conoscere i valori di L sui
vettori di una base significa conoscere ’applicazione lineare interamente. In-
fatti, supponiamo di sapere chi siano L(vy), L(vs), ..., L(v,) € W e di voler
calcolare 'immagine di ogni vettore v € V. Poiché i vettori vy, vs,...,v,
sono una base di V, v si scrive in modo unico come loro combinazione
lineare: v = Auvy + Avy + -+ + A\, e, applicando L, si ha: L(v) =
L(Avr + vy + -+ + Avn) = M L(vy) + Ao L(vg) + -+ + A\ L(v,). Dunque
conoscendo L(vy), L(ve), ..., L(v,) e sfruttando 1'unicita della scrittura di v
nella base vy, va, . .., v,, si conosce la funzione lineare L completamente. Ora,
poiché abbiamo fissato una base di W, ogni vettore L(vy), ..., L(v,) si puod
scrivere in modo unico come combinazione lineare dei vettori di questa base:

L(v1) = anwy+ aqwy+ -+ Gy,
L(Ug) = Q12W1 + A29W2 + -+ A2 W,
L(v,) = apwy + aopws + . .. + QW

I termini a,;; sono univocamente determinati dalle scelte da noi fatte delle
basi di V' e W (si noti che fissare una base significa fissare anche 'ordine dei
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suoi elementi). Possiamo allora costruire la seguente matrice:

ail 12 A1n

a1 22 A2p,
A=

Am1 Am2 e (7

Tale matrice in M,,, ,(R) dipende dalla scelta delle due basi {vy,va,...,v,}
e {wy,ws, ..., w,}, ma caratterizza completamente la nostra applicazione
lineare L. La matrice A si dice la matrice associata alla applicazione
lineare L rispetto alle basi v e w. Osserviamo che, una volta fissate le
basi v e w, le colonne di A rappresentano le coordinate rispetto alla base
w dei vettori L(v1),...,L(v,). A questo punto I'immagine di un vettore
v = AU+ Xovs+ -+ A\,v, € V si puo esprimere in coordinate rispetto alla
base {wy, ws, ..., w,}, come segue:

L(v) = ML(v1)+ XL(vy) + -+ + N\ L(vy,) =

a1 Q12 Q1n
a21 22 A2n

= M| ... | +X] ...+ FN] . =
am1 Am?2 Amn

Aair + Aeaig + ...+ Apar,
Aag1 + Aoagr + ...+ Apagy

Alaml + )\2am2 +... .+ )\na'mn
(Si noti che le coordinate dei vettori L(v;) sono indicate come vettori
colonna).

Questo ci permette di affermare che 'immagine del vettore v = A\jv; +
AU + - -+ + \,v, € data in coordinate dal prodotto

a1 19 Ce QA1n )\1
921 929 Ce Aon )\2

Ami  Qm2 - Qmp, An
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Con questa scrittura (o piuttosto, come vedremo in seguito, con il risultato
di questa scrittura) si intende una matrice a una colonna e m righe: l’entrata
alla riga k-esima di tale matrice ¢ il “prodotto” della riga k della matrice A
per la colonna data dalle coordinate del vettore di cui vogliamo conoscere
I'immagine. Questo “prodotto” & per definizione la somma di agi A1, agaAs,
e cosl via, fino ad ottenere Y . | apA;. (Questo prodotto, che sard detto
prodotto “righe per colonne”, verra introdotto e studiato nel paragrafo .

Esempio 5.3.1 i) Consideriamo la base v = {v; = (1,1,0), vs = (0, 1,0),
vy = (2,0,1)} di R® e la base w = {w; = (1,0),w; = (1,1)} di R? e sia
L : R® — R? Iapplicazione lineare definita da L(vi) = (1,—1), L(vy) =
(0,—1), L(v3) = (2,1). Chi ¢ 'immagine mediante L di un vettore di R3,
ad esempio v = (1,1,1)? Scriviamo prima di tutto v rispetto alla base
V1, U2, Us. Si ha v = (1, 1, 1) = )\11)1 + )\21)2 + /\3’03 = )\1(1, 1, O) + )\2(0, 1, O) +
)\3(270, 1) = (/\1 +2)\3, )\1 + AQ, )\3), cioe: )\3 = ]_, /\2 = 2, /\1 =—1. Pertanto,
per la linearita di L, abbiamo: L(1,1,1) = —1L(v1) + 2L(ve) + 1L(v3) =
—(1,-1) +2(0,—1) + (2,1) = (1,0). Piu in generale, per ogni vettore di
coordinate (A1, A2, Ag) nella base vy, vy, v3, si ha L(Aj, Ay, A3) = Ai(1,—1) +
A2(0, —1)+A3(2,1) = (A 4+2X3, —A1+A3—A2). Cerchiamo la matrice associata
a L rispetto alle basi fissate. Quale forma avra tale matrice? Il numero di
colonne ¢ pari alla dimensione del dominio e il numero di righe pari alla
dimensione del codominio. Quindi stiamo cercando una matrice in Mo 3(R).
Le sue colonne sono date dalle coordinate nella base wy, wy delle immagini
dei vettori della base fissata nel dominio: L(v;) = (1,—1) = 2(1,0) — (1, 1),
L(vy) = (0,—1) = (1,0) — (1,1), L(v3) = (2,1) = (1,0) + (1,1). Otteniamo

cosl la matrice
2 1 1
-1 -1 1/°

L’immagine del vettore di R? che nella base {v;, v2, v3} ha coordinate (1,2, 3)

¢ il vettore
( 2 1 1) ; _ (7)
-1 -1 1 3 0

espresso in coordinate rispetto alla base w; e wo, si tratta cioe del vettore
7(1,0) +0(1,1) = (7,0).

i1) Cosa succede se nell’esempio precedente cambiamo le basi degli spazi V'
e W? Prendiamo ad esempio la base e; = (1,0,0), eo = (0,1,0), e3 = (0,0, 1)
per il dominio e la base ¢/ = {¢| = (1,0), €, = (0,1)} per il codominio. Allora
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per descrivere la matrice associata a L rispetto alle nuove basi dobbiamo
calcolare le coordinate dei vettori L(e1), L(eq), L(e3) nella base €/, ¢e). Ora
e1 = v;—vg e quindi L(ey) = L(vy —vy) = L(v1)— L(ve) = (1,—-1)— (0, —1) =
(1,0); ea = vy e dunque L(vy) = L(eg) = (0, —1), infine e3 = —2v; + 2vy + v3
quindi L(e3) = L(—2v1+2v9+v3) = —2L(v1)+2L(vy) + L(vs) = —2(1, —1)+
2(0,—1) + (2,1) = (0,1). Tali immagini sono espresse nella base {e},e}}
come segue: L(ey) = le} 4+ 0ey, = (1,0)e, L(ea) = 0e} + (—1)ehy = (0, —1)e,
L(e3) = 0e} + le, = (0,1).. Otteniamo pertanto la matrice

1 0 O
0o -1 1)

Osservazione 5.3.2 Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n su R. Fis-
sare una base di V significa costruire un isomorfismo tra V e R". Infatti
sia vq,...,v, una base di V. Allora ogni vettore v di V si scrive in modo
unico come combinazione lineare di vy, ..., v,: v = A1v1 + AUy + - - - + A\ Up.
Definiamo la funzione

p:V—R"

che associa ad ogni vettore v € V le sue coordinate nella base vq,...,v,:
(A1, A9, ..., \p). La funzione @ ¢ lineare: se v = Aoy +Agva+- -+ A0, e V' =
Njv1+Nyvg+- - -+ A v, sono due vettori di V allora v+v" = (Ajv3+Agvg+- - -+
AnUn) F(No1 + X500+ - -+ X v,) = (A +AD)vi+(Ae+ X)) ve+- -+ (A + ) vy,
cosicché p(v + V') = (A + N, e + Ao+ A) = (A, Aoy ) +
(N AL, o ) = @(v)+p(v'). Ancora, se A € Rev = A\jui+Aava+- - -+, 0p,
allora Av = A(A o1 +Ava+- -+ Aun) = A0+ ANva+ - - -+ A\, v, dunque
©(Av) = (AN, A, ..., AN,) = Ap(v). Quindi ¢ e lineare. Ed ¢ in particolare
una funzione lineare tra due spazi della stessa dimensione. Per il Teorema
delle dimensioni se ¢ ¢ iniettiva allora € pure suriettiva. Del resto ¢ ¢ iniettiva
perché se p(v) = Ogn = (0,0, ...,0) significa che le coordinate del vettore v
sono nulle cioe: v = Ovy+0vy+...+0v, = 0. La funzione ¢ iniettiva e quindi
un isomorfismo. In particolare questo significa che ragionare sui vettori di V'
equivale a ragionare sui vettori pensati attraverso le loro coordinate rispetto
ad una base fissata o, equivalentemente, che ogni spazio vettoriale reale di
dimensione n ¢ “sostanzialmente” R".

Da quanto detto sopra dovrebbe risultare chiaro come poter calcolare la di-
mensione dell'immagine di una applicazione lineare quando ¢ data la matrice
ad essa associata rispetto a basi fissate. Spieghiamolo meglio: siano allo-
ra L : V — W un’applicazione lineare, v. = {vq,...,v,} una base di V e
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w = {wy, wy, ..., w,} una base di W. Le coordinate rispetto a w dei vettori
L(vy), L(vg), ..., L(v,) sono le colonne della matrice A € M,, ,(R) associa-
ta ad L. Ora dobbiamo calcolare dim(ImZL) = dim(L(vy), L(ve), ..., L(v,))
(vedi [5.2), cioe la dimensione del sottospazio vettoriale generato da L(v),
L(vy), ..., L(v,). Questo ¢ equivalente a determinare il massimo numero di
vettori linearmente indipendenti tra L(vy), L(va), ..., L(v,) cioé il massimo
numero di colonne di A linearmente indipendenti, pensando ogni colonna di
A come un vettore di coordinate rispetto alla base {wy, ws, ..., w,}, e quindi
come un vettore di R™. Diamo dunque la seguente definizione:

Definizione 5.3.3 Data una matrice A € M,,,(R), diremo rango colonne
di A, e lo indicheremo con rgA, il massimo numero di colonne linearmente
indipendenti di A (pensate come vettori di R™).

In conclusione, se L : V — W e una applicazione lineare tra due R-
spazi vettoriali, con dimV = n e dimW = m, e se la matrice associata
a tale applicazione lineare rispetto ad una base fissata del dominio ed una
del codominio ¢ A € M,,,(R), allora rgA = dim(ImL). Inoltre per ogni
possibile scelta di basi di V', W tutte le matrici associate a L appartengono
all’insieme M., ,,(R) e tutte hanno rango colonne pari a dim(ImZ). Quindi il
rango colonne dipende solo dall’applicazione lineare L e non dalle basi scelte
nel dominio e nel codominio.

5.4 Esercizi svolti
Esercizio 5.4.1 Stabilire quali delle seguenti applicazioni sono lineari:
i) i:R—R, fi(z) =z +3.
i) fo:R?—R? foz,y) = (2%, ).
iii) f3:R? — R, f3(z,y) = 22 + 3y.

iV) f4 : MQ(R) E— RQ, f4 (CCL Z) = (G+C,b+d).
v) f5: Mu(R) — M, (R), f5(A) = 2A.

Svolgimento.
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i) L’immagine mediante un’applicazione lineare del vettore nullo del do-
minio € sempre il vettore nullo del codominio, ma f;(0) = 3 quindi f;
non ¢ un’applicazione lineare.

ii) L’applicazione fs non & lineare dal momento che f5((1,0) + (—1,0))
= f2(070) = (O’O) # f2(170) + f2(_1a0): (170) + (1’0) = (2’ 0)

iii) Per verificare che un’applicazione f : R*> — R? ¢ un’applicazione
lineare occorre verificare le due seguenti condizioni:

1) per ogni coppia di vettori v e w in R*: f(v+w) = f(v) + f(w);
2) per ogni v € R? e per ogni a € R f(aw) = af(v).

Consideriamo dunque 'applicazione f3 e siano v = (a,b) e w = (¢, d)
due elementi di R%2. Abbiamo:

fs(v+w) = fs(a+c,b+d) = 2(a+c)+3(b+d) = (2a+3b)+ (2¢+3d) =
f3(v) + f3(w), quindi la proprieta 1) e verificata.

Analogamente, preso « in R,
fs(aw) = f3(aa, ab) = 2aa + 3ab = a(2a + 3b) = af3(v).
Possiamo concludere che 'applicazione f3 e lineare.

Analogamente si procede per dimostrare che le applicazioni f4 e f5 sono
lineari.

Esercizio 5.4.2 Sia f : R? — R3 I'applicazione definita da:

flx,y,2) = (v +y,x+y,2).

i) Scrivere la matrice associata a f rispetto alla base canonica nel dominio
e nel codominio.

ii) Determinare Kerf e Imf.

iii) Scrivere la matrice associata a f rispetto alla base canonica nel dominio
e alla base {v; = (1,1,1),v2 = (1,1,0),v3 = (1,—1,0)} nel codominio.

iv) Scrivere la matrice associata a f rispetto alla base {vy,vq,v3} nel do-
minio e alla base canonica nel codominio.
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Svolgimento.

i) La matrice associata a f rispetto alla base canonica nel dominio e nel

i)

iii)

codominio ¢ la matrice che ha sulle colonne le coordinate rispetto alla
base canonica di R? delle immagini mediante f dei vettori della stessa
base. Calcoliamo dunque:

£(1,0,0) = (1,1,0) = 1(1,0,0) 4 1(0, 1,0) + 0(0,0, 1)

£(0,1,0) = (1,1,0) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) 4 0(0, 0, 1)
£(0,0,1) = (0,0, 1) = 0(1,0,0) +0(0, 1,0) + 1(0,0, 1).

Dunque la matrice associata a f rispetto alla base canonica nel dominio
e nel codominio e:

1 1 0
1 1 0
0 0 1

Sappiamo che Im f & generata dai vettori f(1,0,0), f(0,1,0) e f(0,0,1).
Dunque Imf = ((1,1,0), (0,0, 1)). Usando il Teorema delle dimensioni
[5.2.1] otteniamo che Ker(f) ha dimensione 1. Del resto, dal momento
che f(1,0,0) = (1,1,0) = f(0,1,0), per la linearita di f il vettore
(1,0,0) — (0,1,0) = (1,—1,0) ha come immagine mediante f il vettore
nullo:  f((1,0,0) — (0,1,0)) = f(1,0,0) — f(0,1,0) = Ogs. Dunque
Ker(f) = (1, ~1,0).

La matrice richiesta ha sulle colonne le coordinate nella base {vy, v,
v3} delle immagini dei vettori della base canonica. Abbiamo gia de-
terminato le immagini, tramite f, dei vettori della base canonica. Si

tratta ora di esprimere queste immagini in coordinate rispetto alla base
{v1,v9,v3}. Abbiamo:

£(1,0,0) = (1,1,0) = Ouv; + Llvg + Oy
£(0,1,0) = (1,1,0) = Ouvi + 1oy + Oy
f(O, 07 1) = (0, 0, ].) = lvy —1lug + 0713.
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iv) In questo caso la base fissata nel dominio & la base {vy, vo, v3}. Calcolia-
mo allora le immagini dei vettori vy, vo, v3 € determiniamo le coordinate
dei vettori trovati rispetto alla base canonica:

f(Ul) = (2,2,1) = 2(1,0,0) +2(0,1,0)
Flos) = (2,2,0) = 2(1,0,0) +2(0,1,0)
f(v3> = (Ov()?O)'

La matrice richiesta e dunque:

1(0,0,1)
1

+1(0,0
+0(0,0,1)

=N DN
S NN
o O O

Esercizio 5.4.3 Sia D : R=*[x] — R=3[x] lapplicazione derivata (rispetto
alla variabile ). Determinare KerD, ImD e la matrice associata a D rispetto
alla base B = {1, z, 2% 2z*} di RS3[z].
Svolgimento. Ricordiamo la definizione di derivata di un polinomio in una
variabile (di grado < 3):

D(ag + a17 + asx® + asx®) = ay + 2097 + 3as>.

Si verifica immediatamente, usando questa definizione, che la derivata e
un’applicazione lineare. Per definizione di nucleo di un’applicazione lineare,

Ker(D) = {p(z) = ag+ a12 + aza® + aza® | D(p(z)) = 0} =
= {p(x) = ap + a1 + asx® + a32® | ay + 2asz + 3azx?® = 0}.

Dunque

Ker(D)

{p(z) = ap + a1z + asx® + azz® | ap = ay = a3 =0} =
R.

Usando deduciamo immediatamente che 'immagine di D ha dimensione

3. Del resto
ImD = (D(1), D(x), D(z2), D(2*)) =

= (1,2z,32?).
La matrice associata a D rispetto alla base B e:
01 0 O

o O O
o O O

2 0
0 3
0 0
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Esercizio 5.4.4 Possiamo, nelle ipotesi precedenti, considerare ’applicazione
composta Do D = D?, cioe la derivata seconda nella variabile z, come appli-
cazione di R=3[z] in se stesso. Si verifichi che D? ¢ una applicazione lineare.
Definiamo allora 1'applicazione che ad ogni polinomio di R=3[z] associa la
sua derivata seconda meno la sua derivata prima: P —— D?*(P) — D(P). Si
verifichi che anche questo ¢ un endomorfismo di R=3[z]. In particolare si stu-
di il suo nucleo. Indicando, secondo la consuetudine, la derivata prima e la
derivata seconda di P rispettivamente con P’ e P”, il nucleo dell’applicazione
costruita e allora dato dall’insieme di polinomi P che soddisfano la relazione

P'—P =0
L’equazione trovata e detta equazione differenziale.

Esercizio 5.4.5 Tra le applicazioni lineari dell’esercizio |5.4.1|si determinino
quelle iniettive e quelle suriettive.

Svolgimento. Le funzioni f; e f, non sono lineari.
La funzione f3 non & iniettiva:f3(—3,2) = 0, dunque (—3,2) ¢ un vettore
non nullo del nucleo di f3. D’altra parte dal teorema delle dimensioni si
puo concludere che dim R? = dim Ker( f3) + dim Im(f3) da cui dim Ker(f3) =
2—dim Im( f3) > 1, quindi non esistono applicazioni lineari da R? a R iniettive
(vedi anche [5.2.2]iii). Nel nostro caso f3 ¢ suriettiva, infatti Imf3 contiene il
vettore f3(1,0) = 2 dunque ha dimensione almeno 1. Del resto dim(R) = 1,
quindi Im f3 = R.
Nello stesso modo f; € un’applicazione lineare suriettiva ma non iniettiva.
La funzione f5 ¢ un endomorfismo, dunque essa ¢ iniettiva se e solo se e
suriettiva. Del resto f5 € ovviamente suriettiva e quindi biiettiva.

Esercizio 5.4.6 Sia L : V — W un’applicazione lineare e siano {vy, ..., v,}
vettori linearmente indipendenti di V. Mostrare che se L e iniettiva allora i
vettori {L(v1),..., L(v,)} di W sono linearmente indipendenti.

Svolgimento. Consideriamo una combinazione lineare dei vettori L(vy),
..., L(v,) e supponiamo che essa sia uguale al vettore nullo di W

ar L(v) +w -+ +w anL(v,) = Oy
Per la linearita di L si ha:

Ow = a1L<U1) +w o +w anL(vn) = L(oqvl ‘v -ty oznvn).



72 LEZIONE 5. APPLICAZIONI LINEARI E MATRICI

Essendo L iniettiva per ipotesi, I'unico vettore di V' che ha come immagine
Oy e il vettore nullo di V', quindi:

vty - v apu, = OV

e questo implica a; = ap = -+ - = «,, = 0 dal momento che i vettori vy,...,v,
sono linearmente indipendenti. L’esercizio e concluso.

Esercizio 5.4.7 i) E possibile costruire una applicazione lineare iniettiva
da R? in R?? E un’applicazione suriettiva? In caso affermativo si
facciano degli esempi.

ii) E possibile costruire una applicazione lineare iniettiva da R? in R3? E
un’applicazione suriettiva? In caso affermativo si facciano degli esempi.

Svolgimento.

i) Dall’osservazione [5.2.2jii), sappiamo gia che non vi sono applicazioni
lineari iniettive fra R® e R2.  Come ulteriore verifica, notiamo che
nell’esercizio precedente abbiamo mostrato che un’applicazione lineare
iniettiva manda vettori linearmente indipendenti in vettori linearmente
indipendenti dunque non esiste un’applicazione lineare iniettiva da uno
spazio di dimensione n in uno spazio di dimensione m se m < n.

Al contrario e certamente possibile costruire un’applicazione lineare
suriettiva da R? in R2, ad esempio I'applicazione lineare f definita da:
f£(1,0,0) = (1,0), £(0,1,0) = (0,1), £(0,0,1) = (1,1) & suriettiva dal
momento che Imf = ((1,0),(0,1)) = R?.

ii) Sia g : R* — R3 lapplicazione lineare definita da: ¢(1,0) = (1,0,0),
g(0,1) = (0,1,0). L’applicazione lineare g ¢ iniettiva, infatti Img =
(9(1,0),9(0,1)) = ((1,0,0),(0,1,0)) ha dimensione 2, di conseguenza
il nucleo di g ha dimensione 0, cioe e banale.

D’altra parte, sempre per ii), I'immagine di un’applicazione linea-
re ha dimensione minore della dimensione del dominio o uguale ad essa.
Dunque non ¢ possibile costruire un’applicazione lineare suriettiva da
R? in R3.

Esercizio 5.4.8 i) Esiste un’applicazione lineare g : R* — R? tale che
9(1,0,0,0) = (3,4), 9(2,3,4,0) = (1,2), e 9(0,3,4,0) = (6,5)7 In caso
affermativo se ne faccia un esempio.
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ii) Esiste un’applicazione lineare h : R* — R? tale che h(1,0,0,0) =
(3,4), h(2,3,4,0) = (1,2), h(0,0,3,2) = (2,8)? In caso affermativo le
si descrivano tutte.

Svolgimento.

i) Osserviamo innanzitutto che (0,3,4,0) = (2,3,4,0) — 2(1,0,0,0). Per-
tanto, se esistesse una funzione lineare g come richiesta, si avrebbe:
9(0,3,4,0) = ¢(2,3,4,0) — 2¢(1,0,0,0), cioe (6,5) = (1,2) — 2(3,4),

ma questo non e possibile.

ii) Osserviamo che i vettori (1,0,0,0), (2,3,4,0), (0,0,3,2) sono linear-
mente indipendenti (si verifichi!) dunque e possibile definire un’appli-
cazione lineare fissando liberamente le loro immagini. In particolare
esiste sicuramente un’applicazione lineare h come richiesta.

Per definire un’applicazione lineare e sufficiente definire le immagini
dei vettori di una base del dominio. Nel nostro caso possiamo aggiun-
gere all'insieme (1,0,0,0), (2,3,4,0), (0,0, 3,2) il vettore (0,0,0, 1) per
ottenere una base di R*. Allora una qualsiasi applicazione h soddi-
sfacente le ipotesi dell’esercizio sara definita da h(1,0,0,0) = (3,4),
h(2,3,4,0) = (1,2), h(0,0,3,2) = (2,8) h(0,0,0,1) = (a,b) al variare
di a e bin R. Notiamo, in particolare, che esistono infinite applicazioni
lineari soddisfacenti le ipotesi.

Esercizio 5.4.9 Sia L l'endomorfismo di R?® che rispetto alla base B =
{(2,1,2), (3,1,1), (1,0,1)} ha come matrice

A:

= o N

1
3
1

—_ = O

Determinare I'immagine mediante L del vettore w = (1,1,1). Determinare,
inoltre, nucleo e immagine di L.

Svolgimento. La matrice A ha sulle colonne le coordinate nella base B

delle immagini dei vettori della base B stessa. Pertanto, se (a, b, c) sono le
a

coordinate di un vettore v nella base B, L(v) = A | b | saranno le coordinate
c

nella base B del vettore L(v).
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Dobbiamo dunque, innanzitutto, calcolare le coordinate del vettore (1,1, 1)
nella base B. Si verifica facilmente che (1,1,1) = 1(2,1,2) + 0(3,1,1) —
1(1,0,1), cioe (1,1,1) = (1,0, —1)p. Pertanto

2 1 0
Lw)y=[0 3 1 0 |=1[-1
11 1) \—1 0

cioe L(w) = (2,-1,0)5 = 2(2,1,2) — (3,1,1) = (1, 1, 3).
Chi e il nucleo dell’applicazione L? E, per definizione, 'insieme dei vettori
(x1, z2, x3)p tali che sia

2 10 T 0
0 3 1 2 | =10
1 11 T3 0

cioe i vettori (1, e, x3)p tali che (2x1 + xq, 3z + x3, 1 + 22 +23) = (0,0, 0),
ie., xr1 = w9 = 3 = 0. Dunque KerLl = Ogs e la funzione L & iniettiva.
Di conseguenza L ¢ suriettiva (L ¢ un endomorfismo) pertanto ImL = R? e
quindi il rango colonne di A ¢ rgA = 3.

5.5 Esercizi proposti

Esercizio 5.5.1 Stabilire quali delle seguenti applicazioni sono lineari:
L f:R? =R f(z,y) = (v —y+2,2+y)

2. g:R* >R, g(z,y,2) = (2* — %, 2+ y);

CR2 _(*~Y 0
3. h:R? = My(R), h(x,y)—( ; 2m_3y).

Esercizio 5.5.2 Si consideri, al variare di & € R, 'applicazione f; : R? —
R3, fu(z,y) = (z — vy, ky, ky). Stabilire per quali valori di k 'applicazione fj
e lineare. Per i valori di k trovati:

1. Scrivere la matrice associata ad fj rispetto alla base B = {(1,1),(1,2)}
di R? ed alla base canonica di R3.

2. Determinare nucleo e immagine di fj.
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3. Determinare i valori di & tali che il vettore (1,0,0) appartenga all’im-
magine di fj.

Esercizio 5.5.3 Costruire una applicazione lineare f : R — R? non nulla
tale che:

1. f non sia suriettiva;
2. il nucleo di f contenga i vettori (2,2,2), (1,1, —1).

Scrivere la matrice associata all’applicazione f costruita, rispetto alle basi
canoniche di R?® ed R%. L’applicazione f richiesta ¢ unica?

Esercizio 5.5.4 Si consideri 'applicazione lineare L : R=?[z] — R3, L(a +
br + cx?) = (a+b,a+c,b—c).

1. Dopo aver fissato una base di R=%[z] ed una base di R3, determinare la
matrice associata ad L rispetto a tali basi.

2. Determinare nucleo ed immagine di L. ’applicazione L ¢ iniettiva? E
suriettiva?

Esercizio 5.5.5 Sia f : My(R) — R? l’applicazione cosi definita:

(ﬁ Z)H(b—c,bJrc).

1. Mostrare che 'applicazione f ¢ lineare.

2. Scrivere la matrice associata ad f rispetto alle basi canoniche di Ms(R)
e R2.

3. Determinare nucleo e immagine di f.

4. Determinare la controimmagine mediante f del sottospazio vettoriale
S ={(0,1)) di R2.
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Lezione 6

Sistemi lineari

6.1 Applicazioni lineari vs matrici

Definizione 6.1.1 Dati V e W spazi vettoriali reali, indichiamo con
Lin(V,W) Uinsieme di tutte le applicazioni lineari tra V. e W.

Vogliamo mostrare che, dati V' e W spazi vettoriali di dimensione fini-
ta rispettivamente n; e ng, 'insieme Lin(V,W) & uno spazio vettoriale di
dimensione finita, e che ogni scelta di una base di V' e di una di W indivi-
dua un isomorfismo tra Lin(V,W) e M,, ,,(R). In altre parole, una volta
fissate una base del dominio ed una del codominio, parlare di applicazioni
lineari tra spazi vettoriali sara del tutto equivalente a parlare di matrici.
Quest’identificazione avra delle conseguenze importanti.

Definiamo prima di tutto la struttura di spazio vettoriale su Lin(V, W).
La somma “+,” di due applicazioni lineari ¢ definita come segue: se f,g €
Lin(V,W), f+,g eapplicazione lineare tale che (f4,9)(v) = f(v)4+w g(v)
per v € V. Verifichiamo che f+,g e un’applicazione lineare. Per ogni coppia
di elementi vy, vy € V si ha:

(f+c9) (v +vve) = flvr+v ) 4w glvr +vve) =

= f(v) +w f(v2) +w g(v1) +w g(v2) =

= (f(v1) +w g(v1)) +w (f(v2) +w g(v2)) =
(f +2 9)(v1) +w (f +2 g)(va).

Inoltre, presi A e Rewv € V,

(f+cg)(Av) = (W) +w g(hv) = Af(v) +w Ag(v) =
A(f(0) +w g(v) = Af +2 9)(v).

7
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Quindi f 4, g & un elemento di Lin(V, W) percio “4,” & un’operazione ben
definita su Lin(V, W).

Definiamo ora il prodotto di n € R per f € Lin(V,W), nf : V —
W, ponendo (nf)(v) = n(f(v)). Si vede facilmente che anche nf ¢ una
applicazione lineare e quindi un elemento di Lin(V,W). Si verifichi che
Lin(V, W) con le operazioni appena definite & un R-spazio vettoriale.

Scegliamo ora una base V di V e una base W di W: V = {vy,..., v, },
W = {ws,...,w,,}. Con queste scelte possiamo definire una funzione

()OV,W . EZTL(V, W) e Mng,nl (R)

che ad ogni applicazione lineare f associa la matrice Ay relativa all’appli-
cazione f rispetto alle basi )V del dominio, W del codominio. Ricordiamo che
tale applicazione dipende dalla scelta delle basi, che le colonne di A; sono
le coordinate rispetto ai vettori della base del codominio delle immagini dei
vettori della base del dominio, che ambedue gli spazi Lin(V, W) e M, »,, (R)
ammettono una struttura di spazio vettoriale.

Proposizione 6.1.2 La funzione oy € un isomorfismo.

Dimostrazione. Dobbiamo vedere che ¢y yy € una funzione lineare biiettiva.
Per la linearita basta osservare che la matrice associata a f +, ¢ ha sulle
colonne le coordinate rispetto a VW delle immagini dei vettori della base
V tramite f +, g: nella prima colonna avremmo le coordinate del vettore
(f +2 9)(v1) = f(v1) + g(vq) cioe la somma delle coordinate di f(v;y) e di
quelle di g(v1). Ma le coordinate di f(v1) costituiscono la prima colonna di
Ay e le coordinate di g(vq) la prima colonna di A,. Dunque la prima colonna
della matrice Ay, . 4, associata a f 4, g, € somma della prima colonna di Ay
e della prima colonna di A,. Lo stesso vale per tutti gli altri elementi della
base V e quindi per tutte le altre colonne di As .,

ovw(f +29) = Arig = A+ Ag = 0w (f) +a v w(9).

Per quanto riguarda poi A € Re f € Lin(V, W) si ha che \f & per definizione
I'applicazione lineare che spedisce ogni vettore v; in A-volte f(v;), i.e. in
A-volte le vecchie coordinate. Otteniamo pertanto wy w(Af) = Axp = AAj:

@v,w()\f) = A@v,w(f)‘
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Quindi la funzione ¢y yy € lineare. Vediamo che ¢y )y € un’applicazione ini-
ettiva: I'elemento di Lin(V, W) che ha come immagine il vettore neutro dello
spazio vettoriale delle matrici M,,, ,,, (R), i.e. la matrice nulla, ¢ 'applicazione
lineare h di V in W che manda ogni vettore della base V nel vettore di W
che ha coordinate tutte nulle cioe nel vettore nullo di W. Dunque A e I'ap-
plicazione lineare nulla! Per la suriettivita osserviamo che, data una matrice
B = (bij) € My, (R), possiamo associare a tale matrice la applicazione lin-
eare gg che spedisce v nel vettore di W che abbia come coordinate rispetto
a W la prima colonna di B: gp(v1) = bjjwy + bajwg + + -+ + by,1w,, € cos
via. La matrice associata a gp rispetto alle basi V e WV e esattamente B! La
funzione ¢y, € dunque suriettiva. C.V.D.

Conclusione: scelte una base di V' ed una base di W, parlare di appli-
cazioni lineari tra V' e W o di matrici ad esse associate (tramite la scelta delle
basi) & del tutto equivalente. Per questo andremo a studiare direttamente le
matrici. Dall’osservazione precedente possiamo anche dedurre che I'insieme
delle applicazioni lineari Lin(V, W) tra due spazi vettoriali di dimensione
finita, n e m rispettivamente, ¢ pure uno spazio vettoriale di dimensione
mn, perché isomorfo allo spazio delle matrici. Attenzione: tale isomorfismo
dipende dalle basi scelte! Non esiste una matrice che rappresenti una appli-
cazione lineare se non dopo aver specificato le basi! Vi sono tuttavia delle
caratteristiche intrinseche nella applicazione lineare da cui siamo partiti che
si ritroveranno in tutte le matrici ad essa associate rispetto a basi diverse.

6.2 Risolvere 1 sistemi lineari

Arriviamo al nostro obbiettivo principale: studiare i sistemi lineari (problema
A dell'Introduzione). Che cos’e un sistema lineare?

Definizione 6.2.1 Un sistema lineare di m equazioni in n incognite a coef-
ficienti reali & una lista di m equazioni nelle incognite x1,xo, ..., T,
a1121 + a12%2 + -+ a1y, = by

a91T1 + A29T2 + * ** + ATy = bg (6 1)

Am1T1 + Aol + - - - + App Ty = bm

dove gli elementi a;; € R, peri = 1,....m e j = 1,...,n, si dicono 1
coefficienti del sistema e gli elementi b; € R, per i = 1,...,m si dicono 1
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termint noti del sistema. 1l sistema si dice omogeneo se tutti i termini noti
sono nulli, e st dice quadrato se m = n. La matrice

a1 a12 e A1p

921 a99 e QAon,
A= . . .

Am1  Am2 . Qmn

st dice matrice incompleta associata al sistema mentre la matrice

a1 12 e Q1 b1

a921 929 Ce QAon, b2
(A]b) =

Aml Gm2 -+ Gmn | bm

che si ottiene aggiungendo ad A la colonna dei termini noti b (quindi la
matrice (A | b) € My ni1(R)) si dice matrice completa associata a ([6.1)).

Per determinare le soluzioni di un sistema lineare sfrutteremo la teoria
sviluppata finora.

Abbiamo visto che, dati due spazi vettoriali V' e W di dimensione rispet-
tivamente n e m, e scelte due basi V = {v,...,v,} e W = {wy,...,w,}
rispettivamente di V' e W, un’applicazione lineare f € Lin(V,W) & rap-
presentata da una matrice A = (al])f;lrg € M,,»(R) in cui la colonna
J — esima ¢ data dalle coordinate, rispetto alla base WV, dell'immagine del
j — estmo vettore della base V, i.e., f(v;) = ajjwy + agjwa + -+ + AWy =
(@1, a2j, - .., am;)w- Risulta altresi che per calcolare I'immagine mediante f
del vettore v € V si devono innanzitutto calcolare le sue coordinate nella
base V:ﬁv = [y + Gova+ - -+ Buvn = (61, Pa, - - -, Bn)yv, dopodiché il prodot-

1

to A | "7 | fornira le coordinate nella base W del vettore f(v) (attenzione:
Bn

espresse in colonna, non in riga). La scelta delle basi ci ¢ servita solamente

per interpretare le applicazioni lineari in termini di matrici.

Prendiamo ora una matrice A = (a;;) € My ,(R) ed una m — upla
b
by . e
b = . € R™ (colonna dei termini noti). Allora cercare le n — uple

b
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T
T2 . . . R
x =] .7 | (colonna delle incognite) tali che Ax = b, cioe
Tn
T
a1 a12 13 e e A1y T bl
2
a921 929 923 el e Qon bg
= )
m-11 Om-12 aAm-13 .- ... Gm_1n
Am1 Am2 am3 e e Qmn bm
T
equivale a cercare i vettori di coordinate (xi,zs,...,z,) che sono inviati
in (by,by,...,b,) tramite I'applicazione lineare descritta dalla matrice A.

Rispetto a quali basi? Dal momento che stiamo esprimendo tutto in coordi-
nate stiamo fissando implicitamente ed una volta per tutte la base canonica
di R™ nel dominio e la base canonica di R™ nel codominio. Denotiamo
con @, : R" — R™ D'applicazione lineare associata ad A rispetto alle basi
canoniche del dominio e del codominio.

A questo punto l'interpretazione del problema iniziale e chiara: deter-
minare tutti i vettori di R™ la cui immagine tramite 1’applicazione lineare
@4 ¢ il vettore (by,...,b,) € R™. Da conosciamo gia tutti i risultati
possibili:

-) se il vettore (by,...,by,) € R™ non appartiene all'immagine di ¢4 il
sistema non ¢ risolubile,
-) se (b, ..., by,) appartiene all'immagine di ¢4, I'insieme delle soluzioni

del sistema & (aq,ag, ..., a,) + Kerpy (vedip.1) dove (ag,as,...,a,) € R™ &
una soluzione particolare del sistema, i.e.,

aq b1

b
A 45) _ .2
an b,

Non ci sono altre possibilita.

Teorema 6.2.2 (Teorema di Rouché-Capelli) Dato un sistema lineare

Ax=b Ae M, ,(R), x€R" beR™ (vettori colonna)
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esso ammette soluzione se e solo se:
rgA =1g(A | b)

cioe se e solo se il rango della matrice incompleta coincide con il rango della
matrice completa. Nel caso di uguaglianza l'insieme delle soluzioni é il sot-
toinsieme v + KerA di R™, ove v é una soluzione particolare del sistema e
KerA ¢ il nucleo dell’applicazione lineare p 4. Il sottospazio vettoriale Ker A
ha dimensione n — rgA.

Dimostrazione. L’idea e la seguente: nell’interpretazione data del sistema
in termini dell’applicazione lineare ¢4 : R* — R™ dire che il sistema ha
soluzione significa che il vettore w che ha coordinate b rispetto alla base
canonica di R™ appartiene all'immagine dell’applicazione ¢4 e cioe che la
colonna b & combinazione lineare delle colonne di A (che generano I'immagi-
ne di p4). Pertanto dire che il sistema ammette soluzione equivale a dire che
il numero di colonne linearmente indipendenti della matrice A non cambia se
si aggiunge ad A la colonna dei termini noti, cioe che il rango della matrice
completa (A | b) € My, »+1(R) & uguale al rango della matrice incompleta
A.

La struttura della controimmagine di un vettore tramite una applicazione
lineare ¢ gia stata studiata nella lezione 5 quindi il resto del contenuto del
teorema ¢ gia stato dimostrato. C.V.D.

Osservazione 6.2.3 Abbiamo gia osservato che in uno spazio vettoriale V'
un sottoinsieme della forma v + ker A & un sottospazio vettoriale di V' se e
solo se v € ker A. In tal caso v + ker A = ker A. Sia ora v + ker A 'insieme
delle soluzioni di un sistema lineare della forma Ax = b. Allora tale insieme
e un sottospazio vettoriale se e solo se il sistema € omogeneo, vale a dire se
e solo se b=0.

Osserviamo inoltre che I'insieme v+ker A e costituito da un solo elemento
se ker A ¢ banale altrimenti ¢ costituito da infiniti elementi, perché se ker A
non ¢ banale contiene infiniti elementi. Dunque se un sistema lineare a
coefficienti reali ammette soluzioni, tali soluzioni sono infinite o una sola.
Non ci sono altre possibilita.

A questo punto non ci resta che trovare un modo per determinare le
soluzioni del sistema qualora questo ammetta soluzioni. Vediamo quello che
sappiamo gia. Per quanto gia osservato, KerA e l'insieme delle soluzioni
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del sistema omogeneo Ax = 0 (continuiamo ad indicare i vettori colonna in
grassetto). D’altra parte, per [5.2.1} KerA ¢ un sottospazio vettoriale di R"
di dimensione n — dim(ImA) = n — rgA.

6.3 Il Metodo di soluzione di un sistema li-
neare

Di fronte ad un sistema lineare Ax = b ci poniamo le seguenti domande:
1) Il sistema ammette soluzioni?

Se la risposta a questa domanda ¢ negativa allora non abbiamo altro da
chiederci. Se la risposta ¢ affermativa ci chiediamo:

2) Quante soluzioni ammette il sistema?
3) Quali sono le soluzioni del sistema?

Abbiamo visto che ad ogni sistema lineare Ax = b (con A € M,,,,) pos-
siamo associare ’applicazione lineare ¢4 : R® — R™ descritta, rispetto alle
basi canoniche del dominio e del codominio, dalla matrice A. Abbiamo visto
che determinare le soluzioni di un sistema equivale a determinare l'insieme
o1 ({w}) ove w € R™ ¢ il vettore che ha coordinate b rispetto alla base
canonica di R™.

Se cambiassimo la base del codominio? Allora la matrice associata a
pa cambierebbe di conseguenza, ma cambierebbe anche il termine noto b
del sistema che risulterebbe uguale alla m-upla di coordinate del vettore w
rispetto alla nuova base di R™ scelta. In termini di sistemi lineari questo
significa risolvere un sistema diverso da quello dato, ma equivalente cioe con
le stesse soluzioni del precedente, infatti il vettore w e sempre lo stesso e
I'insieme delle soluzioni ¢ ¢~ ({w}).

In particolare, il rango della matrice non sara cambiato! Infatti modi-
ficheremo solo la base del codominio e dunque la dimensione dell’immagine
non verra alterata. Ma quali effetti produce un cambiamento di base del
codominio sulla matrice A?

Mostreremo in [B.4] che scambiare due vettori della base del codominio
equivale a scambiare le righe corrispondenti della matrice A. Moltiplicare il
vettore 1 —esimo della base del codominio per o # 0 equivale a moltiplicare la
riga i —esima per i Scegliere una nuova base in cui, ad esempio, 1'i — esimo
vettore e il vecchio ¢ — esimo a cui si somma [ volte il j — esimo e gli altri
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rimangono invariati corrisponde a sommare alla riga 7 — esima della matrice
A la riga ¢ — esima moltiplicata per —3. Come si vede, i cambiamenti di
base nel codominio determinano trasformazioni che coinvolgono le righe della
matrice A. Tali trasformazioni non alterano il rango della matrice in quanto
I'immagine dell’applicazione lineare ¢4 ¢ sempre la stessa. Tali operazioni
sono dette operazioni elementari sulle righe:

Definizione 6.3.1 Operazioni elementari sulle righe. Data una ma-

trice A € M, n(R), le sequenti operazioni si dicono “operazioni elementari
sulle righe di” A:

(i) moltiplicare una riga per uno scalare non nullo;
(il) sommare ad una riga un’altra riga moltiplicata per uno scalare;
(iii) scambiare di posto tra di loro due righe.

Notazione:

indicheremo con H;(«) l'operazione elementare (i): moltiplicare la riga
i-esima per lo scalare non nullo «a # 0;

indicheremo con H; j(a) l'operazione elementare (ii): sommare alla riga
1-esima la riga j-esima moltiplicata per «;

indicheremo con S;; 'operazione elementare (iii): scambiare la riga i-
esima con la riga j-esima.

Osservazione 6.3.2 Le operazioni elementari sulle righe di una matrice non
alterano il rango della matrice.

L’idea ¢ quella di usare i cambiamenti di base nel codominio e quindi
operazioni elementari sulle righe in modo da ottenere un sistema lineare
equivalente di cui sia facile determinare 'insieme delle soluzioni.

Definizione 6.3.3 Una matrice A € M,,,(R) si dice a scala (o a scali-
ni) rispetto alle righe se soddisfa le sequenti condizioni: le righe che con-
tengono solo zeri sono le ultime e il primo elemento non nullo di ogni riga
(non nulla) si trova pit a destra del primo elemento non nullo della riga
precedente.
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Ad esempio
1 0 3 0 0 0
01 2 4 1 0
0 00 2 10
000 0 0 1
0 00 0 0 0

¢ una matrice a scala rispetto alle righe.

Il primo elemento non nullo di una riga di una matrice a scala si chiama
anche pivot.

Perché ci interessa questo tipo di matrice? Perché in una matrice a scalini
rispetto alle righe i pivots individuano esattamente le colonne linearmente
indipendenti, quindi il rango colonne di una matrice in forma a scalini rispetto
alle righe & uguale al numero di pivots (per convincersene, basta osservare che
le colonne che non contengono pivots sono combinazioni lineari delle colonne
alla loro sinistra che contengono pivots!) Nel nostro esempio abbiamo, per
la quinta colonna,

0 0 0 1
1 E 1 0
1 =3 21 +(=1)10]+0]0
0 0 0 0
0 0 0 0

Tra le righe...osserviamo che possiamo definire il rango righe della matrice
A e M, »,(R) come il massimo numero di righe di A (intese come vettori di
R™) linearmente indipendenti. Quello che si puo vedere & che i pivots nella
forma a scalini rispetto alle righe appartengono esattamente alle righe che
sono linearmente indipendenti. La conclusione ¢ abbastanza sorprendente:
data una matrice A € M,, ,,(R), le colonne di A generano un sottospazio di
R™ e le righe generano un sottospazio di R™: tali sottospazi hanno la stessa
dimensione! D’ora in poi parleremo semplicemente di rango di una matrice
A, senza specificare se si tratta del rango righe o del rango colonne, e lo
indicheremo con rgA.

Le operazioni elementari sulle righe di una matrice lasciano invariato 1’in-
sieme delle soluzioni del nostro sistema lineare, dal momento che la base
del dominio non viene coinvolta. Stiamo prendendo due piccioni con una
fava: semplifichiamo il nostro sistema e otteniamo immediatamente quan-
to vale rgA e quindi quanto vale la dimensione del nucleo della matrice A
(dim KerA = n — rgA).
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Ma e sempre possibile “ridurre” una matrice A € M,, ,, in forma a scalini
e, se s, come? Mostreremo che con operazioni elementari sulle righe si puo
sempre ‘“ridurre” una matrice in forma a scalini utilizzando il Teorema di
riduzione di Gauss.

Teorema 6.3.4 (Teorema di riduzione di Gauss). Ogni matrice A €
Mn(R) puo essere ridotta in forma a scalini (per righe) usando operazioni
elementari sulle righe di A.

[lustriamo concretamente il metodo di riduzione di Gauss in un esempio.
Riduciamo a scala la matrice

0 1 0 3
0o 0 -1 1
A= 1 -1 2 0
2 0 0 -1

Passo 1. Individuare la prima colonna non nulla. Nel nostro caso e la
prima colonna. Nella prima colonna non nulla individuare un’entrata non
nulla. Se tale entrata non e nella prima riga, con un’operazione elementare
del tipo (iii) (scambio di due righe), spostare tale riga al posto della prima.
Nel nostro esempio ay; = ag; = 0, quindi la prima entrata non nulla della
prima colonna e az; = 1. Allora scambiamo la prima con la terza riga:

0 1 0 3 1 -1 2 0
A 0 0 -1 1 Sis 0o 0 -1 1
1 -1 2 0 0 1 0o 3
2 0 0 -1 2 0 0 -1

Passo 2. Ora tramite operazioni elementari del secondo tipo (sommando
ad ogni riga un opportuno multiplo della nostra nuova prima riga) possiamo
fare in modo che tutti gli altri termini di quella colonna diventino nulli. Nel
nostro esempio a4; = 2, quindi (essendo ora a;; = 1) per avere 0 nel posto
4,1 dobbiamo sommare alla quarta riga la prima moltiplicata per —2:

-1 2 0 1 -1 2 0
0O -1 1 HM_(—>2) o 0 -1 1
1 0 3 0 1 0 3
0 0 -1 0 2 -4 -1

N OO =

Passo 3. Lasciare fissa la prima riga e procedere come ai passi 1 e 2 per
la matrice che si ottiene cancellando la prima riga.
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Nel nostro esempio considerare la matrice che si ottiene cancellando la
prima riga vuol dire che il primo termine non nullo della seconda colonna
¢ ass = 1 (perché la prima riga non va considerata e asy; = 0). Allora,
procedendo come spiegato nel passo 1, scambiamo la seconda riga con la
terza:

1 -1 2 0 1 -1 2 0
o 0 -1 1 Sa3 | O 1 0 3
—

0 1 0 3 o 0 -1 1
0o 2 -4 -1 0o 2 -4 -1

Nella seconda colonna (sotto la seconda riga) resta ancora un termine non
nullo a4s = 2. Per eliminarlo dobbiamo sommare alla quarta riga la seconda
moltiplicata per —2:

-1 2 0

1 0 3 Hy2(—2)
0o -1 1

2 -4 -1

-1 2 0
1 0 3
0o -1 1
0 —4 -7

S O O

1
0
0
0

Ora passiamo alla terza colonna lasciando fisse le prime due righe. Il coef-
ficiente az3 = —1 quindi in questo caso non serve fare nessuno scambio. Ci
resta da “sistemare” solo l'ultima riga, in quanto ay3 = —4. In questo caso
bastera sommare all’'ultima riga la terza moltiplicata per —4:

1 -1 2 0 1 -1 2 0
0 1 0 3 Haa(-4) 0 1 0 3
0 0 -1 1 0O 0 -1 1
0o 0 -4 -7 0 O 0 -11

In questo modo abbiamo ridotto la nostra matrice di partenza A in forma a
scalini e i termini in neretto nella matrice ottenuta sono i pivots.

A questo punto abbiamo tutti gli strumenti per rispondere alle domande
che ci siamo posti all’inizio della sezione 6.3:

Risoluzione di un sistema lineare

Sia dato il sistema lineare Ax =b con A € M, ,(R) e x € R", b € R™:
1) Applichiamo le trasformazioni per riga alla matrice completa (A | b)
fino a ridurla in forma a scalini per righe. Chiamiamo S’ la matrice ottenuta.
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In questo modo otteniamo contemporaneamente anche la forma a scalini per
righe di A che indicheremo con S. 1l sistema ha soluzione se e solo se il
rango di S’, cioe il numero di righe non nulle o, equivalentemente, di pivots
di §’, ¢ uguale a quello di S, cioe se e solo se S’ non ha pivots nell’ultima
colonna. Se invece il numero di righe non nulle di S’ & diverso da quello di S
allora necessariamente S’ ha un pivots in piu (nell’ultima colonna) rispetto
alla matrice S e in questo caso il sistema lineare non ha soluzione.

2) Nel caso in cui vi siano soluzioni possiamo cercarle direttamente usan-
do le matrici S e S’: infatti le trasformazioni per riga non hanno alterato
le soluzioni. Dobbiamo trovare una soluzione particolare del sistema e de-
terminare KerA che e uno spazio di dimensione n — rgA: quindi dovremo
trovare n —rgA vettori linearmente indipendenti in KerA. Le coordinate dei
vettori di KerA debbono verificare il sistema omogeneo Ax = 0. Tale sistema
e equivalente al sistema Sx = 0 che si puo risolvere per sostituzioni succes-
sive dal basso, dal momento che la matrice S & in forma a scala per righe.
Analogamente, per trovare una soluzione particolare del sistema di partenza
possiamo usare il sistema associato alla matrice S’ che e equivalente a quello
di partenza. Descriviamo un metodo meccanico per costruire le soluzioni:
consideriamo una n — upla (z1,...,x,) e lasciamo libere le entrate la cui
posizione corrisponde alle colonne dove compaiono i pivots, ad esempio se i
pivots compaiono nella prima, quarta, quinta colonna, allora lasciamo libere
le entrate z1, x4, x5. Alle altre n — rgA entrate diamo di volta in volta i
seguenti valori: le fissiamo tutte uguali a 0 tranne una che poniamo uguale a
1. Per ognuna di queste scelte (sono n —rgA) possiamo determinare in modo
univoco i valori delle variabili che abbiamo lasciato libere. In questo modo
abbiamo costruito n — rgA vettori di R™ linearmente indipendenti (ognuno
di essi ha una entrata non nulla in una posizione in cui tutti gli altri hanno
entrate nulle). Ognuna di queste n-uple & soluzione del sistema omogeneo
Sx = 0 pertanto abbiamo determinato una base dello spazio delle soluzioni
del sistema omogeneo. Resta da trovare una soluzione particolare di Ax = b
e per questo e conveniente utilizzare la forma a scalini per righe gia ottenuta.
In questo caso non esiste un modo standard di procedere. Un’idea puo essere
quella di assegnare il valore 0 alle incognite z; relative alle colonne che non
contengono pivots e di calcolare poi la soluzione per sostituzione diretta.

Attenzione. Non esiste una forma a scalini per righe unica per una
matrice. Tuttavia ogni forma a scalini per righe della stessa matrice possiede
lo stesso rango!
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Esempio 6.3.5 Risolvere il seguente sistema nelle incognite x1, zo, x3:

2!E1 — Ty = 1
To = -3 '
Attenzione: nelle equazioni del sistema non appare l'incognita x3 ma le

soluzioni debbono essere cercate tra gli elementi di R?. In termini matriciali
si tratta di risolvere il sistema

x 2 -1 0 T 1
A i) = 0 1 0 i) = -3
T3 0 0 0 T3 0

Una soluzione particolare ¢ data da (—1,—3,1) (ma anche (—1,—3,50) va
bene!). Determiniamo ora KerA. Si vede subito che il rango di A ¢ due
e che quindi la dimensione di KerA e uno. La matrice ¢ gia in forma a
scalini per righe, dunque scegliamo il valore 3 = 1 e cerchiamo un elemento
di KerA della forma (x1,22,1). Otteniamo facilmente il vettore (0,0,1).
Quindi KerA = ((0,0,1)) e 'insieme delle soluzioni del sistema ¢ (1, —3,0) +
((0,0,1)).

Esempio 6.3.6 Cerchiamo di risolvere il sistema lineare nelle incognite x1,
To, T3, T4:

51’2 — 31‘3 — 51‘4 =-3
3x1 — 4ay + 323+ 4day = 3.

Tale sistema puo essere scritto in forma matriciale come

{25[]1—1‘2+ZE3+I4:1

2 —1 1 1 1 1
0o 5 -3 5| [™={-3],
3 -4 3 4 3 3
Ty
2 —1 1 1
ie. Ax =bdove A= [0 5 -3 —5] € M34(R) si deve intendere
3 -4 3 4

come la matrice di una applicazione lineare da R* a R3. In particolare A
avra necessariamente nucleo non banale poiché la dimensione dell’immagine
e al piu 3! Prendiamo allora la matrice completa del sistema e cerchiamo di
trovarne la forma a scalini per righe. Sostituiamo I'ultima riga con la somma
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della prima riga moltiplicata per —% e dell'ultima (operazione elementare
Hs1(—3/2)). Si ottiene:

2 -1 1 1|1

0 5 -3 —-5|-3

0 _5 3 5|3

2 2 2 | 2

Ora sostituiamo la terza riga con la somma della seconda riga moltiplicata
per % e dell’ultima:
2 -1 1 1|1
0 5 -3 —5|-3
0O 0 0 01]0
che ¢ la forma a scalini per riga cercata. In particolare abbiamo calcolato la
forma a scalini della matrice A:

2 -1 1 1
0 5 -3 =5
0O 0 0 0

Il numero di pivots ¢ due quindi la dimensione dell'immagine dell’applicazione
e 2, la dimensione del nucleo e n—rgA = 4—2 = 2. Il rango della matrice com-
pleta & pure 2 (non ci sono pivots nell’ultima colonna): il sistema ammette
dunque soluzioni. L’insieme delle soluzioni ¢ (ay, as, as, ay) + KerA, essendo
(a1, a9, as, aq) una soluzione particolare del sistema. Determiniamo KerA: i
pivots sono nella prima e seconda colonna. La terza e la quarta colonna della
matrice A non contengono pivots. Cerchiamo allora gli elementi di KerA del
tipo (21,2, 1,0) e (x1, 22,0, 1). Risolviamo quindi, innanzitutto, il sistema:

29 -1 1 1 0
0 5 -3 -5 ‘Tf 1o
0 0 0 0 . 0

cioe
2v1 —x2+140=0
51‘2—3—|—0:0

Otteniamo: 9 = % e x = %1 Abbiamo cosi individuato il vettore
(—%, %, 1,0) appartenente a KerA. Analogamente possiamo procedere con
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(x1,22,0,1) e quindi risolvere il sistema

29 -1 1 1 1 0
0 5 -3 -5 ‘%2 —lo
0 0 0 0 X 0

cioe
21]1—IL‘2+0+1:0
51’2+0—5:0 '

Otteniamo x5 = 1 e 21 = 0, cosicché la seconda soluzione ¢ data da (0, 1,0, 1).

Quindi KerA = ((0,1,0,1), (—%, %, 1,0)) cioe KerA ¢ I'insieme dei vettori di
R* della forma (—%, % + n,\,n) al variare di 77 e A nell'insieme dei numeri

reali. Ora resta da trovare una soluzione particolare del sistema completo
usando la forma a scalini per righe che abbiamo determinato:

I
2 -1 1 1 xo | (1
0 5 =3 -5 z3 |\ =3
Ty
cloe
21’1 —$2+l'3+$4 = ]_
By — 3x3 — bry = =3
Se poniamo x3 = x4 = 0 otteniamo la soluzione zo = —g exr = % L’insieme

completo delle soluzioni del sistema e dunque dato da

1 3 13
_7__7070> 0717071 a(__a_al)()) =
<5 5) A ) 55 )

(-2 d B iacs)

Esempio 6.3.7 Risoluzione di un sistema lineare parametrico. Consideria-
mo, al variare di a € R, il sistema nelle incognite x, y, z:

ar+y+2z=1
Sy = {x—Qy—az:Q
3r—y=3
e studiamone le soluzioni per ogni . Alla fine dell’esercizio dovremo essere
in grado di rispondere, ad esempio, alla domanda: “Se a = 1 qual e 'insieme
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delle soluzioni del sistema? E se a = 5? E se a = v/2?” Possiamo pensare
al parametro a come ad una variabile temporale. Allora risolvere il sistema
omogeneo associato a S, al variare di «, significa studiare il nucleo di un
operatore che si evolve nel tempo. L’idea e quella di studiare come varia
il nucleo dell’operatore nel tempo per poi essere in grado di dire che cosa
succede in un qualsiasi istante fissato.

Procediamo con la soluzione. Il problema consiste nel determinare la
controimmagine del vettore (1, 2, 3) mediante le applicazioni lineari di matrice

a 1 2
Ay,=11 -2 —«
3 =1 0

A seconda del valore di « il vettore (1,2,3) stara nell'immagine dell’appli-
cazione o meno. Consideriamo la matrice completa del sistema e, ricordando
che a € un numero reale, effettuiamo delle trasformazioni per riga che, come
sappiamo, non alterano le soluzioni del sistema:

a 1 2|1 1—2—042H(73)1—2—042
1 -2 —al2 || a 1 21 RN a 1 2|1
3 -1 0 |3 3 -1 0 |3 0 5 3al|-3
o 1 —2 — 2 5 1 -2 — 2
Y10 2041 242 |1-2a | 2|l 0 5 3a -3
0 5 3a -3 0 2a0+1 2+a?2|1 -2«
Hs(5)H- —(2a+1)/5 _2 —a 2
2OV Haa(-at1)/5) [0 30 3

0 0 —a®?—3a+10|—-4a+8

Il rango della matrice incompleta che abbiamo ottenuto e uguale a 3 per
tutti gli o tali che —a? — 3a+ 10 # 0, cioe per ogni o # 2, —5. Pertanto per
a # 2,—5 la matrice incompleta del sistema ha rango 3 e dunque risulta la
matrice di un isomorfismo (essendo la matrice di un endomorfismo ed essendo
suriettiva) e quindi il sistema ammette una ed una sola soluzione. Il sistema
di partenza e equivalente al sistema:

r—2y—az=2
{5y—|—3az:—3

(—a? —3a+10)z = —4a + 8
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4a—8 —3a%+3a+6 4a—8 )

che ha come unica soluzione il vettore (a2+3a710, % e T T

Se a« = 2 oppure o = —) la matrice incompleta ha rango 2. Qual ¢, in
questi casi, il rango della matrice completa? Per o = 2 la matrice completa

1 —2 —2 2 1 —2 -2 2
0 5 6 -3 =10 5 6 |-3],
0 0 0 |—4(2)+8 00 010

pertanto sia la matrice completa che la matrice incompleta hanno rango
due. Il sistema ammette soluzioni; l'insieme delle soluzioni e della forma
(a,b,c) + KerA, e il nucleo di A, ¢ un sottospazio di R* di dimensione 1. Tl
sistema di partenza ¢ equivalente al sistema

{x—?y—Qz:Q

5y + 62z = =3
e I'insieme delle soluzioni ¢ (1,0,—1) + ((2,6,—5)). Se a = —5 la forma a
scalini per righe é:
1 -2 5 2 1 -2 5 2
0 5 =15 -3 =0 5 -15|-3
0 0 0 |—4(-5)+8 0 0 0 |28

In questo caso il sistema non ammette soluzioni poiché il rango della matrice
incompleta e diverso dal rango della matrice completa.

Osservazione importante. Supponiamo di dover studiare, al variare del
parametro reale a, il sistema

{ax+y:1
r+2z=0.

La matrice completa associata al sistema dato ¢ la matrice

a 1 0|1
A:(1 0 10)'

Si tratta di ridurre la matrice A in forma a scalini per righe.

COME PROCEDERE: scambiamo le righe di A in modo che I'elemento di
posto 1,1 NON contenga il parametro a:

1 0 1,0\
al 01 )’
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sostituiamo alla seconda riga della matrice ottenuta la somma della seconda
riga per la prima moltiplicata per —a:

0

E

1 0 1
01 —a
La matrice incompleta e la matrice completa del sistema hanno, al variare

di a, lo stesso rango (uguale a 2), pertanto il sistema di partenza ha infinite
soluzioni della forma: (—t,at + 1,t), con t € R.

COME NON PROCEDERE: sostituiamo alla seconda riga di A la somma
della prima riga per la seconda moltiplicata per —a:

a 1 0|1
( 01 —all ) '
Anche in questo caso la matrice incompleta e la matrice completa hanno
lo stesso rango ma tale rango € uguale ad 1 se a = 0. In questo caso il
sistema sembrerebbe avere rango 1 ma questo e falso. Se, infatti, sostituiamo
a = 0 nel sistema dato, otteniamo le due equazioni indipendenti y = 1 e
x + z = 0, cioe un sistema di rango 2. Qual ¢ 'errore nel nostro secondo
modo di procedere? Abbiamo sbagliato a sostituire la seconda riga di A con
la somma della prima riga per la seconda moltiplicata per —a. Infatti nel

caso in cui a = 0 questo significa cancellare la seconda equazione del sistema
(moltiplicandola per zero)!!

6.4 Esercizi svolti

Esercizio 6.4.1 Determinare una base dello spazio vettoriale delle appli-
cazioni lineari di R? in R?: Lin(R?* R3) .

Svolgimento. Sappiamo da[5.3|che, una volta fissate una base di R? ed una
di R3, lo spazio vettoriale reale Lin(R? R?) & isomorfo allo spazio vettoriale
reale delle matrici 3 x 2 a coefficienti in R che pertanto ha dimensione 6.
Dobbiamo dunque costruire 6 applicazioni lineari da R? in R3 linearmente
indipendenti. Fissiamo & = {e; = (1,0),e2 = (0,1)} base di R? e & =
{E, = (1,0,0), E, = (0,1,0),E3 = (0,0,1)} base di R3. Consideriamo le
applicazioni lineari ¢;; € Lin(R? R?), con i = 1,2,3, j = 1,2, cosl definite:
wii(er) = 0;,E;. Ad esempio, la funzione ¢, € la applicazione lineare che
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manda e; nel vettore Ogs ed ey nel vettore F;. Mostriamo che, al variare di
i,7, le applicazioni ¢;; sono linearmente indipendenti: sia dunque

Z ijPij = Ogin(r2 R3)-

Z’?j

Questo significa che per ogni vettore v € R?
Z a;jpi;(v) = Ops.
4,
In particolare ), ; aijpii(€1) = Ogs, vale a dire, usando la definizione delle
mappe @ij,
Zaij(SﬂE’i = ZailEi =0.
ij i

Dal momento che i vettori F; sono linearmente indipendenti, otteniamo allora
a;1 = 0 per ogni 1.

Analogamente, Ops = ZZ] a;;pij(es) = Z” a;;0;0F; = Y, aipk;, da cui
deduciamo a;; = 0 per ogni 4.

Abbiamo cosl mostrato che le applicazioni ¢;; con ¢ = 1,2,3 e j = 1,2
sono linearmente indipendenti e quindi costituiscono una base di Lin(R?, R?)
(perché sappiamo gia che dim(Lin(R? R?)) = 6).

Osserviamo che quanto provato equivale a dimostrare che le matrici

1 0 0 1 0 0
Fu={(0 0 Fio=10 0 Foy =11 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Foo=10 1 F3 =10 0 Fs3=10 0
0 0 1 0 0 1

sono una base dello spazio vettoriale Mj35(R). Notiamo, inoltre, che per
ogni ¢ = 1,2,3 e per ogni j = 1,2, F}; ¢ proprio la matrice associata all’ap-
plicazione lineare (;; rispetto alla base canonica di R? e alla base canonica
di R3.

Esercizio 6.4.2 Risolvere il sistema lineare:
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4o — 2 =10

{2$—5y—|—12z:0
6x — oy = —1

Svolgimento. Il sistema lineare ¢ un sistema lineare non omogeneo nelle
variabili z, y, z. Se esso ammette soluzioni 'insieme delle soluzioni sara della
forma (a, b, ¢) + W essendo (a, b, ¢) una soluzione particolare del sistema e W
il sottospazio vettoriale di R? delle soluzioni del sistema lineare omogeneo

4o — 2z =10

{2$—5y+122:0
6z — by = 0.

La matrice completa associata al sistema e la matrice

2 =5 12| 0
A= 4 0 -1]0
6 =5 0 |—1

Effettuiamo delle operazioni per riga in modo da ridurre la matrice A in
forma a scalini per righe:

2 =5 12| 0 2 -5 12 | O 2 =5 12 |0

4 0 -1 0 =10 10 —-25] 0 =1 0 10 —-25]0

6 -5 0 |—1 0 10 —-36| -1 0 0 11 |1
2 =5 1210
=10 2 =50
0 0 111

Il rango della matrice completa e uguale a 3 e cosl pure il rango della
matrice incompleta. Di conseguenza la matrice incompleta ha nucleo banale
e il sistema ha un’unica soluzione che siamo in grado di calcolare immedi-
atamente usando la forma a scalini per righe che abbiamo determinato: la

. . N 1 5 1
soluzione del sistema ¢ il vettore (3, 55, 17)-
Esercizio 6.4.3 Studiare, al variare del parametro reale h, le soluzioni del
sistema nelle incognite z, vy, 2:

r+hy+z=1
2hx +22 =0
(1 —h)x+ hy = h.
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Svolgimento. Consideriamo la matrice completa associata al sistema e
riduciamola in forma a scalini per righe:

1 h 1)1 1 h 1 1
2h 0 2|0 | = 0 —2n* 2—2h| —2h =
1—h h O|h h 0 1 1—nh
1 h 1 1 1 h 1 1
=\ 0 —2n* 2—-2n| —2h =0 —2n* 2—-2n| —2h
0 —h* 1—h |1-2h 0 0 0 —2+2h

Confrontiamo il rango della matrice incompleta con il rango della matrice
completa: se h # 1 il rango della matrice completa e sicuramente diverso dal
rango della matrice incompleta, pertanto il sistema non ammette soluzioni.

Se h =1 la matrice completa che abbiamo ottenuto e:

1 1] 1
-2 0] -2
0 0| O

O O =

In questo caso la matrice completa e la matrice incompleta hanno entrambe
rango 2: il sistema ammette pertanto soluzioni. Il sistema di partenza e
equivalente al sistema

r+y+z=1
—2y = -2

a cui ¢ associato il sistema omogeneo:
r+y+z=0
—2y=0 '

Lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo & dunque ((1,0,—1)) e (1,1, —1)
e una soluzione particolare del sistema di partenza. L’insieme delle soluzioni
¢ dunque: (1,1,—1) + ((1,0,—1)).

Esercizio 6.4.4 Si scriva un sistema lineare che abbia come insieme di
soluzioni il sottospazio vettoriale S di R? generato dai vettori (3,2,1) e
(2,1,1). 1I sistema richiesto ¢ unico? In caso di risposta negativa se ne
scriva un altro.
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Svolgimento. Poiché I'insieme delle soluzioni del sistema che stiamo cer-
cando & un sottospazio vettoriale di R?, il sistema che dobbiamo costruire &
un sistema omogeneo del tipo

T 0
A ) = 0
T3 0

nelle variabili che indicheremo con 1, x5 € x3 € con A € M,,3(R): il numero
delle equazioni che stiamo cercando ¢ al momento incognito e indicato con n.
Notiamo che, essendo S un sottospazio di dimensione 2 ed essendo il numero
delle variabili uguale a tre, il rango della matrice A deve essere uguale a 1.
Il sistema che cerchiamo dovra percio essere costituito da una sola equazione
indipendente: ax; + bxs + cxs = 0. Affinché i vettori (3,2,1) e (2,1,1) siano
soluzioni di questa equazione deve essere:

{ 3a+2b+c=0
20+b+c=0
cioe
{ a+b=0
a+c=0"
Il sistema trovato ha come soluzioni tutti e soli i vettori (a, b, ¢) = A(1, -1, —1)
con A € R\ {0}. Dunque, posto a =1, b = ¢ = —1, otteniamo ’equazione

T1 — X9 — X3 = 0 (62)

il cui insieme di soluzioni ¢ esattamente S = ((3,2,1), (2,1,1)).
Naturalmente aggiungendo all’equazione (6.2)) equazioni ad essa equiv-
alenti si ottengono sistemi equivalenti:

.Tl—xz—l’g:o
3131—3.T2—3ZE3:0.

Esercizio 6.4.5 (i) Siscriva, se possibile, un sistema lineare di due equazioni
le cui soluzioni siano tutti e soli gli elementi dell’insieme S = (—1,1,—-3,0)+

((1,0,0,—1),(0,1,—5,2)).

(ii) Si scriva, se possibile, un sistema lineare le cui soluzioni siano tutti e
soli gli elementi dellinsieme T' = (2,0, —1) + ((3, 5, 10), (18, 10, 14)).

Svolgimento.
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(i) Stabiliamo innanzitutto se S ¢ un sottospazio vettoriale o meno, con-
trolliamo cioe se il vettore (—1, 1, —3,0) appartiene al sottospazio vetto-
riale generato dai vettori (1,0,0,—1), (0,1, —5,2). Si tratta di stabilire
se esistono a,b € R tali che sia

(=1,1,-3,0) = a(1,0,0, —1) + b(0,1, =5, 2) = (a, b, —5b, —a + 2b).

Otteniamo il sistema; .
a=—

b=1

—5b = —3

—a+2b=0
che ¢ evidentemente un sistema senza soluzioni. Dunque S non ¢ un sot-
tospazio vettoriale di R* e il sistema che stiamo cercando ¢ un sistema
lineare non omogeneo in 4 variabili z, y, z, t:

651

b
SR SEEN I ]
Il

On

con A € M, «4(R) di rango 2: solo due equazioni saranno linearmente
indipendenti.

Risolvere ’esercizio significa descrivere mediante un sistema di equazioni
lineari l'insieme di tutti e soli gli elementi (z,y, z,t) € (—1,1,—-3,0) +
((1,0,0,—-1),(0,1,—5,2)), vale a dire tutti e soli gli elementi (z,y, z,t)
tali che (z + 1,y — 1,2z 4+ 3,t) € ((1,0,0,—1),(0,1,-5,2)). Osser-
viamo che il vettore (z + 1,y — 1,z 4 3,t) appartiene al sottospazio
((1,0,0,—1),(0,1,—5,2)) se e solo se il rango della matrice

1 0 0 -1
0 1 -5 2
r+1 y—1 2+3 t

e uguale a due. Riducendo la matrice in forma a scala per righe
otteniamo la matrice

10 0 -1

0 1 -5 2

0 0 2—245y t+ox+3—-2y



100 LEZIONE 6. SISTEMI LINEARI

oY+2—2=0

T—2+1+3=0 Il sistema ottenuto e

che ha rango 2 se e solo se {

quello che stavamo cercando.

(ii) L’insieme T' & un sottospazio vettoriale di R*? Vediamo se il vettore
(2,0,—1) appartiene al sottospazio ((3, 5, 10), (18,10, 14)): (2,0,—1) =
a(3,5,10)+ (18,10, 14) = (3a+185, 5a+ 103, 10cc+14/3). Risolvendo,
si ottiene @ = —%, 3 = ¢. Dunque T' = ((3,5,10), (18,10, 14)) ¢ un
sottospazio di R? di dimensione 2 e il sistema che stiamo cercando ¢
dunque un sistema lineare omogeneo in 3 variabili di rango 1. A questo

punto si procede come in (i).

Esercizio 6.4.6 Si considerino, al variare di £ € R, i sottospazi vettoriali
S = ((k,0,k),(1,k,1),(1,1,k)) di R®. Determinare Nyeg k-

Svolgimento. Calcoliamo, innanzitutto, la dimensione dei sottospazi Sy al
variare di k. Dopo aver disposto i generatori di S, sulle righe di una matrice,
bastera calcolare il numero di righe linearmente indipendenti della matrice
ottenuta, cioe il rango della matrice:

1 1 k 1 1 k
dim(Sg)=rg| 1 £ 1 | =rg| 0 1—-k k-1 | =
E 0 k 0 —k k—Fk
1 1 k 11 k
=rg| 0 1 k-1 ]=1g| 01 k-1
0 —k k—Fk 0 0 k—Kk?

Avendo ridotto la matrice a scalini per righe, e facile calcolare il suo rango:
per ogni k € R tale che k* — k? = k*(k — 1) # 0, dim(S;) = 3, vale a dire,
S, =R: Sek =10k =0, dim(S;) = 2. Si ha pertanto: NgerSy =
R3NSyNS; = SyN.S;. Sitratta dunque di determinare I'intersezione dei
sottospazi Sp = ((1,1,0),(0,1,—-1)) e S; = ((1,1,1),(0,1,0)). Impostiamo
un metodo generale di risoluzione di questo tipo di problema: dobbiamo
stabilire se esistono elementi di S;, ovvero vettori di R? della forma a(1,1,1)+
b(0,1,0) = (a,a+ b, a), che appartengono anche al sottospazio Sy, che siano,
cioe, combinazioni lineari dei generatori di Sy. In altre parole, si tratta di
stabilire se esistono valori di a e b in R, tali che

1 1 0
rg| O 1 -1 | =2
a a+b a
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Riduciamo la matrice a scalini per righe:

1 1 0 1 1 0 11 0
gl 0 1 —-1]=rgl 01 -1 |J=1rg| 0 1 -1
a a+b a 0 b a 0 0 a+bd
Quindi il rango della matrice trovata ¢ 2 se e solo se b = —a. I vettori
che appartengono sia ad Sy che ad S; sono pertanto i vettori di R? della
forma (a,a+0b,a), dove b = —a, ciog, i vettori della forma (a, 0, a). Dunque:

NkerSk = So NSy = ((1,0,1)).

6.5 Esercizi proposti

Esercizio 6.5.1 Studiare, al variare del parametro reale h, le soluzioni del
sistema nelle incognite z, vy, z

20+ (h+1)y—2=3
3x+(2h—1)y—2=3

hx 4+ 2hz = —h?
z+(h—2)y=0

(14+h)x+ (h—2)y + 2hz = —h.

Esercizio 6.5.2 Sia dato il sistema nelle variabili xy, x9, x3, 24:
T1—To+2x4=0
ar, + axrs — 2x4 = C

—azs + (a+ 1)zy = a.

Si discuta il sistema al variare di a, b, c € R.

Esercizio 6.5.3 Risolvere il sistema lineare
6y —2z=1
{ r—2z=0
122 + 5y = 2.

Esercizio 6.5.4 Determinare un sistema lineare che abbia come insieme di
soluzioni I'insieme S = (2,3,0) + ((—1,—1,1)).
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Esercizio 6.5.5 Si consideri I'endomorfismo L di R? la cui matrice, rispetto
alla base canonica di R?, sia:

011

A=13 0 6

1 6 8
Determinare ker A, ImA, ker A*, ImA!. Determinare inoltre, al variare di
k € R, la controimmagine mediante L del vettore (k,3,7).
Esercizio 6.5.6 Si considerino, al variare di A € R, i sottospazi vettoriali

Ty, = ((1,h,0,0),(0,h,0,1),(1,—h,h,1),(1,—1,1,1))

di R*. Determinare NperTh.



Lezione 7

Matrici

Abbiamo visto come le matrici M,, ,(R) rappresentino l'insieme delle appli-
cazioni lineari tra due spazi V e W di dimensione rispettivamente n e m,
una volta scelta una base per ciascuno dei due spazi (ricordiamo che la scelta
delle basi corrisponde ad identificare ogni vettore di V' con un elemento di
R™ e ogni elemento di W con uno di R™).

Se componessimo due applicazioni lineari, la funzione composta sarebbe
ancora lineare? E che cosa potremmo dire della matrice associata all’appli-
cazione composta?

In questo paragrafo mostreremo che la composizione di due funzioni li-
neari ¢ ancora un’applicazione lineare ed introdurremo il prodotto (righe per
colonne) di matrici.

7.1 Prodotto righe per colonne

Problema. Dati tre spazi vettoriali V,W e Z, di dimensione, rispettiva-
mente, n, m e p, per ciascuno di essi scegliamo una base: V = {vy,...,v,},
W = {wy,...,un} e Z2 = {z,...,2,}. Siano poi f € Lin(V,W) e g €
Lin(W, Z). Grazie alla scelta delle basi possiamo associare ad f una matrice
Ay € My, »(R) e a g una matrice A; € M, ,,(R).

1. La composizione g o f & un elemento di Lin(V, Z)?

2. Se la risposta alla precedente domanda e affermativa, possiamo asso-
ciare a g o f la matrice Aoy € M,,(R). E possibile determinare la
matrice Ago; conoscendo Ay e A7

103
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Soluzione del problema. Per prima cosa dimostriamo che la composizione
di due applicazioni lineari ¢ ancora un’applicazione lineare. Siano quindi f
e g due applicazioni lineari e sia go f : V — Z la loro composizione. Per
ogni v € V si ha (go f)(v) = g(f(v)) con f(v) € W. Ora, se prendiamo
V1, V2 € V,

(go f)vr+vva) =g(f(vr +vve)) =g(f(v1) +w f(v2)) =
=g(f(v1)) +2z g(f(va)) = (g o f)(v1) +z (g0 f)(va)

dove abbiamo usato la linearita di f e g. Sempre per linearita, se A € R e
v e Vallora (go f)(Av) = g(f(Av)) = g(Af(v)) = Ag(f(v)) = Alg o f)(v).
Quindi la funzione composta g o f e lineare.

Come calcolare la matrice ad essa associata rispetto alle basi V' del do-
minio e Z del codominio? Sfruttiamo quello che sappiamo: le colonne di
tale matrice sono le coordinate nella base Z delle immagini tramite go f dei
vettori della base V. Ad esempio, nella prima colonna dobbiamo mettere le
coordinate del vettore (g o f)(vy1), cioe g(f(v1)), ma f(v1) & un vettore di W
le cui coordinate nella base W sono le entrate della prima colonna di Ay.
Quindi ¢(f(v1)) ¢ dato dal prodotto della matrice A, per la prima colonna
di Ay. Cioe, detta ¢; la prima colonna di Ay, la prima colonna di Ay ¢
Ajcq, quindi una colonna formata da p righe. Si puo (e si deve) fare lo stes-
so ragionamento per ogni vettore della base V e, quindi, per ogni colonna
c1,Ca, ..., di Ay. Mettendo una dopo laltra tali colonne (nell’ordine) for-
mate da p-entrate si ottiene una matrice a p-righe e n-colonne, in cui ogni
colonna rappresenta le coordinate dei vettori (g o f)(v;), ¢ = 1,...,n, nella
base Z: ¢ la matrice A,y associata alla applicazione lineare g o f rispetto
alle basi V e Z. Tale matrice ¢ pertanto legata alle matrici Ay e A, e si ha
formalmente che, se

A:17"'7 ':17"'7
Ap = (aij)izy Ay = (Ori)iy
allora
i—1,...,
Agos = (ij)?c:L...,Z

m
Ckj = E britij-
i=1

In altre parole I'’elemento che si trova nella riga k-esima e nella colonna j-
esima di Ages ¢ il prodotto della riga k-esima di A, per la colonna j-esima
di Ay. In questo senso si chiama prodotto righe per colonne:

dove
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AQOf = AgAf
con Ay € My, »(R), Ay € My n(R) e Agor € M, (R).

Esempio 7.1.1 Consideriamo le due matrici

2 1 3 11
A‘(o -1 2) B_<1 2)‘

Calcoliamo il prodotto AB. La matrice AB rappresenta, secondo l'interpre-
tazione precedente e con una opportuna scelta delle basi, la composizione di
una applicazione tra due spazi di dimensione 2 (nelle notazioni precedenti
B = Ay) e di una applicazione da uno spazio di dimensione 3 ad uno di
dimensione 2 (A = A;). Moltiplicare A per B non ¢ possibile! Lo si puo
vedere direttamente scrivendo le matrici

2 1 3\(1 1
AB_(O -1 2)(1 2)‘

il numero di entrate di ogni riga di A (i.e. il numero di colonne di A) non
¢ uguale al numero di entrate di ogni colonna di B (i.e. il numero di righe
di B). Viceversa ¢ possibile calcolare il prodotto BA. Questo corrisponde
alla composizione di una funzione lineare da uno spazio di dimensione 3 ad
uno spazio di dimensione 2 seguita da un endomorfismo di uno spazio di
dimensione 2 (nelle notazioni precedenti questa volta A; = B e Ay = A).
Tutto questo e formalmente compatibile. Si ha:

1 1 2 1 3 2 0 5
sa=(55) (0 4 2)=( A7)

dove, ad esempio, 'entrata di posto 2, 2 di BA ¢ data dal “prodotto” della
seconda riga di B per la seconda colonna di A: 1(1) +2(—1) = —1.

Esempio 7.1.2 Il nostro esempio mostra che, affinché il prodotto AB tra
due matrici A e B sia definito, occorre che il numero di colonne di A sia eguale
al numero di righe di B, cioe A € M, ,,(R) e B € M,, ,(R). Allora la
matrice prodotto avra tante righe quante quelle di A e tante colonne quante
quelle di B cioe : AB € My, »,(R).

Notiamo che il prodotto righe per colonne di due matrici A e B era gia
stato introdotto nel paragrafo nel caso particolare in cui A € M,, ,,(R) e
B € M,,1(R). Per quanto appena osservato questo prodotto ¢ ben definito
e da luogo ad una matrice m x 1 cioe ad un vettore colonna di R™.
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Osservazione 7.1.3 Dall’esempio precedente emerge con evidenza il fatto
che il prodotto di matrici non &€ commutativo. Addirittura nell’esempio prece-
dente il prodotto B A risultava definito, ma non risultava definito il prodotto
AB. Facciamo un altro esempio: consideriamo le matrici

(3 e

3 3 1 5
AlloraAB—(3 3>eBA—<1 5).

Osserviamo che, in modo equivalente, la composizione di applicazioni
(lineari) non & un’operazione commutativa. Ad esempio, se consideriamo gli
endomorfismi f e g di R? di matrici A e B rispetto alla base canonica di R?,
naturalmente fog # go f.

Osservazione 7.1.4 Il prodotto righe per colonne di matrici gode della pro-
prieta associativa e della proprieta distributiva rispetto alla somma. Questo
significa che, prese A € M, ,(R), B € M, »,(R) e infine C € M, ,(R): i
prodotti BA € M, ,(R) e CB € My,,(R) sono ben definiti, come pure i
prodotti C'(BA) € M ,(R) e (CB)A € M, ,(R); si ha allora

C(BA) = (CB)A.

Per questo indicheremo questo prodotto semplicemente con C'BA.

Inoltre, date 41 € M, ,(R), Ay € M, ,(R) e B € M, ,(R), allora
B(A; + Ay) = BA, + BAy; € M, ,,(R) (distributivita del prodotto rispetto
alla somma).

Infine, per ogni a € R, B(aA) = a(BA).

Tutte le proprieta qui elencate possono essere dimostrate utilizzando la
definizione di prodotto righe per colonne.

7.2 Matrici invertibili

Definizione 7.2.1 Sia dato uno spazio vettoriale V di dimensione n. De-
finiamo lo spazio vettoriale degli endomorfismi di V, e lo denotiamo con
End(V'), come linsieme delle applicazioni lineari di V' in se stesso.

Proposizione 7.2.2 Se f € End(V) ¢é invertibile, l'applicazione inversa di
f ¢ anch’essa un’applicazione lineare che indicheremo con 1.
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Dimostrazione. Dobbiamo verificare che f~! ¢ lineare. Dati quindi v1, v, €
V dobbiamo vedere che f~'(vy +vy) = f~1(v1)+ f ! (v2). Essendo f biiettiva
esiste un unico wy € V tale che f(w;) = vy, cosl come esiste un unico wy € V/
tale che f(wy) = vy, cioe f~H(v1) = wy e f~H(vs) = wo. In particolare allora
flwy +wsp) = v + vy e quindi [ (vg + v2) = wy + wa, ciod [ (v + v) =
f~Ywv1) + fH(v2). Ancora: dobbiamo mostrare che f~1(Av) = Af~!(v) per
ogni reale A\ e ogni vettore v € V. Sia dunque w € V il solo elemento
di V tale che f(w) = v, cioe¢ f~'(v) = w. Per la linearita di f si ha che
f(Aw) = M e quindi, poiché la funzione & biiettiva, f~1(\v) = dw = A f~1(v).
Concludiamo che f~! ¢ lineare. C. V. D.

Abbiamo dimostrato che se f € End(V) ¢ invertibile allora f~' ¢ un
elemento di End(V). Scegliamo allora una base V = {vy,...,v,} del do-
minio di f e una base W = {wy,...,w,} del suo codominio, scegliamo cioe
due basi di V' (che magari possono coincidere). Allora se indichiamo con
A € M,(R) la matrice associata a f rispetto alle basi V e W, e se deno-
tiamo con B € M, (R) la matrice di f~! rispetto alla base W nel dominio
e V nel codominio, allora il prodotto BA € M, (R) rappresenta la matrice
della applicazione identica f~!o f = idy rispetto alla base V sia nel dominio
che nel codominio. Tale matrice avra nella prima colonna le coordinate del-
I'immagine di vy rispetto alla applicazione identica, cioe vy stesso, nella base
{v1,...,v,}. Le sue coordinate sono (1,0,0,...,0), cosi come I'immagine
di vy € vy e le sue coordinate nella base V sono (0,1,0,...,0). La matrice
ottenuta si chiama matrice identica di ordine n e si indica con I,: € una
matrice quadrata di ordine n in cui tutte le entrate sono nulle salvo quelle
sulla diagonale che sono uguali a 1.

Per lo stesso motivo si ha che AB = I,, rappresenta ’applicazione iden-
tica di V' in se stesso espressa rispetto alla base W sia nel dominio che nel
codominio.

Osservazione 7.2.3 Si noti che se C € M, ,(R) e I, € M,(R) allora
I,C = C. (Attenzione: il prodotto CI, non ¢ definito! Se, pero, I, ¢ la
matrice identica di ordine p allora CI, = C).

Definizione 7.2.4 Una matrice A € M, (R) si dice invertibile se esiste una
matrice B € M,(R) tale che AB = BA = I,,. La matrice B si dice inversa
di A e si denota con A™".

Quali sono le proprieta delle matrici invertibili? Possiamo fare alcune brevi
osservazioni sfruttando l'interpretazione di una matrice quadrata come ap-
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plicazione lineare o, piu precisamente, come endomorfismo. Sia A € M,,(R)
una matrice invertibile. Allora essa descrive un endomorfismo invertibile di
R™. In particolare il rango di A € n e il numero di pivots in una qualunque
forma a scalini per righe di A € n. In questa situazione non vi sono molte
possibilita dal momento che la matrice ha ordine n: la forma a scalini deve
avere tutti i pivots sulla diagonale e ogni elemento della diagonale deve essere
un pivot. Questo fa si che si possa ulteriormente raffinare la forma a scalini.
Infatti, dopo opportune operazioni elementari sulle righe, la matrice sara del
tipo

ap K * * . 51

0 «y =« * . (o

Y @ s | 671—1

0O 0 0 0 0 an,
dove a; # 0, e dove * e 3; sono numeri reali. A questo punto possiamo con-
tinuare a semplificare la matrice con altri cambiamenti di base nel codominio.
Ad esempio se sostituiamo la prima riga con la somma della prima riga con
I'ultima moltiplicata per —% (cosa che puo essere fatta poiché «,, # 0) ot-
terremo una matrice in cui I’elemento di posto 1,n (1 & la riga e n la colonna)
e uguale a zero. Possiamo ripetere I'operazione per la seconda riga somman-
dole I'ultima moltiplicata per —g—i. In questo modo si trova una matrice in
cui gli elementi di posto k,n (k € la riga e n la colonna) con k # n sono nulli
e quello di posto n,n e «,. Procedendo in questo modo con le altre colonne
si arriva ad una matrice diagonale cioe ad una matrice del tipo:

ap 0 0 0 ... O
0 ao O 0 ... O

0O 0 0 0 0 ag
Possiamo fare ancora di meglio: se moltiplichiamo la prima riga per ail, la

seconda per a% e cosl via, alla fine otteniamo la matrice identica I,,.

Proposizione 7.2.5 Una matrice A € M,(R) ¢é invertibile se e solo se
mediante operazioni elementari sulle righe puo essere ridotta alla matrice
identica I,,.
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Dimostrazione. “=" Questa implicazione ¢ stata appena vista: se una
matrice e invertibile allora esiste una forma a scalini per righe uguale alla
matrice identica. “<=” Supponiamo che una matrice A abbia una forma a
scalini per righe uguale alla matrice identica [,,. La riduzione in forma a
scalini per righe e prodotta tramite operazioni elementari che non alterano il
rango della matrice che quindi € uguale a n. Pertanto I'applicazione associata
e invertibile e quindi la matrice e invertibile. C.V.D.

Osservazione 7.2.6 Se una matrice A € M,,(R) ammette inversa, i.e., se
esiste una matrice B € M,,(R) tale che AB = BA = I, allora B ¢ unica.
Supponiamo infatti che esista un’altra matrice C' € M, (R) tale che CA =
AC = I,,. Consideriamo allora la matrice CAB. Essa & una matrice quadrata
di ordine n e, per la proprieta associativa del prodotto righe per colonne,
abbiamo CAB = C(AB) = (CA)B. Del resto AB = CA = I,,. Dunque
abbiamo CAB = C1,, = I,B, cioe C = B. Dunque l'inversa di una matrice
€ unica.

Per riconoscere se una matrice sia invertibile o meno non occorre ridurla
alla matrice identica (bastava gia una forma a scalini in cui tutti i pivots
fossero gli elementi della diagonale). Tuttavia il lavoro fatto non e superfluo:
ci fornisce senza ulteriore fatica un metodo per calcolare l'inversa di una
matrice (invertibile)! Perché? Quello che abbiamo fatto & stato trovare un
modo per ridurre la matrice di partenza A alla matrice identica. In termini
molto grossolani & come se avessimo moltiplicato A~! per A. Ma allora se
applicassimo le stesse trasformazioni alla matrice identica I,, otterremmo il
prodotto di A~ per I, cioe: A~'I, = A~'. Quindi otterremmo la matrice
inversa A~!! Illustriamo quanto appena detto attraverso un esempio.

Esempio 7.2.7 Prendiamo la matrice

cerchiamo di vedere se e invertibile ed eventualmente calcoliamone l'inversa.
Procediamo come abbiamo detto prima e consideriamo la matrice che si
ottiene formalmente scrivendo le colonne della matrice I3 a destra di A in
un’unica nuova matrice:

SN
S = W
_ o
o O =
o = O
_ o O
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Ora applichiamo a tutta la matrice esattamente le stesse trasformazioni per
riga che useremmo per ottenere una forma a scalini per righe, diagonale, della
matrice A. Cominciamo: scambiamo ['ultima riga di A con la prima:

~1 0 1]0 0 1
0 10/010|; (7.1)
2 3 1|10 0

sostituiamo alla terza riga la somma della terza riga con la prima moltiplicata
per 2:

-1 0 1|0 0 1
0 1 0(0 10 [|;
0 3 3(1 0 2
sostituiamo alla terza riga la somma della terza riga con la seconda moltipli-

cata per —3:

— 0 1

0 1 0 |;

0 -3 2

sostituiamo alla prima riga la somma della prima con 'ultima moltiplicata

1.
per —z:

1 1
-1 00— 1 3
0 10,0 1 0 [|;
0 03/ 1 -3 2
moltiplichiamo la prima riga per —1 e I'ultima per %:
1 1
1003 -1 —3
01 0j0 1 O
1 2
0013 -1 3
La matrice
1 _71 _1
3 3
0 1 0
1 2
5 13

¢ dunque la matrice inversa della matrice di partenza. (N.B. Consideriamo
[7.1} se moltiplichiamo la matrice A per la matrice che ¢ formata dalle ultime
3 colonne di[7.1], abbiamo

0 0 1
0 0
1 0

—1

o O
w = O

2 31
1 0 1 0] =
0 -1 0 1
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cioe la matrice data dalle prime tre colonne di Questo significa che la
matrice data dalle ultime tre colonne di e la matrice che moltiplicata per
A da la matrice data dalle prime tre colonne di[7.1] La stessa considerazione
puo essere fatta per le successive trasformazioni per riga: di fatto tutte le
trasformazioni di righe e colonne possono essere realizzate tramite moltipli-
cazione per opportune matrici invertibili). Possiamo verificare direttamente,
usando il prodotto righe per colonne, che la matrice trovata ¢ effettivamente
la matrice inversa della matrice di partenza:

1

-1 -1

1 0
2
3

1 1

2 3 —L —3

0 0 1 o0 |=
1 2

—1 3 3

O = W

1 2
Ol=10
1 -1

S = W

1
0
1

o O =
o = O

—1 —1

Wik Owl=

Esempio 7.2.8 Consideriamo il seguente sistema nelle incognite x1, xo, x3:

2 31 1 1
Ax = 0 1 0 e | = | =2

La matrice A € M3(R) & quella dell’esempio precedente e quindi & inverti-
bile. I sistema avra dunque un’unica soluzione data dall’unico vettore di R3
che ¢ spedito, dall’applicazione rappresentata da A, nel vettore (1,—2,0), o,
equivalentemente, dall’'unico vettore immagine di (1, —2,0) mediante 'appli-
cazione inversa. Poiché conosciamo la matrice dell’applicazione inversa siamo
in grado di risolvere il sistema:

1 1 7
zo | =10 1 0 21 =1-2
1 2 7

Esercizio 7.2.9 (Problema A) A questo punto siamo in grado di affrontare
il problema indicato nell’introduzione come problema A. Esso si puo confi-
gurare come un sistema in due incognite F4 e Fy dato da

Ey + 2k =22
3E1—2E2:2

Il rango della matrice incompleta e due e quindi uguale al rango della matrice
completa. Il sistema ¢ risolubile. Le soluzioni sono date da una soluzione
particolare sommata al nucleo dell’applicazione lineare associata alla matrice

_ o O
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del sistema incompleto. Ma tale matrice e la matrice di una applicazione
lineare tra due spazi vettoriali di dimensione 2. Poiché la matrice ha rango
2 l'applicazione ¢ suriettiva e quindi ¢ un isomorfismo. Il nucleo ¢ pertanto
banale. Il sistema ha quindi una e una sola soluzione: quella che abbiamo
trovato nella introduzione (£, = 6, By = 8)!

Per risolvere la seconda parte del problema usiamo tre incognite Ey, F»
e Z. Il sistema associato al problema sara un sistema di due equazioni in tre
incognite:

Ey—Ey—7Z=2
—b+ Ey,+27 =4.

La matrice completa del sistema e data da

1 -1 =112
-1 1 2 |4
e si vede subito che il rango della matrice completa e il rango della matrice

incompleta sono uguali a 2. Il sistema ammette soluzioni.
Occorre determinare il nucleo della matrice incompleta

1 -1 -1
<—1 12 )
che ¢ la matrice di una applicazione lineare da R? in R?, di rango due. Per
la formula delle dimensioni il nucleo di questa applicazione ha dimensione 1
ed ¢ dato da ((1,1,0)).
Una soluzione particolare del sistema e fornita gia nella introduzione:

E, =12, E5 =4, Z = 6. Le soluzioni sono allora tutte e sole della forma:
Ey=12+4+1t Es =4+t Z =6 al variare di t € R.

7.3 Esercizi svolti

Esercizio 7.3.1 Calcolare i prodotti AB e BA delle matrici

0 1

12 3 4 2 1
A—(01—3 2> B=1_1
3 5
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Indicato con f : R? — R? I’endomorfismo di R? la cui matrice rispetto alla
base canonica di R? sia la matrice AB, determinare f(2,—3). La matrice
BA ¢ la matrice di un endomorfismo?

Svolgimento. Per calcolare AB e BA dobbiamo semplicemente usare la
definizione di prodotto righe per colonne:

0 1 -3 2

5 23 -2 -3 -9 -6
AB“(? 11)’ BA=1_1 2 3
3 11 -6 22

Dunque, AB e una matrice quadrata di ordine 2 e quindi la matrice
associata ad un endomorfismo di R?. BA & una matrice quadrata di ordine
4 ed & pertanto la matrice associata ad un endomorfismo di R*. Dire che
AB ¢ la matrice associata ad un endomorfismo f rispetto alla base canonica
significa che le colonne di f sono le coordinate rispetto alla base canonica
e, ex di R? dei vettori f(ey) e f(ez). Cosi f(e)) = Hey + Tea = (5,7)
e f(ea) = 23e; + 1ley = (23,11). Usiamo la linearita di f per calcolare
I'immagine del vettore (2, —3):

f(2,=3) = f(2e1 — 3ea) = 2f(e1) — 3f(ea) = 2(5,7) — 3(23,11) =
(=59, —19).

Esercizio 7.3.2 Determinare la matrice inversa di ciascuna delle seguenti
matrici:

- -1 0 1 2.0 0
Ml:(_2 J, My=|0 -1 4|, M=[01 0
0 0 2 00 -3.

Svolgimento. Procediamo come illustrato nell’esempio [7.2.7, Cominciamo
1 111 0

-2 1|0 1 )
Sostituiamo alla seconda riga la somma della prima riga moltiplicata per

1 111 0
due e della seconda: (O 39 1 )

Ora sostituiamo alla prima riga la somma della prima riga moltiplicata

-3 0|-1 1
per —3 e della seconda: ( 0 3| 9 1).

dalla matrice M; e consideriamo la matrice
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Infine, moltiplichiamo la prima riga per —% e la seconda per %:

1 03 —3
0 1

1
. \3 . . .
Abbiamo cosi ottenuto la matrice inversa della matrice M;:

1
MIZ( 13).
3

Analogamente si procede per la matrice Mos:
-1 0 1|1 00 2 0 0]-20 1

wlrow|

wWINow |

0O -14010}|=(10-100 1 -2]=
0 0 210 01 0 0 20 0 1
100[-1 0 3
=010 0 -1 2
0010 0 3
-1 0 3
Dunque My ' = 0 -1 2 Osserviamo che M, e una matrice
0 0 3

triangolare superiore e che la sua inversa ¢ anch’essa una matrice triangolare
superiore. Questo fatto e vero in generale.

Anche nel caso della matrice Mj3 si procede come per qualsiasi altra ma-
trice, ma, essendo essa una matrice diagonale, il numero di passaggi sara
inferiore: la forma diagonale ¢ infatti gia di per sé una forma a scalini per
righe. Otteniamo dunque, immediatamente,

0
-1 _
My~ = 0

O Ol
O = O

_1
3
In generale, data una matrice diagonale di ordine n con elementi diagonali
non nulli oy, ag, ..., a, (se uno di questi fosse nullo la matrice non sarebbe
invertibile!), la sua inversa ¢ la matrice diagonale con elementi diagonali o ",
—1 -1

Ay,
Esercizio 7.3.3 Sia h : R® — R3 I'applicazione lineare associata, rispetto
alla base canonica di R3, alla matrice:

H=|-1 1 =2
0 -1 -3
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Stabilire se h ¢ ivertibile e determinare h™*(2,1,2).

Svolgimento. Si verifica facilmente che il rango della matrice H e uguale a
3, pertanto la funzione h ¢ invertibile. A questo punto un modo di risolvere
I’esercizio e calacolare la matrice inversa della matrice H. Infatti se h € un
endomorfismo invertibile di uno spazio vettoriale V' e H e la matrice ad esso
associata rispetto ad una base V del dominio e ad una base W del codominio,
allora la matrice associata all’endomorfismo inverso h~!, rispetto alla base

W del dominio e alla base V del codominio, ¢ la matrice H 1.
Procediamo col calcolo della matrice H~!:

1 2 01]1 00

0 0 —11| 1 1 3
Abbiamo quindi

e
-

=

Hfetfen
=

Pertanto h™1(2,1,2) =

|-
(o

—_
—_
—_

1

7.4 Esercizi proposti

-1 1 -2(010|=
0 -1 =3/0 0 1
12 0100 1
03 —2(110]=(o0
0011113)

3

1

2

01 00
-2/1 10
-310 0 1
0 1 0 0
0 -9 -9 6
-1} 1 1 3
5 _6
11 11
3
11
1l _1

Esercizio 7.4.1 Calcolare 'inversa della matrice

1

2

1
-1

A:

Esercizio 7.4.2 Calcolare ( L1 ) .

0 1

1

1
—1

0

o O O

O O =

4

Hl'b

Hles
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Esercizio 7.4.3 Sia A = é ?

B # I, tale che (A+ B)(A— B) = A2 — B2

Costruire, se possibile, una matrice

Esercizio 7.4.4 Una matrice quadrata A si dice nilpotente se A¥ = 0 per
qualche intero k > 0. Mostrare che se A € nilpotente allora [+ A ¢ invertibile.

Esercizio 7.4.5 Data la matrice A =

[NORE V)
Tt N W

1. trovare, se possibile, una matrice B tale che BA = I,. Una siffatta
matrice B e unica?

2. Trovare, se possibile, una matrice C' tale che AC = I;.



Lezione 8

Determinante, cambiamenti di
base

Il fatto di riconoscere se una matrice quadrata sia invertibile o meno, al
di la di dirci se 'applicazione da essa rappresentata sia un isomorfismo, ha
ripercussioni sul calcolo del rango di una matrice qualsiasi. Vediamo perché.

8.1 Minori

Definizione 8.1.1 Data una matrice A € M,,,(R), si dice minore di A
una matrice che si ottiene da A eliminando alcune sue righe e colonne.

0 1 21
Si ottiene infatti eliminando la seconda riga, la prima e la terza colonna di
B. Un minore si dice quadrato se ¢ una matrice quadrata. In una matrice
che appartiene allo spazio vettoriale M, ,,(R), con m < n, si possono sola-
mente trovare minori quadrati di ordine compreso tra 1 e m. Ad esempio
una matrice B € My 3(R) possiede esattamente 3 minori quadrati di ordine

2!

Ad esempio, la matrice (2) € My 1(R) ¢ una sottomatrice di B = ( 123 ) .

Sappiamo che una matrice quadrata di ordine n ha rango massimo se e
solo se e invertibile. Possiamo allora caratterizzare come segue il rango di
una matrice:

Proposizione 8.1.2 Sia A una matrice in M, ,(R). Allora il rango di A
e uguale al massimo ordine s di un suo minore quadrato invertibile.

117
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Dimostrazione. Sia p = rgA. Allora p < m e p < n, perché p e il
massimo numero di colonne linearmente indipendenti di A ed & uguale al
massimo numero di righe linearmente indipendenti di A. Questo vuol dire
che esistono p righe di A linearmente indipendenti. Togliamo da A le altre
righe ottenendo cosi un minore pxn di A, che indicheremo con A’. Se A’ fosse
quadrato sarebbe invertibile, avendo p = n righe linearmente indipendenti
e quindi rango massimo. Altrimenti sappiamo che A’ ha rango p e quindi
possiede pure p colonne linearmente indipendenti. Togliamo da A’ le colonne
che non sono linearmente indipendenti: otteniamo una sottomatrice quadrata
di A di ordine p e di rango massimo p. Cosi p = rgA < s, per definizione di
massimo.

Sia ora A’ un minore quadrato di A, invertibile e di massimo ordine s
con questa proprieta. Dire che & invertibile vuol dire che le righe di A’ sono
tutte linearmente indipendenti: ma le righe di tale minore sono ottenute
prendendo delle righe di A ed eliminando alcune colonne. Queste righe di A
devono essere vettori di R” linearmente indipendenti perché se fossero linear-
mente dipendenti allora i vettori ottenuti eliminando qualche loro entrata (i.e.
qualche colonna di A) sarebbero pure linearmente dipendenti! Cosi s < rgA.
Abbiamo provato che rgA < s < rgA. Vale pertanto 'uguaglianza. C.V.D.

Dalla proposizione precedente si deduce che una matrice in M,, ,(R) ha
come massimo rango possibile il valore minore tra n e m: in effetti tale
numero ¢ 'ordine del massimo minore quadrato che si puo costruire. La
proposizione precedente evidenzia inoltre 'importanza di saper riconoscere
direttamente se una matrice quadrata sia invertibile o no. Il metodo per farlo
sara argomento della prossima sezione.

8.2 Il determinante

Intendiamo definire una funzione f avente come dominio le matrici quadrate,
diciamo di ordine n, e come codominio i numeri reali, in modo che I'immagine
f(A) di una matrice quadrata A sia diversa da 0 se e solo se A ¢ invertibile.
Tale funzione esiste e si chiama determinante. Non vogliamo qui esporre la
teoria completa di tale funzione, ma limitarci a dare alcune giustificazioni
per la sua costruzione.

Caso n=1. L’insieme delle matrici reali 1 x 1 ¢ M;(R) = {(a) | @ € R},
quindi il rango di una matrice quadrata di ordine 1, A = (a), & massimo (e
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uguale ad 1) se e solo se a # 0. E facile costruire in questo caso 'applicazione
determinante:

det : Ml(R) — R
A=(a) — a.

In questo modo una matrice A = (a) ¢ invertibile se e solo se det(A) # 0.

Caso n=2. Cerchiamo ora di capire quando una matrice 2 x 2:

(2 8

e invertibile o, equivalentemente, quando non lo &, cioe quando non ha rango
massimo. Se non ha rango massimo, allora vuol dire che le sue righe sono
linearmente dipendenti. Cioe

a(a,b) + B(e,d) = (0,0)

per qualche coppia di numeri reali (a, 3) # (0,0). Sia «a # 0 (il caso f # 0
porterebbe alle stesse conclusioni). Abbiamo (a, b) = —g(c, d), cioe a = —gc

eb= —gd, dunque ad = cb percio:
ad — cb = 0.

Questa e la condizione affinché le righe di A siano linearmente dipendenti!
D’altra parte se ad—cb # 0 allora le righe di A sono linearmente indipendenti
e il rango di A € massimo. Siamo dunque in grado di costruire I’applicazione
determinante per le matrici quadrate di ordine 2:

det : My(R) — R

A:(CCL Z) —  det(A) = ad — be.

Cost A € M5(R) ¢ invertibile se e solo se det A # 0.

Torniamo al caso generale. Quali proprieta richiediamo alla funzione
determinante?

i) Innanzitutto dovra essere una funzione definita su M, (R) a valori
nell’insieme dei numeri reali:

det : M,(R) - R

tale che alla matrice A venga associato il numero reale det(A).
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i1) La matrice identica I, € M, (R) ¢ invertibile e quindi richiederemo
che abbia determinante non nullo. In particolare chiediamo che det I,, = 1.

i41) Se una matrice ha due righe uguali, oppure due colonne uguali, op-
pure, piu in generale, se il rango di una matrice A € M,,(R) non € massimo,
(cio¢ ¢ minore di n), allora det A = 0 (in tutti questi casi infatti la matrice
A non é invertibile!). In particolare det(0,) = 0 (0,, & la matrice quadrata
di ordine n nulla).

iv) NON possiamo aspettarci che 'applicazione determinante sia lineare.
In effetti, gia nel caso 2 x 2 in generale det(A + B) # det A + det B. Ad

: : 11 0 1
esempio, prendiamo A = (1 2) e B= (0 0). Allora

11 0 1 1 2
A+B_(1 2)*(0 0)‘(1 2)
e si ha: det(A + B) = 0 mentre det(A) + det(B) =1+ 0 =1 (si noti che B
non ha rango massimo).

v) La composizione di due isomorfismi & ancora un isomorfismo, cioe
un’applicazione invertibile! Vorremo allora che det(AB) # 0 se det A # 0
e det B # 0. Posssiamo dire anche qualcosa in pit: se A rappresenta un
isomorfismo di R" e A~! & la matrice inversa della matrice A, cio¢ la matrice
che rappresenta I’endomorfismo inverso rispetto alle stesse basi, allora la ma-
trice dell’endomorfismo composto e la matrice identica I,,. Vorremo pertanto
che: 1 =det ], = det(AA™) = det A det A, ciot det A~ = . Pitin
generale ci aspettiamo che valga det(AB) = det A det B.

A colpo d’occhio sembrerebbe assai complicato trovare una funzione che
goda di tutte queste proprieta ma in effetti una funzione con tali carat-
teristiche esiste e puo essere definita, a partire dagli esempi che abbiamo
illustrato, procedendo per induzione sull’ordine delle matrici (nel senso che
usando il determinante delle matrici 2 X 2 possiamo costruire il determinante
delle matrici 3 x 3 e utilizzando il determinante delle matrici 3 X 3 possiamo
costruire il determinante delle matrici 4 x 4 e cosl via...). Si verifichi che la
funzione determinante definita sopra su M;(R) e My (R) verifica le proprieta
i) —v).

Costruiamo ora la funzione determinante per qualunque matrice quadrata
di ordine n. Abbiamo gia affrontato i casi n = 1, n = 2. Ora supponiamo di
essere in grado di calcolare il determinante di una matrice quadrata di ordine
(n — 1) e calcoliamo il determinante di una matrice quadrata A di ordine n.
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Osserviamo preliminarmente che cancellando la riga ¢ — esima e la colonna
j — esima della matrice A si ottiene un minore quadrato di ordinen—1di A
che indichiamo con A;;. Per ipotesi (induttiva) conosciamo allora det(.A;;),
perogni¢,j=1,...,n.

Per ogni elemento ayi, ags, ..., ar, della riga k — esima della matrice
A = (a;j) € M,(R) possiamo considerare il minore associato, nell’ordine:
A1, Aga, . .., Apn. Diamo allora la seguente definizione:

Definizione 8.2.1 Data la matrice A = (a;;) € M, (R), poniamo

det(A) =a;;  se n=1

det A = det(a,-j) = (—1)k+1ak1 det(Akl) + (—1)k+2ak2 det(Ak2)+

+  (=1)*Bags det(Ags) + -+ + (—=1)*"ay, det(A,) (8.1)

sen>1,conl<k<n.

Attenzione: 'espressione si chiama sviluppo del determinante secondo
la riga k-esima. Ogni riga puo essere scelta per il calcolo del determinante:
il risultato della formula sara sempre lo stesso! Vale ancora di piu: se
avessimo scelto una qualsiasi colonna avremmo potuto costruire una formula
analoga e con lo stesso risultato! Vale cioe anche la seguente formula:

det A = det(aij) = (—1)k+1a1k det(Alk) + (—1)k+2a2k det(AQk)+
+  (=1)*Bagp det(Asg) + -+ + (=1)*a,; det(Anr)

(sviluppo del determinante di A rispetto alla colonna k — esima: gli elementi
della colonna k-esima sono infatti ayx, asy, as, - - ., Gnk)-

Si osservi che la regola precedente puo essere utilizzata per calcolare il
determinante delle matrici 2 x 2. Il risultato sara esattamente quello gia
descritto!

E sorprendente che una definizione cosi complicata possa implicare tutte
le proprieta da noi richieste, ma in effetti questo € cio che succede. La
dimostrazione di questo fatto deriva da una teoria piu avanzata di cui non ci
occuperemo.

Esempi 8.2.2 a) Sappiamo gia calcolare il determinante delle matrici di
ordine 2. Utilizziamo la nostra formula nel caso di una matrice B = (b;;) €
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M;3(R). Sia ad esempio

Sviluppiamo il determinante rispetto alla seconda riga (by; = 0, bges = 3, beg =
2):

det B = (—=1)*"(0) det ((1) _11> 4 (—1)%*2(3) det (? —11> N

H(=1)23(2) det (% ?) = 32— (=1)) — 2(2) = 5.

Potremmo adesso sviluppare il determinante di B secondo la terza colonna
(b13 = —1,bo3 = 2,b33 = 1), ottenendo:

dors = (-(-ndec (| 3) 4 @ ae (T )+

2 0

+(=1)*3(1) det (0 5

) =(-1)(=3)+(-2)(2)+(6) =3—4+4+6=05.
Come ci aspettavamo abbiamo trovato in entrambi i casi lo stesso risultato: i
due modi di procedere sono equivalenti. Nello stesso modo avremmo potuto
scegliere qualsiasi altra riga o colonna di B e avremmo trovato det(B) = 5.
b) Come si e visto, se a;; = 0, nello sviluppo del determinante rispetto
alla i-esima riga o alla j-esima colonna I'addendo (—1)"*q;;A;; non da alcun
contributo. Pertanto, essendo liberi di scegliere la riga o la colonna rispetto a
cui sviluppare, sceglieremo, se possibile, una riga o colonna con molte entrate

nulle!
c) Se A € M, (R) & del tipo:

a1;  a12 e N AT

o

An
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cioe ax; = 0 per ogni k # 1, allora det A = ay; det Ay; (basta sviluppare
secondo gli elementi della prima colonna). Analogamente, se

aiy 0 ... 0

All

an—11
an1

det A = ay; det Ay (sviluppo secondo la prima riga).

Osservazione 8.2.3 Sappiamo che una matrice quadrata triangolare supe-
riore con tutti gli elementi sulla diagonale diversi da zero ha rango massimo
quindi e invertibile e ha determinante diverso da zero. Piu precisamente, il
determinante ¢ il prodotto degli elementi sulla diagonale. Infatti se la matrice

A € M, (R) ¢ del tipo:

a; Qa9 e A1n
0 (05} as3
0 O
A= 0"
: 0
0 : . :
o 0 ... an
allora possiamo sviluppare il determinante rispetto alla prima colonna:
Az Q12
0 as
detA=a;det| 0 0
0
0 an,

e poi procedere nello stesso modo. Alla fine si ottiene che il determinante e
il prodotto degli elementi sulla diagonale di A.

8.3 C(Calcolo dell’inversa

In questo paragrafo vogliamo mostrare come il calcolo del determinante ci
fornisca un nuovo metodo per calcolare 'inversa di una matrice! Diamo
innanzitutto una definizione che ci sara utile in seguito.
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Definizione 8.3.1 Data una matrice A € M, ,»(R) diremo trasposta di A, e
la indicheremo con A', la matrice in M, ,(R) che si ottiene da A scambiando
le righe con le colonne.

Esempio 8.3.2 La matrice trasposta di x = (21 22 ... x,) € M1,(R) ¢

T
x
la matrice (x)! = :2 € M, 1(R). La matrice trasposta della matrice
T
2 3 4 \ I
A= € My 3(R) ¢ la matrice A= | 3 -2
0 -2 1 ’ i1

Volendo essere piu precisi potremmo dare le seguente definizione: se A =
(aij) € My m(R), allora A" = (by) € M, (R) con by = ay, (si noti che tutti
gli indici sono ben definiti!).

Date due matrici qualsiasi A € M,, ,(R) e B € M,,,(R) vale (AB)" =
BtAt. Provarlo per esercizio.

Come gia preannunciato, lo scopo di questo paragrafo sara fornire un
metodo per trovare l'inversa di una matrice usando la nozione di determi-
nante. A quel punto il determinante non sara piu solo un segnalatore di
invertibilita!

Sia quindi A € M,,(R) e supponiamo che det A # 0 cioe che la matrice

sia invertibile. Costruiamo A~! procedendo per passi successivi:
- primo passo: per ogni posizione ij consideriamo il minore A4;; (di ordine
n —1): calcoliamo det A;; e moltiplichiamolo per il segno associato (—1)"*7,
otteniamo un numero reale (che pud essere anche zero): (—1)"*7 det .A;; che
indichiamo con &;;.

Osservazione : il determinante di A, sviluppato rispetto alla i — esima
riga, ¢: det A= ailSﬂ + aiQSig + ...+ amSm.

Costruiamo la matrice S = (S;5);

- secondo passo: trasponiamo la precedente matrice, ottenendo S*. Per
definizione di matrice trasposta le colonne di S* sono le righe di S;
- terzo passo: moltiplichiamo la matrice S* per lo scalare ——. Questo

det A°
1

significa moltiplicare ogni entrata di S* per .
Abbiamo finito: la matrice trovata ¢ 'inversa della matrice A! Perché? In

effetti dobbiamo dimostrarlo. Calcoliamo allora il prodotto righe per colonne

1 t
A.
<det AS )
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Dal momento che moltiplicare la matrice S* per —— significa moltiplicare

det A
. . t 1 .
ogni entrata di S per lo scalare 37—, abbiamo

1 t _ 1 t
(detAS ) A= detA(S A).

Chi & I'elemento di posto 1,1 della matrice StA? E il prodotto della prima
riga di 8! per la prima colonna di A. La prima riga di S* ¢ la prima colonna
di § quindi la n-upla (Si1,Sa1, 831, - - -, Sp1) che dobbiamo moltiplicare per
la prima colonna di A. Otteniamo:

a11811 + 21821 + a31831 + - -+ + a1 Sna

ma questo e proprio det A, piu precisamente ¢ lo sviluppo del determinante
di A secondo la prima colonna di A! (I segni sono contenuti nella definizione
degli Sy1). Analogamente, 'elemento di posto 4,7 di S'A &, per ogni i =
1,...,n, il prodotto della riga i-esima di St, i.e., della colonna i-esima di S,
per la colonna i-esima di A, vale a dire la somma:

a1;81; + a2iSoi + a3;Ssi + -+ - + 4piSpi-

Tale somma coincide con lo sviluppo del determinante di A secondo gli
elementi della colonna i-esima e quindi con det A.

Procediamo con I’elemento di posto 1,2. In questo caso dobbiamo molti-
plicare la prima riga di S*, che & sempre (S11, Sa1, S31, - - -, Sn1), per la seconda
colonna di A. Otteniamo: a12S811 + a22821 + a32S31 + - -+ + A,28,1, cioe lo
sviluppo del determinante rispetto alla prima colonna di una matrice in cui
le colonne dalla seconda alla n — esima sono uguali, nell’ordine, a quelle di
A e in cui la prima colonna & uguale alla seconda:

a19 12 Ce Q1n
929 929 RN Qon
a3 a3 Ce as3n
Apo  Ap2 oo App

La matrice in questione ha due colonne uguali percio il suo determinante e
uguale a zero. La medesima situazione si ripete per ogni entrata di posto i, k
della matrice S'A con i # k. Infatti il prodotto della riga i — esima di S* per
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la colonna k — esima di A (i # k) ¢ il prodotto della colonna i-esima di S
per la colonna k — esima di A cioe: a1,S1; + aorSa; + a31:S3; + - + AppSpi €
questo ¢ il determinante di una matrice le cui colonne coincidono con quelle
di A fuorché la i — esima che ¢ uguale alla k — esima: il determinante di una
siffatta matrice (due colonne sono eguali) ¢ nullo!

Osservazione 8.3.3 Data A € M,,(R) chi ¢ il determinante di A'? In un
caso la risposta balza agli occhi: se det(A) = 0 questo significa che le colonne
(o le righe) di A sono linearmente dipendenti, quindi le righe (o le colonne)
di A" sono pure linearmente dipendenti. Dunque det(A") = 0.

D’altro canto se A ¢ una matrice in M;(R) essa coincide con la propria
trasposta, dunque det(A) = det(A"). Un calcolo facile mostra che det(A) =
det(A") se A € My(R). Sia ora A € M3(R) e sviluppiamo il determinante di
A secondo gli elementi della prima riga. Sviluppando ora il determinante di
A? secondo gli elementi della prima colonna ¢ facile vedere che si ottiene lo
stesso determinante. Per lo stesso motivo I'identita det(A) = det(A?) & vera
per ogni A € M,(R).

8.4 Cambiamenti di base

Proponiamo due semplici esempi/problemi per giustificare I’argomento di
questo paragrafo:

Problema 1. In R? consideriamo due basi: V = {v; = (1,2), vy, =
0,-1)} e W = {w, = (1,1), wy = (3,1)}. Poiché sono delle basi, ogni
vettore di R? si scrive in modo unico come combinazione lineare dei vettori
di ciascuno dei due insiemi. Cosi, se prendiamo, ad esempio, (—1,2) € R?
abbiamo l'unica scrittura (—1,2) = (—1)(1,2)+(—4)(0, —1), quindi possiamo
univocamente individuare (—1,2) nella base vy, v mediante le coordinate
(—1,—4)y. Analogamente, sempre lo stesso vettore (—1,2) & espresso nella
base {wy,ws} dalle coordinate (%, —%)W. Come possiamo passare da una
scrittura all’altra? E possibile costruire una macchina che ci consenta di
ottenere le coordinate di un vettore rispetto ad una data base conoscendo le
sue coordinate rispetto ad una base diversa?

Ricordiamo che, fissata la base canonica &: {e; = (1,0,...,0), es =
(0,1,0,...,0), ...,e, = (0,0,...,0,1)} di R™, per ogni vettore v di R" le
coordinate di v rispetto alla base canonica coincidono con le entrate di v.

Problema 2. Dobbiamo descrivere un’applicazione lineare f tra due
spazi vettoriali reali di dimensione finita V' e W. Come abbiamo fatto fino-
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ra? Abbiamo fissato una base del dominio ed una del codominio e abbiamo
costruito una matrice tale che, scritto un vettore v di V' nelle coordinate della
base scelta del dominio, allora il prodotto della matrice per la matrice colonna
data dalle coordinate di v, fornisce le coordinate del vettore immagine, f(v),
nella base scelta del codominio. Se ora cambiassimo base sia nel dominio che
nel codominio, cosa succederebbe alla matrice associata all’applicazione f7
Cambierebbe.

Quindi saper descrivere un’applicazione lineare f rispetto a basi diverse
e molto importante in quanto non vi sono in generale basi privilegiate, ma
potrebbero esserci basi rispetto alle quali la matrice associata all’applicazione
lineare f risulti pitt semplice (come visto in .

In questo paragrafo vogliamo risolvere i problemi 1 e 2.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n e consideriamo I’endomor-
fismo di V' dato dalla applicazione lineare identica, cioe dall’applicazione
lineare che ad ogni vettore v € V' associa il vettore v stesso:

idvl V — Vv

v — v =1idy(v).

Sia V = {v1,v2,...,v,} una base di V. Abbiamo visto nella Lezione 7
che la matrice associata a idy rispetto alla base V (sia nel dominio che nel
codominio) ¢ la matrice identica I,, € M, (R).

Supponiamo ora di voler cambiare la base nel codominio, cioe la base
del dominio sara sempre ), mentre nel codominio prenderemo un’altra base:
W = {wy,wy, ..., w,}. Come sara la matrice associata all’applicazione idy
rispetto alle nuove basi?

Per fare un esempio prendiamo n = 3 e supponiamo che i vettori della
base W si scrivano, rispetto ai vettori della base V, come segue: w; = 2v; —
V3, We = VU3, W3 = U1 — U3. Una cosa balza subito all’occhio: saremmo gia in
grado di scrivere la matrice associata all’applicazione identica rispetto alla
base wi, wy, w3 nel dominio e alla base vy, vy, v3 nel codominio. In effetti la
prima colonna di tale matrice e data dalle coordinate di idy (w;) = wy rispetto
a vy, Uy, U3: Wy = 201 —vs, cioe idy (wy) = (2,0, —1)y. Lo stesso ragionamento
vale per ws e ws: la matrice della applicazione identica rispetto alla base W
nel dominio e V nel codominio risulta allora essere

2 0 1
Agigy vy =1 0 0 -1
-1 1 0
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Attenzione, pero: il nostro problema di partenza non era questo! Tut-
tavia la matrice appena trovata (con poca fatica) ci sara di aiuto. Vediamo
perché. Osserviamo, intanto che idy o idy = idy e consideriamo il seguente
diagramma:

V,V) 2L (v, W) 2L (v, V)

che vogliamo tradurre in termini matriciali. Dovremmo quindi determinare
C = BA, con A,B,C € M3(R), dove A & la matrice della applicazione
identica rispetto alla base V nel dominio e W nel codominio, B e la matrice
associata all’applicazione identica rispetto alla base VW nel dominio e V nel
codominio e quindi C' ¢ la matrice dell’applicazione identica rispetto alla base
) nel dominio e nel codominio. Ora, per quanto osservato sopra, C' = I3, e
B = A(ia, w,v). Pertanto la matrice A, cioe la matrice che stavamo cercando,
¢ l'inversa di B = Aa, w,v):
Is = BA,

quindi siamo in grado di calcolarla! Ma che cosa rappresenta la matrice A?
E la matrice che trasforma un vettore scritto in coordinate rispetto alla base
V, nello stesso vettore scritto in coordinate rispetto alla base W:

N[ =0 | =

A= Ajgy yw) =

O NI =
o = O

—1

Per questo la matrice A si chiama matrice del cambiamento di base
dalla base V alla base W.

Se a questo punto vogliamo conoscere le coordinate rispetto alla base
W del vettore v; + 2vy — 3vs = (1,2, —3)y basta applicare la matrice del
cambiamento di base (dalla base V' alla base W) al vettore (1,2, —3):

O NN =
D [0 | =

ciod (1,2, -3)y = (3, =3, -2).

Conclusione del Problema 1. Possiamo dedurre un metodo per risol-
vere il problema 1. Abbiamo uno spazio vettoriale e due sue basi: V e W. La
matrice di passaggio dalla base W alla base V, cio¢ la matrice A € M,,(R)
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che ci permette di determinare le coordinate nella base V di un vettore espres-
so in coordinate rispetto alla base W, e data dalla matrice nelle cui colonne
si trovano, nell’ordine, le coordinate dei vettori wy, ..., w, rispetto alla base
V. D’altro canto, se vogliamo la matrice del cambiamento di base dalla base
Y alla base W, allora prenderemo A~

Se abbiamo, ad esempio, in R? la base V data da v; = (1,1), vy = (1, —1)
e la base WV espressa nella base V come wy = v1 — 209, wy = —vy + 3vy, allora
la matrice di passaggio dalla base WV alla base V ¢

1 -1
=5

mentre la sua inversa ¢ la matrice di passaggio dalla base ) alla base W:

(31
A _(2 1).

Nel Problema 1 la situazione ¢ leggermente diversa poiché i vettori delle
due basi date non sono espressi gli uni in coordinate rispetto agli altri. Si
tratta di fare un passaggio in piu e di determinare le coordinate dei vettori w;
nella base V: w; = (1,1) = ayvi+agvy = a1(1,2)4+a2(0, —1) = (aq, 204 — )
equindi ag =1 e ag = 1; we = (3,1) = frvg + Povg = B1(1,2) + £2(0, —1) =
(61,201 — (B2) cioe B = 3 e B2 = 5. Quindi la matrice di passaggio dalla base

W alla base V ¢
1 3
1 5/

Non resta che prendere la sua inversa per calcolare la matrice di passaggio

dalla base V alla base W:

Possiamo procedere anche in un modo diverso. In effetti sia i vettori
della base V che i vettori della base VW nel Problema 1 sono espressi in co-
ordinate rispetto alla base canonica. Quindi i dati dell’esempio ci forniscono

immediatamente la matrice di passaggio dalla base V alla base canonica
e T = (; _01> e la matrice di passaggio dalla base w alla base e:

S = ( 1 ?) . In termini di composizione possiamo allora scrivere la matrice
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di passaggio dalla base V alla base W come il prodotto S~T. Questo signi-
fica che stiamo componendo I’applicazione identica con se stessa, una volta
descrivendola mediante 7" rispetto alla base V nel dominio ed e nel codominio,
una volta mediante S—! rispetto alla base e nel dominio e W nel codominio:
il prodotto S~T' & dunque la matrice della applicazione identica rispetto alla
base V nel dominio e W nel codominio, cioe quello che cercavamo:

13 5 3
5_1:( I _21>5 5_1T:(_21 12)-
2 2 2 2

Passiamo ora al Problema 2. Sia f € Lin(V,W) e siano dimV = m e
dimW =n. Sia F' € M, ,,(R) la matrice associata a f rispetto ad una base
fissata V di V e ad una base fissata W di W. Sia H € M,,(R) la matrice
del cambiamento di base dalla base V' alla base V di V e sia K € M, (R) la
matrice del cambiamento di base dalla base W alla base WW. Cerchiamo la
matrice F' € M, ,,(R) della applicazione f rispetto alla base V' nel dominio
e alla base W’ nel codominio. Moltiplicando F” per il vettore colonna delle
coordinate di un vettore v di V nella base V' otterremo le coordinate di f(v)
nella base W di W.

Partiamo dunque da un vettore di V' espresso nella base V', tramite la
matrice H lo trasformiamo nello stesso vettore espresso pero in coordinate
nella base V), adesso possiamo applicare F' che spedisce il vettore trovato nel
vettore immagine tramite f, espresso in coordinate rispetto alla base W del
codominio, a questo vettore applichiamo la matrice K che ci fornisce le sue
coordinate nella base W’ e a questo punto abbiamo finito. In termini di
prodotto di matrici si ha:

F'=KFH.

In altre parole abbiamo scritto ’applicazione lineare f come composizione:

v,V L ww)
iay | | iay
v,v)y Loww)

Conclusione del Problema 2. Se la matrice F' € M,, ,,,(R) rappresenta
una applicazione lineare f € Lin(V,W) tra gli spazi vettoriali V e W, di
dimensione rispettivamente m e n, rispetto alle basi V e W e se F’ ¢ la
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matrice della stessa applicazione rispetto alle basi V' nel dominio e W’ nel
codominio, allora si ha:

F'= KFH
dove H € M,,(R) ¢ la matrice invertibile che rappresenta il cambiamento di
base dalla base V' alla base V, mentre K € M, (R) ¢ la matrice invertibile
che rappresenta il cambiamento di base dalla base W alla base W' .

Esempio. Sia ¢ € Lin(R? R?) I'applicazione lineare che rispetto alle
basi canoniche in R? e R? ¢ data dalla matrice

1 -1 0
F“(—1 1 2)‘

(Denoteremo con & sia la base canonica di R? che la base canonica di R?). In
particolare 'immagine mediante ¢ del vettore (o, 3,7) € R3, che nella base
canonica ha coordinate (a, (3,7), ¢ il vettore

Q@
¢ (1 =10 _ a—p0
FWﬂV)_(—1 1 2 g T \—a+8+2v )"
Vogliamo ora scrivere la matrice associata a ¢ rispetto alla base di R? data
da vy = (2,1,0),v3 = (1,1,1),v3 = (1,0,1) e alla base di R? data da w; =

(1,2),wy = (2,1). La matrice del cambiamento di base dalla base V alla base
canonica di R? ¢ la matrice

H =

O =N
[ S
—_— O =

e la matrice del cambiamento di base da W ad & ¢

(1 2
K_(21.

La matrice inversa ¢ la matrice di passaggio dalla base canonica di R? alla
base W:

[ e
Il
VR
—_ |

—_
TS
Wi
W=
~
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Esempio 8.4.1 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e consideriamo
lo spazio vettoriale degli endomorfismi End(V'). Supponiamo che un endo-
morfismo ¢ ci venga dato nella base {vq, vs, .. ., v, } dalla matrice A € M,,(R)
cioe scegliamo sia nel dominio che nel codominio la stessa base V. Suppo-
niamo di voler determinare la matrice della stessa applicazione rispetto ad
una nuova base {wy,ws,...,w,} di V (sia nel dominio che nel codominio).
Se H € M,,(R) ¢ la matrice (invertibile) del cambiamento di base dalla base
W alla base V, allora la matrice che cerchiamo ¢ H 1AH.

Esempio 8.4.2 Data una base V = {v,vs,...,v,} di uno spazio vettoria-
le, qualsiasi matrice invertibile H € M, (R) rappresenta la matrice di un
cambiamento di base. Ma tra quali basi? E in che ordine? In effetti se
consideriamo la matrice come la matrice di passaggio da una base W (che
non conosciamo) alla base V allora le colonne di H rappresentano nell’ordine
le coordinate nella base V dei vettori della base W: wy, ws, ..., wy,.

D’altro canto possiamo pure interpretare H come la matrice del cambia-
mento di base dalla base V ad una base W che non conosciamo. Allora per
determinare WV bastera prendere la matrice inversa H ! che rappresentera la
matrice del cambiamento di base dalla base WV alla base conosciuta V e allo-
ra le sue colonne saranno le coordinate rispetto a V dei vettori (nell’ordine)
della base W.

In conclusione, fissata una base V = {vy,vs,...,v,} di uno spazio vetto-
riale V| possiamo identificare le matrici invertibili di M,,(R) e I'insieme delle
basi di V: ogni matrice invertibile H puo essere vista come la matrice di un
cambiamento di base dalla base WV alla base V), nel senso che le colonne di
H sono nell’ordine le coordinate dei vettori wy, wa, ..., w,.

Osservazione 8.4.3 Abbiamo gia osservato che le operazioni elementari
sulle righe di una matrice sono equivalenti a dei cambiamenti di base.
Infatti sia L : V' — W un’applicazione lineare di matrice A rispetto ad
una base V di V' e ad una base W di W. Scambiare il vettore i-esimo con il
vettore j-esimo della base del codominio W equivale a moltiplicare a sinistra
la matrice A per la matrice S;; ottenuta dalla matrice identica con l'ope-
razione elementare S;; che corrisponde a scambiare le righe corrispondenti
della matrice A. Moltiplicare il vettore i-esimo della base del codominio
per a # 0 equivale a moltiplicare la matrice A a sinistra per la matrice
H;(1/a) (calcolare tale matrice per esercizio) che a sua volta corrisponde

a moltiplicare la riga i-esima della matrice A per é Scegliere una nuova
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base del codominio in cui, ad esempio, 1’2-esimo vettore e il vecchio i-esimo
a cui si somma (3 volte il j-esimo e gli altri rimangono invariati corrisponde
a sommare alla riga j-esima della matrice A la riga i-esima moltiplicata per
— (3, cioe a moltiplicare a sinistra per la matrice H; ;(—f) (determinarla per
esercizio).

Analogamente scambiare I'i-esimo vettore della base del dominio V' con il
vettore j-esimo equivale a scambiare le colonne corrispondenti della matrice
A. Moltiplicare il vettore i-esimo della base del dominio per o # 0 equivale
a moltiplicare la colonna i-esima per i Sommare al vettore i-esimo (3 volte
il j-esimo e lasciare gli altri invariati corrisponde a sommare alla colonna
j-esima della matrice A la colonna i-esima moltiplicata per —(.

Un cambiamento di base ¢ un isomorfismo e il suo determinante ¢ diver-
so da zero. Dunque le trasformazioni per riga (o per colonna se si cambia
base nel dominio) sono trasformazioni invertibili. Presa una matrice quadra-
ta A ed indicata con A’ la matrice che si ottiene dalla matrice A mediante
una trasformazione per riga (o colonna), si ha: det(A’) = adet(A) dove
a # 0 ¢ il determinante della matrice del cambiamento di base corrispon-
dente alla trasformazione per riga (o per colonna) effettuata. Questo altera
il determinante, ma non il fatto che sia o meno uguale a zero!

Definizione 8.4.4 Due matrici A, B € M,(R) si dicono simili se rappre-
sentano lo stesso endomorfismo rispetto a basi diverse, cioe, per quanto visto
in se esiste una matrice invertibile H € M,,(R) tale che A= H 'BH.

Nella definizione precedente le matrici A e B rappresentano lo stesso endo-
morfismo rispetto a basi diverse (la matrice A ¢ ‘legata’ alla matrice B tramite
un cambiamento di base dato dalla matrice H). Indichiamo 'insieme delle
matrici invertibili di ordine n con GL,(R).

Osservazione 8.4.5 Segue immediatamente dalla definizione che matrici
simili hanno lo stesso determinante. Infatti se A e B sono matrici quadrate di
ordine n e sono simili, esiste una matrice invertibile H € M,,(R) tale che A =
H 'BH. Di conseguenza det(A) = det(H 'BH) = det(H ') det(B) det(H)
= m det(B) det(H) = det(B).

Osservazione 8.4.6 Il calcolo del determinante e la sua applicazione al cal-
colo del rango dei minori quadrati di una matrice forniscono un ulteriore
metodo per il calcolo del rango di una matrice e quindi per la soluzione di un
sistema lineare. Consideriamo il seguente esempio: in R* si calcoli, al variare
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di a € R, lo spazio delle soluzioni ¥, del sistema lineare S, nelle incognite
T,Y, 2, W:

204+3y —4z—w=0
Saz{x+2y—3z:0
ar+z—2w=0

S, € un sistema omogeneo di 3 equazioni in 4 incognite. Scriviamo la matrice
(completa=incompleta in questo caso) ad esso associata:

2 3 -4 -1
A,=11 2 -3 0
a 0 1 =2

e consideriamo il minore individuato dalle prime tre colonne

Il suo determinante e uguale a —a + 1 quindi per ogni o # 1 esso € diverso
da zero! In questo caso la matrice A, ha rango massimo (uguale a 3), quindi
rappresenta una applicazione lineare di rango 3 di uno spazio di dimensione 4
in uno spazio di dimensione 3. Il sistema ammette soluzioni e lo spazio delle
soluzioni e il nucleo dell’applicazione lineare individuata dalla matrice A, e
ha pertanto dimensione 1. Per determinare le soluzioni del sistema riduciamo
la matrice A, in forma a scalini per righe. Attraverso un certo numero di
passaggi otteniamo la matrice:

e, dunque, il sistema

—y+2z—w=0

r+2y—32=0
{(l—a)z+(2a—2)w:0.

Otteniamo ¥, = ((0,3,2,1)).
Dobbiamo ora considerare il caso o« = 1. Attenzione: non stiamo dicendo
che la matrice ha rango minore di 3 in questo caso! Vi sono altri minori
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quadrati di ordine 3 di cui non abbiamo calcolato il determinante. Puo ancora
succedere che la matrice abbia rango 3: per avere rango minore di 3, tutti i
minori di ordine 3 debbono avere determinante uguale a 0. Il calcolo delle
soluzioni del sistema S; si puo fare direttamente per sostituzione. Abbiamo
il sistema:

r4+2y—32=0
r+z—2w=0.

Calcoliamo allora il rango del sistema col metodo della riduzione per righe:

20+ 3y —4z—w =20
51:{

2 3 -4 -1 2 3 -4 -1 o -1 2 -1
Air=(1 2 =3 0 =1 2 -3 0 =1 2 -3 O
1 0 1 =2 0 -2 4 =2 0 -2 4 =2

o -1 2 -1
=11 2 =3 0
0 O 0 0

La matrice A; ha dunque rango 2. Lo spazio delle sue soluzioni ¢ uno
spazio vettoriale di dimensione 2: le variabili libere sono z e w, dunque
scegliendo z = 1,w = 0 si trova la soluzione v = —1,y = 2,z = 1,w = 0,
mentre scegliendo z = 0,w =1,si hax =2,y = —1,2 = 0,w = 1. L’insieme
delle soluzioni e: ¥; = ((—1,2,1,0),(2,—1,0,1)).

8.5 Esercizi svolti
Esercizio 8.5.1 Sia id : R®> — R? I'applicazione identica. Si consideri la
base B di R*: B = {w; = (1,1,0),wy = (1,—1,0),ws = (0,1,1)}. Si scriva
la matrice associata all’applicazione id fissando:

1) la base B nel dominio e la base canonica nel codominio;

2) la base canonica nel dominio e la base B nel codominio;

3) la base B nel dominio e nel codominio.

Svolgimento. L’applicazione id manda ogni vettore di R? in se stesso:
id(v) = v per ogni v € R3. Nel caso 1) abbiamo dunque id(w;) = w; per ogni
1 =1,2,3 e, poiché le coordinate di un vettore rispetto alla base canonica non
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sono che le sue componenti, la matrice associata all’applicazione id rispetto
alla base B nel dominio e alla base canonica nel codominio e:

1 1 0
1 -1 1
0 0 1

Nel caso 2) abbiamo id(e;) = e; per ogni vettore e; della base canonica e
dobbiamo esprimere i vettori e; in coordinate rispetto alla base B. Potremmo
procedere direttamente determinando, per ogni ¢ = 1,2, 3, i numeri reali «,
B, 7 tali che e; = aw; + fws + yws e cosi per ey ed e3. Tuttavia (astuti!)
osserviamo che la matrice che ha sulle colonne le componenti dei vettori e;
rispetto ai vettori w; ¢ la matrice del cambiamento di base dalla base canonica
alla base B pertanto essa ¢ la matrice inversa della matrice determinata in

1):

Lo\
L] <
0 0 1 0 0 1
Nel caso 3) abbiamo, banalmente, id(w;) = lw; 4+ Owy + Ows, id(ws) =

Ow; + 1wy + Ows, id(ws) = Owy + Owy + lws. Pertanto la matrice richiesta e
la matrice I5.

Esercizio 8.5.2 Sia B = {v; = (1,1),v, = (1,0)} una base di R? e sia &
la base canonica di R3. Sia f : R? — R? l'applicazione lineare associata,
rispetto alla base B del dominio e alla base £ del codominio, alla matrice

F =

N W o
o~ o

Determinare la matrice associata all’applicazione lineare f rispetto alla base
canonica £ di R? e allabase B’ = {w; = (1,1,1),w, = (1,1,0),w3 = (1,0,0)}
di R3,

Svolgimento. L’esercizio consiste nel tradurre in termini matriciali il seguente
diagramma:

(R, ) % (R?,B) L (R, &) -5 (R, B)).

La composizione di funzioni illustrata nel diagramma produce infatti il seguente
effetto: si parte da un vettore di R? espresso in coordinate rispetto alla base
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canonica di R?, lo si esprime in coordinate rispetto alla base B, si applica ad
esso f e si ottengono le coordinate del vettore immagine nella base canonica
di R3; infine si determinano le coordinate del vettore immagine nella base
B'. La matrice della applicazione composta id o f o id ¢ la matrice richiesta
dall’esercizio.

Indichiamo con M5 la matrice del cambiamento di base dalla base £’ alla
base B, cioe la matrice associata all’applicazione identica di R? rispetto alla
base canonica del dominio e alla base B del codominio, e con MEZ" la matrice
del cambiamento di base dalla base canonica alla base B’ di R3. A_Hlora

11\ 0 1 b
ME = ( ) = < ) Analogamente ME = [ 1 1 0 =
1 0 1 -1
1 0 0
0 O 1
0o 1 -1
1 -1 0
Cosl la matrice richiesta e:
/ 0 O 1 1 4 0 1 0 2
MEFME =10 1 -1 31 (1 _1): 1 0
1 -1 0 2 0 3 =5

Esercizio 8.5.3 Stabilire se i vettori v; = (1,3,4), vo = (4,3,-2), v3 =
(2,3,0) di R? sono linearmente indipendenti.

Svolgimento. Abbiamo gia risolto questo tipo di problema utilizzando
la definizione di vettori linearmente indipendenti. Vogliamo proporre una
soluzione diversa e decisamente piu rapida che fa uso della nozione di deter-
minante. Costruiamo la matrice che abbia come vettori riga i vettori vy, vs,
V3.

1 3 4
A=14 3 -2
2 3 0

A questo punto dire che i vettori vy, v9, v3 sono linearmente indipendenti
equivale a dire che le righe della matrice A sono linearmente indipendenti
cioe che la matrice A ¢ invertibile. Del resto la matrice A e invertibile se
e solo se il suo determinante e non nullo. Dunque i vettori vy, v9, v3 sono
linearmente indipendenti se e solo se det(A) # 0. Non ci resta che calcolare
det(A): sviluppando il determinante di A secondo gli elementi della terza
colonna otteniamo

det(A) = 4(12 — 6) +2(3 — 6) = 24 — 6 = 18.
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Possiamo concludere che i vettori vy, v e v3 sono linearmente indipendenti.

1 0 -1 4
Esercizio 8.5.4 Calcolare il rango della matrice M = | -1 1 0 2
-1 0 1 3

Svolgimento. Non vogliamo utilizzare il metodo della riduzione di una
matrice in forma a scalini per righe ma la caratterizzazione del rango di una
matrice come massimo ordine di minori invertibili della matrice. Il rango
della matrice M e minore o uguale a 3. Sara uguale a 3 se riusciremo a
trovare un minore di ordine 3 di M con determinante non nullo.

Cominciamo col minore che si ottiene da M eliminando la quarta colonna:

1 0 -1

—1 1 0 |. Esso ha determinante nullo e quindi non fa al caso nostro.

-1 0 1

Consideriamo allora il minore di M che si ottiene eliminando la prima
colonna: esso ha determinante uguale a 7. Dunque abbiamo individuato un
minore invertibile di M di ordine 3. M ha pertanto rango 3.

Esercizio 8.5.5 In R? siano dati i vettori v; = (2,t,1), v, = (—1,1,0),
vs = (1,1,t) dove t & un parametro reale. Si consideri I’endomorfismo
fi + R® — R3 definito da: fi(e;) = vy, fi(ea) = vo, fi(e3) = w3, dove
{e1,€e2,€e3} € la base canonica di R3. Esistono valori del parametro t per i
quali I'applicazione f; e invertibile? In caso affermativo, per uno di questi
valori si determini la matrice che rappresenta ’applicazione inversa di f;
rispetto alla base canonica.

Svolgimento. Costruiamo la matrice associata all’applicazione lineare f;
rispetto alla base canonica di R?:

-1 1
1 1
0 t

Sviluppiamo il determinante di F; rispetto alla seconda colonna:

det(F}) = 1(t* — 1)+ (2t — 1) = t* + 2t — 2. Allora per ogni t € R tale che
242t —2 # 0, vale a dire per ogni t # —14+/3, det(F},) # 0 e applicazione

f, & invertibile. Viceversa, se t = —1++/3 oppure t = —1 — v/3 l’applicazione

f: non & invertibile.
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Poniamo ora t = 1 e consideriamo la matrice F} associata a f; rispetto
alla base canonica. Si ha: det(F}) =1e

-1

-1 1
1 = 0 1 -1
1

2
Fil=11 1

10
8.6 Esercizi proposti

Esercizio 8.6.1 Calcolare il determinante della seguente matrice:

O = O =

Esercizio 8.6.2 Sia A € M;5(R) una matrice tale che A = —A" (matrice
antisimmetrica). Quanto vale det(A)?

Esercizio 8.6.3 Costruire due matrici quadrate A e B tali che det(A) +
det(B) # 0 e det(A+ B) = 0.

Esercizio 8.6.4 Scrivere la matrice del cambiamento di base dalla base B =
{(1,2,1),(1,1,1),(0,1,—1)} alla base B’ = {(—1,1,0),(1,-1,1),(2,1,3)} di
R3.

Esercizio 8.6.5 Si consideri I'applicazione lineare D : R3[z] — R3[z] che
ad ogni polinomio a coefficienti reali di grado minore o uguale a 3 nella
variabile x associa la sua derivata rispetto ad z. Scrivere la matrice associata
a D rispetto alla base C = {1, z, 2%, 3} nel dominio e alla base B = {z?, 23+
22 2% + 2% + z,2° + 2> + 2 + 1} nel codominio. Calcolare il determinante
della matrice ottenuta.
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Lezione 9

Matrici diagonalizzabili

Tratteremo ora di endomorfismi di uno spazio vettoriale V' di dimensione n.
Sappiamo che, scelta una base di V', ad ogni endomorfismo resta associata
una matrice A € M,,(R). D’altro canto sappiamo anche che un cambiamento
di base trasforma la matrice dell’endomorfismo in una matrice simile B &€
M, (R) per cui B = H'AH con H € GL,(R) (8.4.4). Ci porremo due
problemi diversi:

1) trovare una base rispetto alla quale la matrice del nostro endomorfismo
abbia la forma piu semplice possibile;

2) trovare un modo per decidere se due matrici siano o non siano simili
(se, cioe, rappresentino o meno lo stesso endomorfismo).

Le risposte che daremo sono parziali, ma sufficienti per affrontare uno dei
problemi descritti nell’introduzione. Per una risposta completa bisognerebbe
ricorrere alla teoria di Jordan.

Sottolineiamo che useremo in maniera equivalente matrici quadrate ed
endomorfismi.

9.1 Autovalori e autovettori

Consideriamo ¢ € End(V).

Definizione 9.1.1 Un numero reale \ si dice un autovalore dell’endomorfi-
smo @ se esiste un vettore v # 0y tale che p(v) = Av. Il vettore v si dice
allora autovettore di ¢ di autovalore \.

Si noti che abbiamo richiesto che un autovettore sia diverso dal vettore nul-
lo: in effetti se accettassimo anche 0y come possibile autovettore allora si

141
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avrebbe 0y = ¢(0y) = a0y per ogni reale a. Dunque ogni numero reale
sarebbe un autovalore e la definizione non avrebbe tanto senso. Si osservi
inoltre che un vettore non nullo di V' & un autovettore di ¢ di autovalore zero
se e solo se appartiene al nucleo di .

Sia ora A € R un autovalore dell’endomorfismo ¢ € End(V'). Consideria-
mo l'insieme V" degli autovettori di autovalore A (non ¢ vuoto):

Vi={veV]v#0y, p(v) =}

Aggiungiamo a tale insieme (che non puo essere uno spazio vettoriale perché
non contiene il vettore nullo) il vettore nullo: V), = V¥ U {0y} = {v €
V | (v) = Av}. Allora

Proposizione 9.1.2 L’insieme V) e un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. Siano v; e vy due elementi di V) (i.e. p(v1) = Avq, (vg) =
Avy), dobbiamo vedere che pure vy + vy appartiene a V). Calcoliamo quindi
©(v; + vg) che, per la linearita di ¢, & uguale a @(v1) + ¢(v) = vy +
Mg = (v + v9). Dunque vy + v9 € un autovettore di autovalore A oppure
il vettore nullo, in ogni caso vy + vy € V). Siano ora a € R e v € V), allora
e(av) = ap(v) = a(Iv), essendo ¢ lineare e v € Vj; del resto a(Av) = M aw)
per le proprieta del prodotto per scalari, cosi av € V). Dunque V) e un
sottospazio vettoriale di V. C. V. D.

Definizione 9.1.3 Dati ¢ € End(V') ed un suo autovalore X, il sottospazio
vettoriale V) e detto 'autospazio di ¢ associato all’autovalore ).

Per ora tutto e formalmente chiaro, ma finché non sappiamo calcolare gli
autovalori di un endomorfismo non possiamo fare nulla di concreto. Innan-
zitutto osserviamo che, scelta una base V = {vy,...,v,} di V (dimV =n) e
indicata con A € M,,(R) la matrice associata a ¢ rispetto a questa base sia
nel dominio che nel codominio di ¢, dire che un vettore v ¢ un autovettore
di autovalore ), significa che per la n — upla delle sue coordinate (aq, ..., a,)
nella base V si ha
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Questa condizione e indipendente dalla base scelta nel senso che, se H €

GL,(R) ¢ la matrice del cambiamento di base dalla base V ad una base W,
a1

a
allora le coordinate H :2 sono le coordinate di v nella base W e soddi-

a
sfano ’analoga relazione dgve al posto di A troveremo la matrice B associata
all’endomorfismo ¢ rispetto alla base W. Cerchiamo di essere piu precisi: per
costruzione B ¢ simile ad A attraverso la relazione esplicita: B = HAH L.
Ne consegue che

aj ax ay aq Aaq
BH| Y |)=BE | | =(EHAE " H) | " | =HA| T | =H A2
an Qn an dn Ay,
a1 aq
= \NH a:g ) cioe H “ | sono le coordinate nella base W di un au-
an an

tovettore di ¢ relativo all’autovalore .

Siaora ¢ € End(V') esiaV una base di V', V = {vy,vq,...,v,}. Allora, se
A € M, (R) ¢ la matrice associata a ¢ rispetto alla base V (sia nel dominio
che nel codominio di ¢), possiamo considerare la matrice A — tI,, (cioe la
matrice che si ottiene sottraendo agli elementi diagonali di A I'indeterminata
t). Il determinante di questa matrice ¢ un polinomio nella variabile ¢:

P(t) = det(A — tI,)

detto polinomio caratteristico di ¢. Tale polinomio sembrerebbe dipen-
dere dalla matrice associata all’endomorfismo (e quindi dalla base scelta).
(Osserviamo tra parentesi che, ad essere precisi, la matrice A — tI,, non
e a coefficienti reali, ma a coefficienti nell’anello dei polinomi R[¢] (che non
¢ un campo) quindi non abbiamo definito cosa sia il determinante di una
siffatta matrice. Tuttavia si puo definire tale determinante in modo analogo
a quanto fatto per le matrici a coefficienti in R. In questo caso per matrici
p(t) € My 1(R[t]) = R[t] si avra det p(t) = p(t) e per matrici quadrate di
ordine superiore si utilizzera sempre lo sviluppo per righe o per colonne.)
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Osservazione 9.1.4 [l polinomio caratteristico di ¢ non dipende dalla base
scelta per costruire la matrice A.

Dimostrazione. Per mostrare che il polinomio caratteristico di ¢ e in-
dipendente dalla base scelta basta dimostrare che due matrici simili han-
no lo stesso polinomio caratteristico. Fissata, infatti, una base di V di-
versa dalla precedente, la matrice associata a ¢ rispetto alla nuova base e
una matrice simile alla matrice A. Siano dunque A, B due matrici simili:
B = H'AH, con H € GL,(R) matrice invertibile. Il polinomio carat-
teristico della matrice B ¢: det(B — tI,) = det(H 'AH — tI,). Osser-
viamo che t1,, ¢ una matrice i cui soli elementi non nulli si trovano sulla
diagonale e sono tutti uguali a ¢. Si vede facilmente che per ogni matrice
quadrata T di ordine n, (t1,)T = t([,T) = tT = T(tI,). Si ha pertan-
to: det(B — tI,) = det(H*AH — H'(tI,)H) = det(H (A — tI,)H) =
det H='det(A — t1,,) det H = det(A — tI,). C.V.D.

Per analogia parleremo dunque di polinomio caratteristico di una matrice
A e M,(R),
det(A —tI,) = Pa(t).

Abbiamo visto che tale polinomio e lo stesso per ogni matrice simile ad A.

Proposizione 9.1.5 Un numero reale A\ & un autovalore dell’endomorfismo
p se e solo se e radice del suo polinomio caratteristico.

Dimostrazione. Dire che a € R ¢ un autovalore di ¢ equivale a dire, in

coordinate rispetto ad una base V, che esiste un vettore (t1,...,%,) # Ogn
tale che
t1 t1
t t
Al 7?2 =al ?
tn tn
cioe
131 ] 131 0
t t t 0
Al 72 =al, 2 — (A—al,) 2= |
t, t, t, 0
i.e., Ogn # (t1,...,t,) € Ker(A — al,). Osserviamo che la matrice quadrata

(A — al,) ha nucleo non banale se e solo se il suo rango non & massimo (se
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tale rango fosse massimo Ker(A — al,,) conterrebbe solo il vettore nullo). In
altre parole a € autovalore di ¢ se e solo se A— al, non ¢ invertibile, se e solo
se, quindi, il suo determinante ¢ uguale a zero: det(A — al,) = 0. Ma tale
determinante ¢ proprio il polinomio caratteristico di A, P4(t), calcolato in
a: Py(a). Cosicché o & un autovalore di ¢ se e solo se Py(a) = 0. C.V.D.

Osservazione 9.1.6 i) Esistono naturalmente matrici che non hanno auto-

valori reali! Consideriamo, ad esempio, la matrice A = (_01 é) Il suo

polinomio caratteristico ¢ il polinomio

det(A — AIy) = det <:i _&) — X1
che non ha radici reali.

ii) II polinomio caratteristico di un endomorfismo ¢ di uno spazio vet-
toriale di dimensione n ha grado n, vale a dire, indicata con A la matrice
associata a ¢ rispetto ad una base fissata, il polinomio det(A — A[,,) & un
polinomio di grado n nella variabile . Questo significa che il grado massimo
con cui compare la variabile A nello sviluppo del determinante della matrice
A — I, & n. Per renderci conto di questo calcoliamo det(A — AI,,) sviluppan-
do il determinante rispetto alla prima riga: il termine di grado massimo (in
A) si ottiene moltiplicando il maggior numero possibile di termini contenenti
A. Dal momento che A compare, con grado 1 e coefficiente —1, solo sulla dia-
gonale della matrice e che gli elementi diagonali sono n, si deduce facilmente
che il grado massimo con cui A compare nella espressione del determinante e
n e che il coefficiente di A\ ¢ esattamente (—1)".

Possiamo dire qualcosa sul termine noto del polinomio caratteristico? In
questo caso dobbiamo considerare soltanto i termini che non contengono A:
basterebbe calcolare il polinomio caratteristico e porre A = 0 o, equivalente-
mente, porre A = 0 e calcolare il polinomio caratteristico. Ma quando A =0
si ha det(A—01,) = det(A). Dunque il termine noto del polinomio caratteris-
tico della matrice A ¢ det(A). Poiché matrici simili hanno lo stesso polinomio
caratteristico, quanto appena osservato e coerente col fatto, gia ottenuto in
(come conseguenza diretta della definizione di similitudine di matrici) che
matrici simili hanno lo stesso determinante.

Vediamo il significato di altri coefficienti del polinomio caratteristico.
Consideriamo il coefficiente di \*~!: sviluppiamo, come prima, il determi-
nante della matrice A—\I, rispetto alla prima riga. Per chiarezza di notazioni
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poniamo B = A — A\, allora:

det(A — )\[n) = (CLH — )\) det(A11 - )\[nfl) — a12 det(312)+

—|—CL13 det(Blg) + -+ (—1)1+”a1n det(Bln). <91)

Ricordiamo che le sottomatrici By della matrice B con k # 1 si ottengono
eliminando la prima riga e la colonna k-esima della matrice B = A — A\[,,,
quindi eliminando due entrate della matrice A— \I,, contenenti la variabile \:
I’elemento di posto 1,1 e I’elemento di posto k, k. Inoltre le entrate ay; della
matrice A per k # 1 non contengono la variabile A. Di conseguenza nella
espressione gli eventuali termini di grado n — 1 nella variabile A sono
contenuti nell’addendo (a1 —\) det(A; —Al,,—1). Proviamo allora che il coef-
ficiente del termine di grado n—1 ¢ (—1)""(ay;+age+- - ~+a,,). Per calcolarlo
senza troppa fatica si puo procedere per induzione su n: se n =1, A = (a11)
e si vede immediatamente che il polinomio caratteristico di A € a;; — X e
il termine di grado 0 & proprio (—1)%a;; = a;;. Dopodiché, assumiamo di
conoscere il risultato per qualunque matrice di ordine minore di n e calcoliamo
il coefficiente del termine di grado n — 1 della nostra matrice B. Abbiamo
detto che si tratta di calcolare i termini di grado n — 1 in A che compaiono
nel prodotto (a;; — A) det(Ay; — Al,—1). Orain (a;; — A) det( Ay — A1) i
termini di grado n — 1 sono quelli che si ottengono moltiplicando a;; per gli
elementi di grado n—1 in det(Ay; — Al,_1) e quelli che si ottengono moltipli-
cando —A\ per i termini di grado n — 2 in det(A;; — Al,_1). Osserviamo che
det(Ay; — AL,_1) € precisamente il polinomio caratteristico della matrice A;;
che ¢ una matrice quadrata di ordine n — 1. Quindi, per ipotesi induttiva
e per quanto gia osservato, i termini di grado n — 1 nel polinomio carat-
teristico di A sono: ap((=1)" A" ™) — A((=1)"2(ag + - + @pp)A\"72) =
(_1)n—1)\n—1<a11 + g+ -+ ann).

La somma a1 + age + - - - + @, € la somma degli elementi sulla diagonale
di A. Tale somma ¢ detta la traccia di A e si indica di solito con tr(A).
Abbiamo quindi mostrato che il coefficiente del monomio di grado n — 1 del
polinomio caratteristico di una matrice quadrata A di ordine n e, a meno
del segno (che dipende solo da n), la traccia della matrice A. In particolare
matrici simili hanno la stessa traccial (Esse hanno infatti lo stesso polinomio
caratteristico.)

iii) II polinomio caratteristico di un endomorfismo ¢ di uno spazio vetto-
riale n-dimensionale ha grado n, ma le sue radici possono anche non essere
tutte distinte. Ne consegue che gli autovalori distinti di ¢ sono in numero
minore o uguale a n.
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Che relazione c’e tra autospazi relativi ad autovalori diversi? Si intersecano?
La prossima proposizione risponde a questa domanda:

Proposizione 9.1.7 Sia ¢ € End(V) e sia V una base di V, dimV = n.
Siano ayq, Qa, . .., autovalor: distinti di ¢. Allora i relativi autospazi sono
in somma diretta: Vo, ® Vo, ©--- DV,

Dimostrazione. Generalizzando quanto visto per le somme dirette di due
sottospazi, bastera verificare che l'intersezione fra una somma qualsiasi di
alcuni autospazi e qualunque autospazio che non compaia fra gli addendi di
questa somma e banale. Procediamo per induzione su k. Innanzitutto mo-
striamo che la somma di due autospazi distinti e diretta: sia v € V,,, N V,,.
Allora ¢(v) = ajv e p(v) = agu, i.e., (a1 — ag)v = Oy il che implica, essendo
(&5} 7é Qo, UV = Ov.

Ora supponiamo che la somma dei j autospazi Vo, @& V,, © -+ @® V,, sia
diretta e consideriamo V,, con | ¢ {1,2,...,5}. Sia poi v € (V,, ® Vo, ®
Va,) N'Vy,. Siha dunque: v = vy 4+ vy + -+ - 4+ v; = v, con v € Vj,,, pertanto
o(v1 + v+ - +v;) = o(v;), ma ¢ ¢ lineare e i vettori v; sono autovettori,
dunque

gp(vl+---+vj):alvl+agv2+---+ajvj:alvl:alv:alvl+---+alv]~

cioe
QU + aqug + -+ ;= QU1 F Qg + -+ Q.

Dunque (o —oq )v1+(oq—az)ve+- - -+ (o —a;)v; = 0y. Dal momento che, per

ipotesi, la somma di Vi, ..., Vj ¢ diretta, i vettori vy,. .., v; sono linearmente
indipendenti, ma essendo a; — s # 0 se s # [, si ha che tutti i vettori sono
nulli: vy =vy =+ =v; =y, =0yp. Quindi (V1 &---aV;)NV;, =0y. C. V.
D.

La Proposizione 9.1.7] ci assicura che autovettori relativi ad autovalori
diversi sono linearmente indipendenti: essi appartengono infatti a spazi vet-
toriali in somma diretta.

9.2 Matrici/endomorfismi diagonalizzabili

Mettiamoci ora in una situazione “idilliaca”: sia ¢ € End(V') e supponiamo
che la somma (diretta) degli autospazi V,, @& V,, @ --- & V,, sia uguale a
V, con ag, o, ..., qp autovalori diversi. Allora se scegliamo una base di
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clascun autospazio: v{,v3,...,v5 per Vu,, v,03,...,02, per V,, e cosl via,
fino a vf,v5, ..., v} perV,,, otteniamo una base di V come unione delle basi

dei V,,. Adesso cerchiamo di scrivere la matrice dell’applicazione lineare ¢
rispetto a questa base. Cominciamo da vi: v{ appartiene al sottospazio
Vo, quindi ¢(v)) = ayvi che in coordinate nella base fissata si scrive come
arv] + 003 4 -+ 4+ 0vh +0vf + -+ 4 0vF 4 -+ + 0vk . Per v] si ha ¢(v)) =
a1vy = 0vf +oqvy+0v3 4+ - -+ 00) +00f 4 - - 4+00f 4 - -4-00F . In definitiva
la matrice associata a ¢ rispetto ad una base di autovettori e diagonale e gli
elementi sulla diagonale sono gli autovalori:

ap 0 0 0
0 o 0 0
D=10 0 0
0 0 " o O
0 0 0 oy

Poiché la matrice trovata e la matrice dell’endomorfismo rispetto ad una base
di autovettori di ¢, il suo polinomio caratteristico e quello dell’endomorfismo
@ pertanto gli zeri del polinomio caratteristico di D debbono avere la stessa
molteplicita degli zeri del polinomio caratteristico di ¢; in altre parole o
compare sulla diagonale di D un numero di volte pari alla sua molteplicita
come radice del polinomio caratteristico di .

Definizione 9.2.1 Sia A un autovalore di un endomorfismo ¢ di uno spazio
vettoriale V. St dice molteplicita algebrica di N la sua molteplicita come
radice del polinomio caratteristico. Si dice molteplicita geometrica di A la
dimensione dell’autospazio relativo all’autovalore \.

Definizione 9.2.2 Un endomorfismo ¢ € End(V') si dice diagonalizzabile
se V' ammette una base di autovettori di p. Una matrice A € M, (R) si dice
diagonalizzabile se é simile ad una matrice diagonale D € M, (R).

Abbiamo appena visto che se la somma (diretta) degli autospazi coincide con
lo spazio vettoriale V' allora ’endomorfismo e diagonalizzabile e la matrice
ad esso associata rispetto ad una di autovettori ¢ diagonale.

Molteplicita algebrica e geometrica di un autovalore sono legate dal seguente
risultato:

Teorema 9.2.3 La molteplicita algebrica di un autovalore é sempre mag-
giore della sua molteplicita geometrica o uguale ad essa.
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Dimostrazione. Supponiamo che « sia un autovalore di molteplicita alge-
brica k. Allora il polinomio caratteristico si puo scrivere come: det(A—zI,) =
(a — 2)*Q(z), dove Q(z) ha grado n — k e Q(a) # 0. Supponiamo ora che la
molteplicita geometrica di « sia h cioe che I’autospazio relativo all’autovalore
« abbia dimensione h e supponiamo h > k. Allora possiamo scegliere una
base vi,v9, ..., UV, Vki1, .., v, di V,, e completare questa base in una base V
di V. La matrice associata a ¢ rispetto alla base V sara del tipo

a 0 0
0 « :
L0 o ¥
A = a ,
0 O
. . . B
0O 0 ... 0

dove gli « sulla diagonale sono h e B ¢ una matrice quadrata di ordine
n — h. 11 polinomio caratteristico della matrice A’ & (a — 2)"det(B — zI,,_p).
Ma A e A’ sono matrici associate alla stessa applicazione lineare rispetto a
basi diverse, pertanto sono simili e hanno lo stesso polinomio caratteristico.
Questo non & possibile dal momento che a ¢ radice del polinomio (a—2)¥Q(z)
con molteplicitdh k& ed & radice del polinomio (o — z)"*det(B — zI,_;) con
molteplicita almeno h, ma per ipotesi h > k. Assurdo. CVD

Teorema 9.2.4 Una matrice A € M,(R) (o, equivalentemente, un endo-
morfismo ¢ di uno spazio vettoriale n-dimensionale V') ¢ diagonalizzabile
(suR) se e solo se valgono le sequenti due condizioni:

1. il polinomio caratteristico p(z) di A (o di @) si fattorizza in R[z] nel
prodotto di polinomi di primo grado (non necessariamente distinti);

2. la molteplicita algebrica di ogni autovalore X coincide con la sua mol-
teplicita geometrica.

Dimostrazione. <) Dire che p(z) si fattorizza in R|[z] nel prodotto di fattori
lineari equivale a dire che p(z) ha n radici reali (non necessariamente distinte)
cioe che, se indichiamo con a4, ..., ay tali radici e con n; la molteplicita di
a;, per vt = 1,...,k, allora ny + ng + --- + np = n. Inoltre sappiamo che la
somma V,, ®---®V,, degli autospazi ¢ diretta e, dal momento che per ogni
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¢ =1,...,k la dimensione dell’autospazio V,, coincide con la molteplicita n;
dellautovalore «;, si ha dim(V,, @ ---®V,,) = dim(V,,) +...+dim(V,, ) =
ny+---+ny=nqundi Vy,, &---dV,, =V.

=) Vogliamo ora mostrare che, viceversa, se un endomorfismo ¢ di uno
spazio vettoriale V' n-dimensionale ¢ diagonalizzabile allora valgono le con-
dizioni 1. e 2. Sia A la matrice associata a ¢ rispetto ad una base fissata di
V. Se A ¢ diagonalizzabile, per definizione essa ¢ simile ad una matrice diago-
nale, cio¢ esiste una matrice invertibile H tale che H'AH = D ¢ diagonale.
In particolare le matrici A e D hanno lo stesso polinomio caratteristico e, es-
sendo D diagonale, tale polinomio caratteristico e il prodotto degli elementi
diagonali della matrice D — z1,,, quindi esso e il prodotto di fattori lineari in
z:

(a1 — 2)" (0 — 2)™ -+ (g — 2)™

dove gli a; sono gli autovalori di D (e quindi di A) e ny +ng+ -+ 4+ ngx = n,
essendo n; il numero di volte in cui «; appare nella matrice diagonale D.
Abbiamo cosi mostrato che il polinomio caratteristico p(z) di una matrice dia-
gonalizzabile si fattorizza in R[z| in polinomi di grado 1 (non necessariamente
distinti). D’altra parte la matrice D & la matrice associata a ¢ rispetto ad
una base B di autovettori di ¢ e la molteplicita algebrica dell’autovalore «;,
cioe il numero di volte in cui «; compare sulla diagonale della matrice D, e
uguale al numero di autovettori relativi all’autovalore «; che appaiono nella
base B. Quindi la molteplicita geometrica di a € uguale alla sua molteplicita
algebrica. CVD

Osservazione 9.2.5 i) Abbiamo gia osservato che esistono matrici ad en-
trate reali prive di autovalori reali. Nello stesso modo esistono matrici il
cui polinomio caratteristico, pur avendo alcune radici reali, non si fattorizza
completamente in polinomi di grado 1 in Rz|, cioe le sue radici non sono
tutte reali. Consideriamo, ad esempio, la matrice

30 0
A=10 0 -1
01 0

Il suo polinomio caratteristico ¢ (3 — z)(2? + 1) che ha una sola radice reale
z = 3 (e due radici complesse immaginarie).

i1) Anche se il polinomio caratteristico di una matrice ¢ completamente
fattorizzabile in R[z], puo accadere che la matrice non sia diagonalizzabile.
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0

0 0
stico ¢ 22 = (—2z+0)?. Quindi B ha un solo autovalore: « = 0 di molteplicita
algebrica 2. Se B fosse diagonalizzabile sarebbe simile alla matrice diagonale
con l'autovalore 0 sulla diagonale, cioe alla matrice nulla. Ma qualunque
matrice simile alla matrice nulla ¢ nulla: H~'0,H = O,,! Quindi la matrice
B, che ¢ non nulla, non puo essere simile ad una diagonale, cioe B non ¢
diagonalizzabile.

Ad esempio prendiamo la matrice B = ) Il suo polinomio caratteri-

iii) Se A ¢ una matrice diagonalizzabile la sua forma diagonale D ¢ com-
pletamente determinata dai suoi autovalori: D ha come elementi (diagonali)
gli autovalori di A in numero pari alla loro molteplicita algebrica. Ovviamen-
te tale forma diagonale non e unica, ¢ unica a meno di permutazioni degli
elementi sulla diagonale.

iv) Se «v € radice del polinomio caratteristico di un endomorfismo ¢, allora
¢ ammette almeno un autovettore di autovalore o, quindi la dimensione
dell’autospazio V,, & maggiore o uguale ad 1. In particolare se il polinomio
caratteristico di una matrice & completamente fattorizzabile in R[z] e tutte le
sue radici sono distinte, cioe se la molteplicita algebrica di ogni autovalore e
uguale ad uno, allora la dimensione di ogni autospazio ¢ esattamente uguale
ad 1, dovendo essere maggiore o uguale ad 1 per quanto appena detto e
minore o uguale ad 1 per quanto osservato sopra. Quindi in questo caso
la molteplicita di ogni autovalore coincide con la dimensione dell’autospazio
corrispondente. In questo caso, dunque, I’endomorfismo e diagonalizzabile.

Veniamo ora al metodo per verificare se un endomorfismo (o, equivalente-
mente, una matrice) sia o meno diagonalizzabile e trovare, in caso afferma-
tivo, una base di autovettori che lo diagonalizzi. Siano dati I’endomorfismo
v € End(V) e la matrice A € M, (R) associata a ¢ rispetto ad una base
fissata di V.

1) Si calcola il polinomio caratteristico det(A—z1,,). Se non ¢ prodotto di
fattori lineari in R|x], cioe se le sue radici non sono tutte reali, allora ¢ non &
diagonalizzabile. Altrimenti: det(A—z1,) = (a1 —2)" (ag—2)"* - - - (o, —2)™*,
a; € R.

2) Si considerano gli autospazi V,,,. Si ha V,, = Ker(A—w;1,) quindi V,,
¢ un sottospazio di V' di dimensione n — rg(A — «o;1,,), dato dalle soluzioni
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del sistema
X1
X2

(A — Oélln> . = ORn.

Ty

Nel caso in cui si voglia soltanto sapere se la matrice A € M,,(R) ¢ diagona-
lizzabile o meno, bastera verificare se per ogni autovalore «; di molteplicita
algebrica n; si ha dim(V,,) = n — rg(A — a;1,,) = n;. (Si noti che per gli
autovalori con molteplicita algebrica 1 tale uguaglianza & sempre verificata).
In caso affermativo la matrice e diagonalizzabile, altrimenti non lo e.

Per trovare poi una base di autovettori di A si dovra scegliere una base
di ogni autospazio e prendere I'unione delle basi trovate.

Esempio 9.2.6 Si consideri la matrice

T =

= DN W
N O N
W N &~

Dire se T e diagonalizzabile e, in caso affermativo, trovare una matrice che la
diagonalizzi, i.e. una matrice H € GL3(R) per cui H 'TH sia una matrice
diagonale.

Svolgimento. Seguiamo esattamente le linee guida del procedimento che
abbiamo illustrato. Calcoliamo dunque il polinomio caratteristico di 7" nella
incognita A:

3 2 4 3—A 2 4
det([2 0 2| =AL)=det [ 2 —x 2 | =P
42 3 4 2 3-2)

Sviluppando il determinante di T'— A3 rispetto alla prima riga e ricordando
che il nostro obbiettivo e calcolare le radici del polinomio caratteristico di
T, abbiamo: Pr(A) = (3 = A)(=AB =) —4) —2(=2X\ —2) +4(4 +4)\) =
A+1)((3=A)(A=4)+20) = —(A+1)*(A—8). Il polinomio caratteristico di T" &
dunque fattorizzabile in R[)] in fattori di primo grado. Le sue radici sono: 8,
di molteplicita algebrica 1, e —1 di molteplicita algebrica 2. Per verificare che
la matrice T' sia diagonalizzabile occorre allora controllare che I'autospazio
relativo all’autovalore —1 abbia dimensione due, cioe che la dimensione di V_;
coincida con la molteplicita algebrica dell’autovalore —1. Per 'autovalore 8
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il risultato e vero automaticamente dal momento che esso ha molteplicita
algebrica uguale ad 1.

Determiniamo 1’autospazio relativo all” autovalore —1. Tale autospazio e
dato dalle soluzioni del sistema:

3 2 4 T 1
2 0 2 zo | =(=1) | a2
4 2 3 T3 T3

cioe dall’insieme delle terne (z1, z9, x3) che soddisfano il sistema

T 3+1 2 4 T 0
(T+I3) T2 = 2 0+1 2 T2 = 0
T3 4 2 3+1 T3 0

A priori sappiamo che la dimensione di V_q, cioe dello spazio delle soluzioni
che stiamo cercando, ¢ uguale ad 1 o a 2. Per calcolare tale dimensione
osserviamo che le colonne della matrice T 4+ I3 sono una multipla dell’al-
tra, pertanto il rango della matrice T' 4+ I3 € uguale a 1. Di conseguenza
dim(V_y) =3 — 1 = 2. Quindi la matrice T' & pertanto diagonalizzabile

Determiniamo ora una base di autovettori di T". Cominciamo con l'au-
tospazio relativo all’autovalore —1: dal momento che la matrice T' + I3 ha
rango 1, V_; e dato dalle soluzioni di una sola equazione: 2x1 + x5 + 223 = 0.
Due soluzioni linearmente indipendenti di questa equazione sono, ad esempio,
(1,-2,0) e (0,—2,1). Dunque V_; = ((1,-2,0),(0,—2,1)).

Calcoliamo ora I'autospazio relativo all’autovalore 8. Il sistema che carat-
terizza tale autospazio e allora:

X1 3—8 2 4 X1 0
(T—8L) |z | = 2 -8 2 | =10
T3 4 2 3-8 T3 0

Sappiamo gia che l'insieme delle soluzioni di questo sistema e uno spazio
di dimensione 1 (la molteplicita dell’autovalore 8 come radice del polinomio
caratteristico e infatti uguale ad 1 e la dimensione di Vg, che e certo non
banale, non puo essere piu grande di 1). Quindi Vg € I'insieme delle soluzioni
di due equazioni linearmente indipendenti, ad esempio quelle individuate
dalla prima e dalla seconda riga della matrice T" — 8I35. Per sostituzione
otteniamo: x1 = 4xy — x3 € —20x9 + b3 + 229 + 4x3 = 0, cioe x3 = 2x5 €
1 = 2z9. Si ha pertanto Vg = ((2,1,2)). Una base di autovettori di 7" &
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quindi data da v; = (1,—2,0),v = (0,—2,1),v3 = (2,1,2) e la matrice di
passaggio da questa base a quella di partenza e la matrice

1 0 2
H=\|-2 -2 1
0 1 2

In conclusione la forma diagonale della matrice 7" ¢

-1 0 0
D=|0 -1 0| =H'TH.
0o 0 8

Osserviamo che la matrice D e la matrice dell’applicazione lineare di partenza
(associata alla matrice T rispetto alla base canonica di R®) rispetto alla
base v1, v9, v3. Le sue colonne sono dunque date dalle coordinate dei vettori
T(v1), T(ve), T(v3) rispetto alla base vy, vy, v3. Poiché questi vettori sono
autovettori si ha, effettivamente, T'(vy) = —v; = (—1)vy + 0vy + Ovs, T'(vg) =
—vg = 0vy + (—1)vy + Ovg, T'(v3) = 8vg = Ovy + Ovy + 8us.

Esempio 9.2.7 Stabilire, al variare di ¢ € R, se la matrice
B=| o 3 -

¢ diagonalizzabile o meno.

Svolgimento. Calcoliamo innanzitutto il polinomio caratteristico della
matrice B;:

t—1—X t—3
det( 0 2N L D=@t-1-X)(\-5)1+6).

Le sue radici sono : t —1,2,3. Ora se t # 3,4 le tre radici sono diverse e
quindi la matrice ¢ diagonalizzabile.

Si noti che per ogni t # 3,4 'autospazio relativo all’autovalore t — 1 € in
ogni caso ((1,0,0)).

Consideriamo ora i casi t = 3,4: in questi casi dobbiamo studiare diretta-
mente le matrici By e By. La matrice B3 ha autovalore 2 di molteplicita alge-
brica due e quindi, affinché essa sia diagonalizzabile, occorre che ’autospazio
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V5 relativo all’autovalore 2 abbia dimensione 2. Si ha:

3—1—-2 3-3 3
dim(V,) = 3—rg(B3—213) = 3—rg( 0 52 -
0 S

Quindi la dimensione di V5 non coincide con la molteplicita algebrica dell’au-
tovalore 2: la matrice B3 non ¢ diagonalizzabile.

Consideriamo la matrice B,: essa ha autovalore 3 di molteplicita algebrica
2. Calcoliamo la dimensione di Vj:

4—-1-3 4-3 4
dim(V3) = 3—rg(B,—313) = 3—rg( 0 2 _ -3 |)=3-2=1
0 -1 2-3

Anche in questo caso la dimensione dell’autospazio V3 non coincide con la
molteplicita algebrica dell’autovalore 3. La matrice B4 non e diagonalizzabile.

Esempio 9.2.8 Si determinino gli autovalori e gli autospazi della matrice

1 0 0 0
0 1 0 O
A= -2 =2 0 1
-2 0 -1 2

Svolgimento. Come al solito occorre calcolare il polinomio caratteristico
della matrice A:

1—-A 0 0 0
0 1-X 0 0
-2 -2 = 1
-2 0 -1 2-A

det( )= (1 =22\ =22 +1) = (1 -\~

Dunque la matrice A ha un unico autovalore A = 1 di molteplicita algebrica
4. Studiamo il relativo autospazio. Dobbiamo cercare le soluzioni del sistema

1 0 0 0 I 1
0 1 0 0 o | | 22
-2 -2 0 1 3 | | zs |
-2 0 -1 2 Ty Ty
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cioe le soluzioni del sistema

0 0 0 0\ [z 0
0 0 0 of|la]| |0
2 -2 -1 1] |as] |0
2 0 -1 1) \my 0

La matrice del sistema omogeneo trovato ha rango due e quindi I’autospazio
relativo all’autovalore 1 ha dimensione 2, in particolare la matrice A non &
diagonalizzabile. L’autospazio V; e I'insieme delle soluzioni del sistema

—2$1—2$2—LE3+JI4:0
—2$1—l’3+$4:0

da cui otteniamo: z3 = —2x1 + x4 € 3 = 0. Una base di V; ¢ allora data dai
vettori (1,0, —2,0) e (0,0,1,1): V3 ={((1,0,-2,0),(0,0,1,1)).

Si noti che se la matrice A fosse stata diagonalizzabile la sua forma dia-
gonale sarebbe stata la matrice identica /. In questo caso avremmo avuto
H~'AH = I, per qualche matrice invertibile H di ordine 4. Allora, moltipli-
cando entrambi i membri dell’'uguaglianza a destra per H ! e a sinistra per
H, avremmo avuto: H(H 'AH)H' = HI,H™' cio¢ A = I;. Ma questo ¢
ovviamente falso! Si noti ancora che se una matrice B € M,,(R) ¢ diagona-
lizzabile e il suo polinomio caratteristico & (—1)"(A — «)", con a € R, allora
B = al,, dove I, & la matrice identica in M, (R).

Risoluzione problema B descritto nell’introduzione.  Descriviamo
in termini matriciali il problema B proposto nella introduzione. La situazione
del nostro sistema di volpi e galline dopo un anno di osservazione puo essere
descritto come segue:

G\ _ (16 —1Y)(Go)_ ,(GCo
Vi) \-0,5 1,1 W) Vo)’

dove, lo ricordiamo, G e Vj sono, rispettivamente, il numero di galline ed il
numero di volpi al momento iniziale di osservazione del sistema. Dopo n anni
la situazione del sistema sara descritta dalla seguente relazione matriciale:

G\ (1,6 —1\"[Go
v, ] \-0,5 1,1 Vo )

D’altro canto se studiamo il polinomio caratteristico della matrice A, tro-
viamo che essa ammette due autovalori: 0,6 e 2,1 e che la matrice che
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diagonalizza A (A & certamente diagonalizzabile poiché ha due autovalori
diversi) &

Si noti che

wiN

[ N S ¢
3 3

0 2 1> H. Osserviamo che

2 _ -1 076 0 -1 0,6 0 .
AT=H (0 2,1>H)(H (0 2,1)H)_

2
(0,6 0 (0,62 0
=4 (o 2,1) =4 ( 0o (212)

() = (9 o) () =
(1) @) (A D) (R)

(§r) = 0orGen+ 3w (1) +@G-v (5 ),

3

1.e.

Si vede allora che, per qualsiasi scelta di Gg e Vg, quando n cresce il primo
addendo della somma trovata diventa piccolo (0,6 < 1!). Dunque se siamo
interessati a capire cosa succede al nostro sistema col passare del tempo pos-
siamo trascurare il primo addendo. Per quanto riguarda il secondo addendo,
osserviamo che se scegliamo G = Vj allora esso e nullo quindi, se il numero
iniziale di volpi coincide con il numero iniziale di galline, con ’andare del
tempo sia le volpi che le galline tenderanno ad estinguersi.

Se scegliessimo un numero iniziale di galline diverso dal numero iniziale
di volpi avremmo in ogni caso, col passare del tempo, un andamento diver-
so perché una fra le quantita G, e V, diventerebbe negativa per n molto
grande, i.e. dopo un grande numero di anni. Piu precisamente, se Gy > V}
allora resterebbero solo galline che aumenterebbero sempre piu e se Gg < Vj
resterebbero solo volpi e l'isola diventerebbe deserta.
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9.3 Esercizi svolti

Esercizio 9.3.1 Dimostrare che 0 & autovalore per la matrice A = ( 1 1 ) .

Svolgimento. Osserviamo che 0 ¢ autovalore per la matrice A se esiste un
vettore v # Oz tale che Av = Ov = Oz, cioe se esiste un vettore v # Ogz nel
nucleo della matrice A. In altre parole la matrice A ammette ’autovalore 0
se e solo se essa ¢ non invertibile. In effetti le righe di A sono linearmente
dipendenti (anzi, uguali!) percio det(A) = 0. Dunque A non ¢ invertibile.

Esercizio 9.3.2 Si consideri lo spazio vettoriale R=3[x] dei polinomi di grado
minore o uguale a 3 nella variabile z, a coefficienti reali, e 'operatore di
derivazione

D : R¥[z] — R=3[]

che associa ad ogni polinomio la sua derivata prima. Determinare gli auto-
valori di D e calcolarne i relativi autospazi. Decidere se D ¢ diagonalizzabile
e, in caso affermativo, determinarne la forma diagonale.

Svolgimento. Nell’esercizio abbiamo determinato la matrice associata
all’applicazione lineare D rispetto alla base {1, z, 2%, 23} di R=3[z] (detta base
canonica):

01 0 0
0 0 2 0
D= 0 0 0 3
0 0 0O
Il polinomio caratteristico della matrice D ¢ dunque:
-2 1 0 0
B 0 A2 0 | 4
det(D — A1) = det 0 0 —\ 3 =\
0 0 0 =X

La matrice D ha pertanto un solo autovalore A = 0 di molteplicita algebrica
4. Allora D non ¢ certamente diagonalizzabile: se lo fosse la sua forma
diagonale sarebbe la matrice identicamente nulla, ma 1'unica matrice simile
alla matrice nulla e la matrice nulla, e D non e certamente la matrice nulla!

Determiniamo I’autospazio Vj relativo all’autovalore A = 0: Vj = KerD =
{p(z) € R=3[x] | D(p(x)) = 0} = R. In particolare dim(V;) = 1.
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2 1 0
Esercizio 9.3.3 Calcolare gli autovalori della matrice A= {1 1 -1
0o —1 2

Stabilire se essa e diagonalizzabile su R ed in caso affermativo scrivere la
forma diagonale ed una matrice diagonalizzante.

Svolgimento. Calcoliamo il polinomio caratteristico della matrice A:
2—t 1 0
det(A —tl3) = det 1 1—t -1 |=2-t)((1-t)2—-t)—1)—
0 -1 2-t
(2—t)=t2—-1t)(t—3).
La matrice A ha 3 autovalori distinti: ¢; = 0, t, = 2, t3 = 3 ed & pertanto
diagonalizzabile. Esiste cio¢ una matrice invertibile H tale che H 'AH =
0 0 0
0 2 0 |. Determiniamo la matrice H: le sue colonne costituiscono una
0 0 3
base di R? di autovettori di A. Si tratta dunque di determinare gli autospazi
della matrice A. Cominciamo con Vo = KerA = {(z,y,2) | A(z,y,2)" =
(0,0,0)"}. Facendo i calcoli si ottiene Vo = ((1,—-2,—1)).
Analogamente Vs = {(z,, 2) | (A—21L5)(x,, 2)! = (0,0,0)"} = {(1,0,1).
Infine, V3 = {(z,y, 2) | (A —303)(z,y,2)" = (0,0,0)"} = ((1,1,-1)).
Siamo ora in grado di costruire la matrice H:

1 1 1
H=|-2 0 1
-1 1 -1

Osservazione Si noti l'ordine in cui abbiamo scritto le componenti degli
autovettori nelle colonne della matrice H: nella prima colonna appaiono
le componenti di un elemento vy di Vj, nella seconda le componenti di un
elemento vy di V5, infine, nella terza colonna, le componenti di un elemento
vy di V5. Che cosa sarebbe successo se avessimo disposto i vettori sulle
colonne della matrice in un ordine diverso? Naturalmente avremmo trovato
un’altra matrice diagonalizzante la matrice di partenza A. Ad esempio, posto
K = (v9,v9,v3) (dove con v; intendiamo i vettori colonna), si ha:

K 'AK =

S O N
w o O

0
0
0
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Esercizio 9.3.4 Sia V = M,(R) e sia f 'applicazione lineare di V in sé
definita da:

F(X)= XA (X eV)
0 1
1 2

Svolgimento. Fissiamo innanzitutto la base canonica C di M3(R): C =

{611761276217622}d0V6611: L0 , €12 = 01 , €21 = 00 ; €22
0 0 0 0 1 0

0 0

0o 1)

Determiniamo ora la matrice F' associata all’applicazione lineare f rispet-
to alla base C sia nel dominio che nel codominio. Dal momento che lo spazio

vettoriale V' = Mjy(R) ha dimensione 4, la matrice F' sara una matrice
quadrata di ordine 4. Abbiamo:

dove A = ( ) Determinare gli autovalori di f.

0 1
f(€11 =epn A= <0 0> = €12,
1 2
fle) = epnA = (0 0) = e11 + 2e19;
0 0
flear) = = (0 1) = €9;
0 0

flea2) = enA = <1 2) = €91 + 2€99.

Otteniamo cosi la matrice

0 1 0 O

1 2 00

= 0 0 0 1

0 0 1 2

il cui polinomio caratteristico e:
—t 1 0 0
B B 1 2—t O 0 2 o 12
det(F —tly) = det 0 0 -t 1 = (t* =2t — 1)~
0 0 12—t

Gli autovalori di F sono le radici del polinomio t? — 2t — 1 cioe t; = 1 + \/5,

thy=1—+/2.
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Esercizio 9.3.5

Studiare, al variare del parametro reale k, la diagonalizzabilita della matrice

1 E 0
A = 1 0 0
1—-k 0 1

Svolgimento. Calcoliamo per prima cosa il polinomio caratteristico della
matrice Ay:

1—-t k 0
pe(t) =det(Ap —tl)=det [ 1 —t 0 |=0Q-tF —t—k).
11—k 0 1—t

1—0—\/21—i-4k7 t3 _ 1—\/21+4k. Cosi

II polinomio pg(t) ha radici t; = 1, t5 =
se k # 07_%1 le radici di pi(t) sono distinte e la matrice Ay € pertanto
diagonalizzabile.

Sia ora k = 0. Allora l'autovalore ¢ = 1 ha molteplicita algebrica 2.
Calcoliamo la sua molteplicita geometrica (la molteplicita algebrica di un
autovalore e la sua molteplicita come radice del polinomio caratteristico; la
molteplicita geometrica di un autovalore ¢ la dimensione del corrispondente
autospazio):

0 0 O
dim(Vy) =3 —1rg(Ag—I3)=3—rg| 1 -1 0] =1
1 0 0

Dal momento che la molteplicita geometrica di ¢ = 1 non coincide con la sua
molteplicita algebrica, per k£ = 0 la matrice A; non e diagonalizzabile.

Sia, infine, k = —
algebrica 2. Si ha:

}L. In questo caso l'autovalore ¢ = % ha molteplicita

DO | = [ =

1
dim(V%) =3- rg(A_i — 513) =3—-rg

O =N
|

Anche in questo caso, dunque, la matrice Ay non e diagonalizzabile.
In conclusione Ay ¢ diagonalizzabile se e solo se k # 0, —%1.
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9.4 Esercizi proposti

Esercizio 9.4.1 Stabilire per quali valori del parametro reale k la matrice

0 1 0
A=11 1 0 k | e diagonalizzabile.
0 -k 0

Esercizio 9.4.2 Data la matrice A = ( i ; ):

1. determinare gli autovalori di A e gli autospazi ad essi relativi;

2. stabilire se la matrice A e diagonalizzabile e, in caso affermativo, de-
terminare una forma diagonale della matrice e la relativa matrice diag-
onalizzante;

3. calcolare A%,

Esercizio 9.4.3 Stabilire per quali valori del parametro reale h la matrice

3

1 0 h

A=1 0 1 0 | e diagonalizzabile. Per ognuno dei valori trovati deter-
1 00

minare una base di R? costituita da autovettori di A.

Esercizio 9.4.4 Stabilire se esistono valori del parametro reale k tali che la
matrice

0100
0010
K= 0 001
E 0 00
sia diagonalizzabile su R. Esistono valori di k tali che K sia diagonalizzabile

su C?



Lezione 10

Esercizi di ricapitolazione

In questa sezione vogliamo svolgere una serie di esercizi di ricapitolazione.
Esercizio 10.1 Si considerino i due sottoinsiemi di R*:
V=A{(r,y—2z,2y+2)]|z,y,z€R}
W ={(z,0,y,2y) | x,y € R}.
i) Mostrare che V e W sono sottospazi vettoriali di R*.

ii) Determinare le dimensioni di V' e W, esplicitarne delle basi e mostrare
che W < V.

Svolgimento. I vettoridi V' sono, al variare di x, y, z nell’insieme dei numeri
reali, della forma (z,y — z, z, y + z). Dobbiamo mostrare che se consideriamo
due vettori vy e vo di V allora la loro somma in R* & ancora un vettore di
V', e che se a € R allora per ogni v € V, av € V. Descriviamo allora
i vettori v; e vy: poiché stanno in V', esisteranno xi,y;,2; € R tali che
vy = (21, y1— 21,21, Y1+21) € Ta, Ya, 20 € R tali che vo = (29, Yo —22, 20, Y2+22),
quello che si vuole verificare € che v; + vy € V' cioe che esistono 3, y3, 23 € R
tali che vy + ve = (3,y3 — 23,23,y3 + 23). Per definizione di somma in
R3 si ha: vy + vy = (21,91 — 21, 21,91 + 21) + (T2, Y2 — 22, 20, Y + 20) =
(X1 + T2, 01 — 21 + Yo — 22,21 + 29, y1 + 21 + Y2 + 22) = ((x1 + 2), (y1 + Y2) —
(z1+22), 21422, (Yy14+Yy2)+(21+22)), quindi avremo la scrittura voluta ponendo
T3 = x1+T2,Y3 = Y1 +Y2, 23 = 21+ 22, ottenendo v; +v, € V. Ora prendiamo
v=(r,y—2z,2,y+2) €VeacR. Alora av = (az,a(y—=2),az,ay+ z2)).
Posti 1 = ax,y; = ay,z1 = az € R, si ha av = (z1,y1 — 21,21, 01 + 21)

163
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quindi av € V. Si dimostra analogamente che W e un sottospazio vettoriale
di R*.

Passiamo alla seconda parte dell’esercizio. Si vede subito che ogni vet-
tore di V' si scrive come x(1,0,0,0) + 4(0,1,0,1) 4+ 2(0,—1,1,1) cioe come
combinazione lineare dei 3 vettori (1,0,0,0),(0,1,0,1), (0,—1,1,1). Dunque
i vettori (1,0,0,0), (0,1,0,1), (0,—1,1,1) generano V. Essi sono inoltre li-
nearmente indipendenti infatti, scrivendo una loro combinazione lineare per
cui si abbia z(1,0,0,0) +(0,1,0,1) + 2(0, —1,1,1) = (0,0, 0,0) si ha neces-
sariamente t = 0,y —2 =0,2 =0,y + 2 =0cloe x =y = z = 0. Quindi i
vettori (1,0,0,0), (0,1,0,1), (0,—1,1,1) individuano una base di V' e V ha
dimensione 3. Nello stesso modo osserviamo che i vettori di W sono combi-
nazioni lineari di (1,0,0,0) e (0,0,1,2) e i due vettori (1,0,0,0), (0,0,1,2)
(che sono quindi dei generatori di W) sono linearmente indipendenti. Infat-
ti da x(1,0,0,0) 4+ y(0,0,1,2) = (0,0,0,0) si ottiene z = y = 0. Dunque
abbiamo trovato una base di W e possiamo affermare che W ha dimensione
2. Per mostare adesso che W < V' bastera osservare che ogni elemento della
base di W appena trovata e un vettore di V', perché allora ogni combinazione
lineare dei vettori della base (cio¢ ogni vettore di W) stara in V. Si vede che
(1,0,0,0) = 1(1,0,0,0) + 0(0,1,0,1) + 0(0, —1,1,1) appartiene a V e anche
(0,0,1,2) =0(1,0,0,0) + 1(0,1,0,1) 4+ 1(0, —1, 1, 1) appartiene a V. Quindi
W & un sottospazio di V.

Esercizio 10.2 Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione 3 e sia vy, vg, v3
una sua base.

i) Esiste un endomorfismo ¢ di V tale che ¢(v;) = 4v;—8vq, ¢(vq) = v1+v
e ¢(v1 — 3vy) = v — 1007 In caso affermativo descriverli tutti.

i1) Determinare un endomorfismo ¢ (i.e. dare una sua matrice rispetto
ad una appropriata base) di V' tale che p(v1) = v; —va, (v + 2v9) = v1 + V9
e tale che il suo nucleo contenga v3 — v;. Un siffatto endomorfismo € unico?

i11) Esiste un endomorfismo f di V' tale che f(v1) = vy — vg, f(v2) =
vy + vy e f(vg —vg) = —2v; — 2097 In caso affermativo descriverli tutti e in
ogni caso giustificare la risposta.
Svolgimento. i) Nel primo quesito ci vengono fornite le immagini dei vettori
vy e vg: P(v1) e p(vy) e 'immagine del vettore v; — 3vy. Ma se esistesse una
applicazione lineare come richiesta si avrebbe ¢(vy — 3v2) = ¢(v1) — 3¢ (v2),
quindi avremmo:

V1 — 10U2 = ¢<U1 —31)2) = ¢(U1) - 3@5(@2) = (4’(]1 —8U2> - 3(’U1 +UQ) = V1 — ].11]2
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ma questa non e una uguaglianza! Dunque & impossibile che esista una
siffatta applicazione lineare.

i1) In questo secondo quesito i dati coinvolgono 3 vettori: vengono fornite
le immagini di vy, v1 + 2v, v3 — v mediante @: (v1) = v; — vy, (v +209) =
v1 + v9, @(vs —v1) = 0y. Se i tre vettori di cui abbiamo le immagini sono
linearmente indipendenti si ha che I’applicazione lineare e univocamente de-
terminata: ogni vettore del dominio si scrivera in modo unico come com-
binazione lineare dei vettori della base e, sfruttando la linearita di ¢, si
conoscera l'immagine di ogni vettore di V. Osserviamo che i vettori vy,
v1 + 209, v3 —v1 sono linearmente indipendenti: infatti consideriamo una loro
combinazione lineare che dia il vettore nullo: vy +ag(v142v2)+az(v3—v1) =
Oy, allora: (g + g —ag)vy + 20909 +azvz = Oy, ed essendo i vettori vy, vy, v3
linearmente indipendenti ogni coefficiente e uguale a zero: a3 = as = a; = 0.
I tre vettori sono linearmente indipendenti in uno spazio di dimensione 3
percio ne individuano una base. Allora, volendo determinare, ad esem-
pio, l'immagine del vettore v; + 2v9 — w3 bastera scriverlo come combi-
nazione lineare dei vettori vy, v; + 2v9, v3 — v1 e poi usare la linearita di
©: v1 + 209 — v = (o + g — a3)v; + 20009 + agvg con a3 = —1, g = 1 e
ay = —1, pertanto p(vy + 2vs —v3) = (—1(v1) + 1(v1 + 2v9) — 1(v3 —v1)) =
—1p(v1) + (v 4+ 2v2) — Lp(vs —v1) = —1(v1 —v2) + 1(v1 +v2) — 1(0y) = 20s.
Nello stesso modo si puo calcolare I'immagine mediante ¢ di qualsiasi altro
vettore di V.

Dobbiamo ora scrivere la matrice associata alla applicazione lineare rispet-
to ad una sua base. Conosciamo gia le immagini dei vettori della base
wy = V1, Wy = V14209, w3 = V3—v71, pero i vettori immagine non sono espressi
in coordinate rispetto a tale base. Per determinare la matrice rispetto a tale
base dobbiamo allora esprimere le immagini dei vettori w; come combinazioni
lineari dei vettori wy, wy, w3. Si ha: p(wy) = v1 —ve = frwy + Pows + Pws =
Bi(vr) + Ba(vr + 202) + B3(vs — v1) = (81 + B2 — Bs)v1 + 28202 + B3vs cioe
fz3 =0, B = —% e f = %; o(wy) = v1 + v = frwy + Pows + fawg =
Bi(v1) + Bo(v1 + 2v2) + Bs(vs — v1) = (b1 + B2 — B3)v1 + 2620 + Pavg, cioe
By =0, B = 1 e = 3; infine p(ws) = Oy. Allora la matrice della
applicazione lineare ¢ rispetto alla base wy, ws, w3 ¢ la seguente:

A: —5 ) 0
0 0 0

Se adesso volessimo scrivere la matrice della applicazione lineare rispetto alla
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base vy, v9, v3, basterebbe osservare che la matrice di passaggio dalla base wy,
wsy, ws alla base vy, v9, v3 € data da

1 1 -1
T=(0 2 0
0 0 1
(gli elementi sulle colonne di T sono le coordinate nella base vy, vg, v3 dei

vettori wy, we, ws). La matrice del cambiamento di base dalla base vy, vq, v3
alla base wy, wy, ws ¢ la matrice T~

I
T'=10 4 0
0 0 1

Allora la matrice della applicazione lineare nella base vy, vo, v3 € :

11 -1 55 0\ /1 —3 1 1 0 1
TAT'=10 2 0 -5 3 010 5 Of=[-11 —1
00 1 000/ \0 0 1 0 0 0

i1i) Nel terzo quesito abbiamo delle informazioni simili a quelle forniteci nel
primo. In questo caso pero le condizioni sono compatibili. In effetti se tale
f lineare esistesse avremmo che: —2v; — 2vy = f(v; — va) = f(v1) — f(vg) =
(v — vg) — (3v1 + v3) = —2v; — 2vy. Ne segue che quello che abbiamo sono
solo informazioni sulle immagini di v; e vy. Per determinare completamente
l’applicazione f occorre fissare, ad esempio, 'immagine di v3 (o, comunque,
I'immagine di un vettore che assieme a v; e vy formi una base di V). Sulla
immagine di v3 non abbiamo alcuna condizione prefissata. Quindi la matrice
di una applicazione f che soddisfi le richieste dell’esercizio, rispetto alla base

{Ula Vg, U3}7 é:

1 -3 «
-1 1 g
0 0 v

con a, 3,7 € R, dove abbiamo posto f(v3) = (a, 3,7). Le matrici di questa
forma, al variare di o, 3, v in R sono tutte e sole le matrici che rappresentano
le applicazioni lineari richieste dal problema (nella base {vy, va, v3}).

Esercizio 10.3 Si consideri lo spazio vettoriale reale My(R) delle matrici
quadrate di ordine 2 ad entrate reali.
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i) Si mostri che l'insieme delle matrici simmetriche V' C My(R) ¢ un
sottospazio vettoriale di Ms(RR) e se ne calcoli la dimensione.

ii) Sia A € My(R),
1 1
2= (o 1)

e si consideri 'applicazione ¢ di V in se stesso data da ¢(S) = A'SA, per
ogni S € V. Mostrare che ¢ e una applicazione lineare. Determinarne il
nucleo e I'immagine. Trovare i suoi autovalori e autovettori. L’applicazione
¢ e diagonalizzabile?

Svolgimento. ) (Vedi|2.4.4)) Siricordi che lo spazio ambiente ha dimensione

. .. (1 0 0 1 0 0
4 e che una sua base ¢ data dalle matrici (0 0), (0 O)’ (1 O)’

<0 0 . Ora le matrici simmetriche di Mj(R) sono tutte e sole le matrici

0 1
quadrate di ordine 2 della forma:
r y
y oz
al variare di z,y,2z € R. Siano ora Si, Sy € V due matrici simmetriche:

Slz(x y1>652:($2 yz),allora
1 21 Yo 29

Ty T2 Yo T1t+ T2 Y1ty
S1 +atm) 5o = 4 —
AR P (yl z1 ) M) ( Y2 2 ) < Yty 2tz )

che e ancora una matrice simmetrica perché I'entrata di posto 1,2 & uguale
alla entrata di posto 2,1 (cioe¢ essa coincide con la sua trasposta). Analoga-
mente se & € R e S ¢ una matrice simmetrica .

ozSzoz(aj y):(aa: ozy)7
y oz ay  az

che & ancora una matrice simmetrica. Quindi 'insieme delle matrici simme-
triche di ordine 2 & un sottospazio vettoriale di M3(R). Ovviamente esso
non puo avere dimensione 4, poiché in tal caso coinciderebbe con lo spazio
vettoriale ambiente delle matrici quadrate di ordine 2, mentre esistono infinite

, si ha

- . . : . 1 2 .
matrici non simmetriche ad esempio la matrice ( 3 4). Dunque V' puo
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avere al massimo dimensione 3 e, in effetti, ha proprio dimensione 3: basta
mostrare 3 matrici simmetriche (in V') che siano linearmente indipendenti,
ad esempio le matrici

10 0 0 0 1
e (o0) e (1) e (10)

Le matrici My, Ms, M3 sono simmetriche e linearmente indipendenti come
vettori dello spazio vettoriale Ms(R). Consideriamo infatti una combi-
nazione lineare di M, My, M3 uguale al vettore nullo di Ms(R), cioe alla
matrice nulla:

(o a) (@ V) (e)- (@ 0)

con «, (3, numeri reali, allora « = 3 = 7 = 0. D’altro canto ogni matrice
simmetrica si scrive come combinazione lineare di My, My, Ms:

() =0 0)=( D)= (1),

quindi dim V' = 3.

i1) Se prendiamo una matrice simmetrica S e una matrice A, ambedue
in Ms(R), allora il prodotto A’SA & una matrice simmetrica. Si ha infatti
(ATSA)E = ALSH(AY! = A'SA (perché S & simmetrica e dunque S* = 5.
Pertanto ¢ ¢ un’applicazione di V in V:

o: V. — V
S — ¢(S5) = A'SA.

La funzione ¢ ¢ lineare, infatti, prese due matrici simmetriche Sy, Sa, ¢(S1 +
Sy) = AY(S] + S2)A, ma la moltiplicazione righe per colonne ¢ distributi-
va rispetto alla somma di matrici, quindi ¢(S; + Sz) = AY(S; + S2)A =
AlS1A + ATS5 A = ¢(S1) + ¢(S2). Se poi prendiamo «S, con S matrice
simmetrica e « numero reale, abbiamo ¢(aS) = A'(aS)A = a(A'SA) =
a¢p(S). Per determinare il nucleo e I'immagine di ¢ & conveniente asso-
ciare a ¢ una matrice dopo aver scelto una base di V. Consideriamo la
base di V individuata nel punto i): B = {Mj, My, M3}. La matrice as-
sociata all’applicazione ¢ rispetto a questa base avra sulla prima colon-
na le coordinate del vettore ¢(M;) nella base B, nella seconda colonna le
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coordinate del vettore ¢(Ms) nella base B e nella terza colonna le coor-

‘ ‘ _ 10 1 0)/1 0\ /1 1
dinate di ¢(Msz). Abbiamo o({ . ) = (1 { )¢ o)lo 1
11 1 00 01 00

0
0
(DG D (0" womme e -

<(1) ;) = (0,2,1)g. La matrice associata a ¢ rispetto alla base B ¢ quindi

1 0
F=11 2
1 1

o = O

Tale matrice ha rango 3 infatti det(F') = 1, cioe la matrice F', e quindi 'appli-
cazione ¢, sono invertibili. Pertanto Ker(¢) ¢ lo spazio banale e Im(¢) = V.
Calcoliamo ora il polinomio caratteristico della matrice F. Si ha:

1—t 0 0
det(F) =det(F —tl) =det | 1 1—t 2 | =(1-1)7>
1 0 1-—t

L’endomorfismo ¢ ha dunque un solo autovalore ¢ = 1 di molteplicita alge-
brica 3. Determiniamo 'autospazio V; relativo all’autovalore t = 1. V; e
I'insieme delle soluzioni del sistema

0
=10
0

(F' = I3)

INEENSII

cioe Vi = ((0,1,0)). Dal momento che la dimensione di V; non coincide con
la molteplicita algebrica dell’autovalore 1, I’endomorfismo ¢ non e diagona-
lizzabile.

Esercizio 10.4 Al variare del parametro o € R si consideri 'applicazione
lineare ¢, di uno spazio vettoriale T' di dimensione 3 in se stesso data, rispetto
ad una base tq, t2, t3, dalla matrice

200 — 1 2 —2

2 0 —1
—(2a+1) —2a 2a+2
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i) Si determinino gli « per cui ¢, abbia autovalore 0.
i1) Per i valori di « di cui al punto i) si dica se le corrispondenti appli-
cazioni ¢, sono diagonalizzabili.

Svolgimento. Dire che ¢, ha autovalore 0 equivale a dire che esiste un
vettore non nullo ¢ € T tale che ¢, (t) = Or cioe, essendo ¢, un endomorfismo
di T, che ¢, non & un isomorfismo o, equivalentemente, che ¢, ha nucleo
non banale. Questo equivale a dire che la matrice di ordine 3 associata
a @, rispetto ad una qualsiasi base di 7' ha determinante uguale a zero.
Sara proprio questa ultima caratterizzazione quella che useremo. In effetti
I’esercizio ci fornisce sia una base di T' che la matrice associata a ¢, rispetto
a questa base:
2a0 — 1 2 —2a
2 0 -1
—2a+1) —2a 2a+2

di determinante (sviluppando ad esempio rispetto alla seconda colonna) 4a*—
2a— 6. Quindi tale determinante e uguale a zero se e solose a = —1 o0 a = %
Per tutti gli altri valori di o 'applicazione ¢ invertibile e quindi non ammette
autovettori di autovalore 0. Rispondiamo ora al secondo quesito. Abbiamo
determinato i valori per cui ¢, ha un autovalore uguale a 0: consideriamo
innanzitutto il caso @ = —1. In questo caso la matrice della applicazione

lineare ¢_; ¢ data da

-3 2 2
2 0 -1
12 0

Sappiamo a priori che la matrice ha un autovalore uguale a 0, vediamo adesso
chi sono gli altri. Calcoliamo allora il polinomio caratteristico della matrice:

-3 2 2 z 0 0 —3—-—x 2 2
det(| 2 0 =1 ] =10 2z 0])= det 2 —x -1
1 2 0 0 0 =z 1 2 -z
= —x°—32% +4x.
Gli zeri del polinomio —z?® —3z% 44z = —x(x+4)(z —1) sono tutti diversi fra

loro e sono 0, —4, 1: ciascuna radice ha molteplicita uno. Dunque la matrice
¢ diagonalizzabile.

Determiniamo una base di R? costituita da autovettori di ¢_; (anche
se questo non ¢ esplicitamente richiesto dall’esercizio). Si tratta di deter-
minare una base per ogni autospazio e di considerare poi l'unione di tale
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basi. Cominciamo con Vjy: Vj € I'insieme delle soluzioni del sistema

2 0 -1 i) = 0
1 2 0 T3 0

Sappiamo a priori che lo spazio delle soluzioni di questo sistema ha dimen-
sione 1. Basta quindi determinare una soluzione non nulla per avere una
base. Procedendo per sostituzione otteniamo Vy = ((2, —1,4)).

Ora consideriamo Vj: tale autospazio, di dimensione 1, ¢ dato dalle
soluzioni del sistema omogeneo

-3 2 2 1 1 0 0 1
2 0 -1 zo | =10 1 0 To
1 2 0 xTs3 0 0 1 XT3
che equivale al sistema
-3 2 2 1 0 0 1 0
({f 2 0 =1 =10 1 O0])la|=1]0
1 2 0 0 0 1 T3 0
cioe
2 -1 -1 zo | = 0
1 2 -1 T3 0

Procedendo ancora una volta per sostituzione si trova, ad esempio, la soluzione
(3,1,5) e dunque V; = ((3,1,5)).

Infine dobbiamo determinare V_4: esso ¢ l'insieme delle soluzioni del
sistema,

1 2 2 T 0
2 4 -1 22 | =10
1 2 4 T3 0

che ¢ risolto, ad esempio, dal vettore (2, —1,0). Dunque V_4 = ((2, —1,0)).
Per a = % il discorso e del tutto analogo. La matrice associata a ¢ 3 e:

2 2 =3

2 0 -1

-4 -3 5
e il suo polinomio caratteristico ¢ —x3 + 7x? + 9x. Tale polinomio ha tre
radici distinte e quindi la matrice ¢ diagonalizzabile.
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Esercizio 10.5 In R* si consideri lo spazio vettoriale
U=1{(1,0,2,3),(0,0,1,1))

e sia X, al variare di a € R, lo spazio delle soluzioni del sistema lineare S,
nelle incognite x, vy, z, w:

r+2y—32=0

204+3y —4z—w=0
sa:{
ar+z—2w=20

i) Determinare le soluzioni 3, di S,.
i1) Dire per quali valori di @ ¥, ¢ in somma diretta con U.

Svolgimento. i) Determiniamo le soluzioni ¥, di ogni sistema S,. Per ogni
«a il sistema e un sistema omogeneo e dunque le sue soluzioni formeranno in
ogni caso uno spazio vettoriale. La matrice associata a S, € (in questo caso
non vi ¢ differenza tra il rango della matrice incompleta e il rango di quella
completa poiché la seconda differisce dalla prima per una colonna di zeri):

2 3 -4 -1
A,=11 2 -3 0
a 0 1 =2

Calcoliamo il suo rango. Possiamo prima scambiare le prime due righe e poi
sommare alla seconda la prima moltiplicata per —2. Otteniamo la matrice

0 -1 2 -1
a 0 1 =2

Adesso possiamo sommare all’ultima riga la prima moltiplicata per —a. Tale
operazione non ha nessuna controindicazione: in effetti o puo essere qual-
siasi numero e quindi il rango della matrice non viene alterato da questa
operazione. (Il discorso sarebbe stato diverso nel caso in cui avessimo diviso
per a: in tal caso avremmo dovuto supporre « diverso da zero). Otteniamo
dunque la matrice

1 2 -3 0

0 -1 2 -1

0 —2a 143a =2
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Sommiamo all’ultima riga la seconda moltiplicata per —2a. Si ottiene:

0 0 1—-a —-2+4+2

Ora tale matrice ha sempre rango 3 fuorché nel caso in cui o = 1, caso in cui
il rango ¢ 2. Sappiamo gia che dim(X,) = 4 —rg(A4,). Pertanto dim¥, =1
se « # 1 edim¥, =2 se a = 1. Determiniamo ¥,. Nel caso in cui a # 1
abbiamo che o — 1 # 0 e quindi possiamo dividere 'ultima riga della matrice
per @« — 1. Ne consegue che, lasciando libero w, (che & l'unica variabile
che non ¢ coinvolta dai gradini della forma a scalini) si ha, dall’ultima riga,
z = 2w (che quindi non dipende da «) e poi, sostituendo successivamente
nella seconda e nella prima riga, si ha: y = 3w e x = 0. Otteniamo cosi che
per ogni « # 1 lo spazio vettoriale delle soluzioni di S, & X, = ((0,3,2,1)).

Resta il caso ;. In questo caso la matrice associata al sistema, ridotta
a scalini per righe, e:

1 2 -3 0
0 -1 2 -1],
0 0 0 0

cioe il sistema di partenza e equivalente al sistema:

r+2y—32=0
—y+2z—w=0

da cui otteniamo y =2z —w e x = =2y + 3z = —2(2z —w) + 3z = —z + 2w.
Abbiamo cosi due soluzioni (z,y, z, w) linearmente indipendenti: (—1,2,1,0)
e (2,—1,0,1). Pertanto ¥y = ((—1,2,1,0),(2,—1,0,1)).

i1) Dobbiamo vedere per quali valori di a la somma di ¥, e U ¢ diretta:
Yo +U =%,®U. Ora questo avviene se e solo se, per definizione, UNX, =
{(0,0,0,0)}. Si vede subito che, poiché, per a # 1, ¥, = ((0,3,2,1)),
I'intersezione ¥, NU & banale: tutti i vettori di U = ((1,0,2,3),(0,0,1,1))
si scrivono infatti come (v,0,2y + §,3vy + ) al variare di 7,0 € R e hanno
quindi la seconda componente sempre nulla, mentre per a # 1 la seconda
entrata di tutti i vettori non nulli di ¥, e diversa da zero. Resta il caso di
1. In questo caso lo spazio delle soluzioni di S, ha dimensione 2: ¥; =
((—1,2,1,0),(2,—1,0,1)) dunque la somma di ¥; ed U ¢ diretta se dim(U @&
Y1) =2+2=4cioe U®; =R Questo equivale a dire che I'unione di
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una base di U e di una base di ¥; forma una base di R* o, equivalentemente,
che la matrice

1 0 2 3
0 0 1 1
D= -1 2 1 0
2 -1 0 1

ha determinante non nullo. Non resta che calcolare det(D): det(D) = 2 # 0.
Dunque U + X1 = U @ .

Esercizio 10.6 Discutere, al variare di § € R, la diagonalizzabilita della
matrice

1 0 1
Ag=[1 =1 3
2 B-1 4

Svolgimento. Che cosa vuol dire “discutere la diagonalizzabilita della ma-
trice al variare di f € R?” Vuol dire che dobbiamo essere pronti a rispondere
ad una domanda del tipo: “Per $ = 5 la matrice Az e diagonalizzabile?” Per
risolvere tale problema si potrebbe pensare di considerare singolarmente ogni
numero e verificare ogni volta se la corrispondente matrice sia o meno diago-
nalizzabile. Questo metodo puntuale non ci darebbe la soluzione per ogni (3
ma solo per i valori di # su cui eventualmente ci soffermassimo. Come rispon-
dere alla questione in modo generale? Consideriamo 3 alla stregua di un qual-
siasi numero e calcoliamo il polinomio caratteristico di Ag. Naturalmente tale
polinomio caratteristico dipendera da (:

1 0 1 z 0 O 1—=x 0 1
det 1 g—1 3] -0 x 0 = det 1 6—1—x 3
2 -1 4 0 0 = 2 6—1 4—x

=23+ 4+ PB)2? — 20x = x(—2* + (4 + B)x — 20).
Tale polinomio caratteristico ha sempre una radice nulla e le sue altre due

radici sono le radici del polinomio 22 — (4 + 3)x + 20 cioe LHEV 165 516%2. Se
le radici del polinomio caratteristico fossero una diversa dall’altra potremmo
affermare con sicurezza che la matrice Ag ¢ diagonalizzabile. Per quali valori
di 3 si verifica questa circostanza? Osserviamo che le radici del polinomio
22 — (4 + )z + 203 sono distinte per ogni valore di 3 dal momento che il
discriminante del polinomio & sempre maggiore di 0. Si tratta di stabilire per
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quali valori di 8 una delle due ¢ uguale a 0. Con calcoli algebrici elementari
si trova che la radice nulla puo avere molteplicita maggiore di 1 (e uguale a
2) solo nel caso in cui g sia uguale a 0. Questo ci consente di affermare che
per ogni 3 # 0 la matrice A ¢ diagonalizzabile.

Che cosa succede quando § = 07 In questo caso il polinomio caratteristico
ha una radice x = 4 di molteplicita uno e una radice x = 0 di molteplicita
2. La matrice Ay e dunque diagonalizzabile se e solo se l'autospazio Vj
relativo all’autovalore 0 ha dimensione 2. Calcoliamo la dimensione di questo
autospazio:

1 0 1
dim(Vp)=3—-1rg| 1 -1 3| =3-2=1
2 -1 4

Dunque per 3 = 0 la matrice Az non ¢ diagonalizzabile.

Esercizio 10.7 Si considerino, al variare di A € R, le funzioni Ly : R* — R3
espresse rispetto ad una base vy, vs,v3 di R? e ad una base wy, ws, w3, wy di
R* dalle matrici

A A 0 A
M= 2 -1 11
3\ =2\ A 0

i) Esistono A € R per cui dim Ker(Ly,) > 27 Se si determinare Ker(L))
per siffatti \.
i1) Per i A € R per cui dim Ker(L,) < 2 determinare Ker(L,).

Svolgimento. i) Affinché la dimensione del nucleo di Ly sia piu grande di
2, deve succedere che il rango della matrice sia minore o uguale a 1 (anzi
uguale a 1, perché per avere rango uguale a zero, la matrice deve avere tutte
le entrate uguali a 0, e la nostra matrice ha sicuramente qualche entrata
diversa da zero). Per avere rango uguale ad uno la matrice A, dovra avere
una sola riga linearmente indipendente e 'unica possibilita e che sia A = 0
(non appena A # 0 le prime due righe di A, sono linearmente indipendenti.
Quindi la risposta al primo quesito ¢ A = 0. In questo caso la matrice della
applicazione lineare e

0 0 0 0
A=12 -1 1 1
0 0 0 0
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che ha rango 1 e quindi nucleo di dimensione 3: un vettore in coordinate
(21, e, x3, x4) appartiene al nucleo di Ly se

I 0
i) - 0

AO XT3 N 0 ’
T4 0

cioe se 2z1 — x9 + 3 + 24 = 0. Dal momento che Ker(Lg) ha dimensione 3
ci occorrono 3 soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione xy = 221 +
r3 + x4; possiamo scegliere: 1 = 1,23 = 0,24 = 0, ottenendo la soluzione
(1,2,0,0), e x; = 0,23 = 1,24 = 0, ottenendo la soluzione (0,1,1,0) e,
infine, z; = 0,23 = 0,24 = 1, ottenendo la soluzione (0,1,0,1). Questi tre
vettori sono linearmente indipendenti ed appartengono a Ker(Ag): KerAy =
((0,1,1,0),(1,2,0,0), (0,1,0,1)).

i1) Sappiamo gia che per A # 0 dim(KerL,) < 2. In questo caso la matrice

A A 0 A
A= 2 -1 11
31 =2\ A 0

ha di sicuro rango 2: le prime due righe sono linearmente indipendenti (tra
parentesi anche le ultime due sono linearmente indipendenti). Cerchiamo di
ridurre la matrice A, in forma a scalini per righe: moltiplichiamo la seconda
riga di A per —\ e sommiamola alla prima:

—3X 2% =\ 0
2 -1 1 1];
30 -2\ A 0

adesso sostituiamo la terza riga con la somma della prima riga e dell’ultima:

=32 22 =X 0
2 -1 1 1/;
0 0 0 O
infine sostituiamo alla prima riga la somma della prima con la seconda
moltiplicata per % e scambiamo la prima e la seconda riga della matrice
ottenuta:
2 -1 1 1
A A 3
0 5 3 7
0O 0 0 0
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Otteniamo cosi che la matrice A, ha rango uguale a 2 per ogni A # 0. Le
trasformazioni per riga non alterano il nucleo (in effetti equivalgono a cam-
biamenti di base del codominio). Quindi per determinare Ker(L,) possiamo
utilizzare la forma a scalini per righe che abbiamo trovato. Poiché stiamo
assumendo A # 0 questo equivale a risolvere il sistema:

2:B1—1132+[E3+IL"4:O
$2+$3+3£L‘4:O.

Ker(Ly) ¢ dunque l'insieme delle soluzioni di un sistema omogeneo di rango
2 in 4 incognite cioe uno spazio vettoriale di dimensione 2. Lasciamo libere le
variabili z3 e x4. Allora, ponendo x; = 1 e x5 = 0 otteniamo per sostituzione
r3 = —3 e x4 = 1; dopodiché se poniamo x; = 0 e x5 = 1 otteniamo x3 = 2
e vy = —1. Le soluzioni (1,0,—3,1) e (0,1,2,—1) cosi individuate sono
linearmente indipendenti e Ker(L,) = ((1,0,—-3,1),(0,1,2,—1)), per ogni
A # 0.

Esercizio 10.8 Al variare di @ € R si risolva il sistema nelle incognite x, y, z:

or +2z =4
{x—i—y—ozz:Q
3r —y = 3.

Svolgimento. Ricordiamo che rispondere a questa domanda significa essere
pronti a dire: chi sono le soluzioni del sistema dato nel caso in cui si sostituisca
ad « il numero 577 Ovviamente cerchiamo un metodo del tutto generale che
ci permetta di rispondere senza dover cercare la soluzione per ogni singolo a.
La matrice completa associata al sistema e:

5 0 2|4
Ab)=[1 1 -al2
3 -1 0|3

Riducendo tale matrice in forma a scalini per righe otteniamo la matrice

1 1 —a |2
Ap)=[ 0 =5 2450 -6
0 0 8+5a|—9

Si ha dunque rg(A) = rg(A[b) se e solo se o« # —2. Per il Teorema di

Rouché-Capelli, il sistema ammette soluzioni se e solo se a # —%. In tal
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caso rg(A) = rg(Alb) = 3 quindi il sistema ammette una sola soluzione
che si ottiene risolvendo, per sostituzioni successive dal basso, il sistema di
equazioni:

rT+y—az=2
—5y + (2 + ba)z = —6
(8+ba)z =—9

Lasciamo i calcoli finali al lettore.

Esercizio 10.9 Al variare di A nei numeri reali si consideri il sistema nelle
incognite z, y:

20 + 4y = A
{)\:B—Qyzl
r+ 3y =—1.

Per ogni valore di A se ne determino le soluzioni.

Svolgimento. Scriviamo la matrice completa associata al sistema:

2 4 A
A =21
1 3 |-1

La matrice incompleta ha rango 2 poiché ha due righe linearmente indipen-
denti e non puo avere rango maggiore di 2; affinché il sistema abbia soluzioni
la matrice completa non puo avere rango tre. La matrice completa ¢ la
matrice quadrata di ordine 3:

2 4 A
A -2 1|,
1 3 -1

quindi se essa ha determinante non nullo il sistema non ha soluzioni. Abbia-
mo

2 4\
det [ A =2 1 | =3X2+6)+2,
1 3 -1

quindi se \ # _1+\/L§ eN# —1— \/Lg, la matrice completa ha rango 3 e quindi
il sistema non ammette soluzioni. Per A = —1 + \% la matrice completa del
sistema ha rango < 2. Poiché la matrice incompleta ha rango 2, anche la
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matrice completa ha lo stesso rango. Quindi il sistema ammette soluzioni.

Sia A= -1+ \/Lg Allora la matrice completa del sistema e la matrice
1
2 1 4 -1+ 7
C=1| -1+ 73 —2 1
1 3 -1

di rango 2. Ne consegue che una delle righe di C' deve essere combinazione
lineare delle altre due! Dunque possiamo dire che il sistema e equivalente al

sistema .
1 3 Y -1

E determinando l'inversa della matrice (? ;l) :

otteniamo la soluzione:

3 1 V3 1
T\ _ 3 —2 —1+7§ _ 5 T3 .
o) = U=
3 2
Analogamente si procede per A = —1 — \/Lg

Esercizio 10.10 Nello spazio vettoriale R? sono assegnati, al variare di A €
R, il sottospazio

Wy = <(1> 1+ )‘7 _1>7 (27)‘ — 2,2+ )‘)>
e 'endomorfismo fy la cui matrice, rispetto alla base canonica di R3, &

A—4 -8 -8
0 A4 0
20 +4 23 +4 3X+8

i) Determinare, al variare di A, la dimensione di Ker f.
i1) Determinare, al variare di A, la dimensione di W).
i7i) Determinare per quali valori di A si abbia

Wy @ Kerf,\.
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Svolgimento. i) Per risolvere il primo quesito dobbiamo studiare il ran-
go della matrice che rappresenta f) che in ogni caso ¢ la matrice di un
endomorfismo di R3®. Tale endomorfismo sarda un isomorfismo, e quindi

Kerfy = {(0,0,0)}, se

A—4 -8 -8
det 0 A+4 0 #0
20+4 22 +4 3248

ma tale determinante ¢ uguale a (A + 4)(3A? + 12)\) = 3A(\ + 4)2, ed ¢
quindi diverso da zero se e solo se A # —4, A # 0. Quindi per A # 0, —4
dim(Kerfy) = 0.

Nel caso in cui si abbia A = 0 la matrice della applicazione lineare ¢

-4 -8 =8
0 4 0
4 4 8
. g 0 4\ .
e ha rango uguale a 2 perché det A = 0 e il minore quadrato ( A 4) e
invertibile. Ne segue che dim(Kerfy) = 3 —2 = 1 e, piu precisamente,
Kerf() = <(27 07 _1)>
Nel caso in cui sia A = —4 la matrice associata a f € la matrice
-8 —8 -8
0O 0 O
-4 —4 —4

che ha rango uguale a uno, allora dim(Kerf_,) = 2.
i1) Lo spazio vettoriale W) e generato dai due vettori (1, 1+ X, —1), (2, A—
2,2+ A). Allora W) avra dimensione uguale al rango della matrice

1 1+X -1
2 A—=2 24X
(infatti il rango di una matrice ¢ il massimo numero di righe linearmente

indipendenti della matrice). Per calcolare tale rango possiamo trovare la
forma a scalini con una sola operazione sulle righe:

1 1+AX -1
0 —A—4 44+X)°
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La matrice ottenuta ha rango 2 se A # —4 e rango 1 se A = —4. Quindi
dim(Wy) =2se XA # —4 e dim(W_,) = 1.

iii) Per stabilire quando i due spazi sono in somma diretta, analizziamo
innanzitutto il problema da un punto di vista qualitativo. Siamo in uno
spazio ambiente tridimensionale: nel caso in cui A # —4,0 Kerf, ¢ il sot-
tospazio banale di R? e non c¢’¢ nulla da dimostrare. Se A = 0 allora Kerf,
ha dimensione uno e W, ha dimensione 2. Se Kerfy e W, sono in somma
diretta, per la formula delle dimensioni deve essere dim(W, + Kerfy) = 3.
Ora Kerfy = ((—2,0,1)) e Wy = ((1,1,—-1), (2, —2,2)) pertanto essi sono in
somma diretta se i loro generatori sono linearmente indipendenti, cioe

1 1 -1
det[ 2 -2 2 | #0.
—2 0 1

In effetti tale determinante e pari a —4, quindi la somma di Wy e Kerfy e
diretta, anzi, vale di piu:

Wo @ Ker fy = R,

Resta ora il caso A = —4. In questo caso, dim(Kerf_4) =2 e si ha Kerf_, =
((1,-1,0),(1,0,—-1)), mentre W_, = ((1,—3,—1)). Come nel caso prece-
dente Kerf_, e W_4 sarebbero in somma diretta se

1 -1 0
det {1 0 -1
1 -3 -1

fosse diverso da zero, ed ¢ in effetti questo il caso perché tale determinante e
uguale a -3.

Esercizio 10.11 In R3 si considerino i sottospazi

U={(z,y,2) eR’ |z —2y=0=y+ 2}

Wo={(2,y.2) € B | az 4y — = = 0}

al variare di a € R.
Si dica per quali valori di @ € R si ha U @ W, = R3. Per i valori di a tali
che la somma U + W, non sia diretta, descrivere tale somma.
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Svolgimento. Il sottospazio U e l'insieme delle soluzioni del sistema omo-
geneo
r—2y=0
{y+z:0

nelle incognite x, y, z. La matrice associata a questo sistema ¢ la matrice

1 -2 0
0 1 1

che ha rango 2, quindi U ¢ un sottospazio vettoriale di R? di dimensione 1. E
facile calcolare una soluzione di questo sistema e ottenere: U = ((2,1, —1)).

Il sottospazio W, &, per ogni scelta di a € R, I'insieme delle soluzioni di un
sistema omogeneo di rango 1 in 3 incognite, pertanto W, ha dimensione 2. Da
un punto di vista dimensionale, dunque, i dati non ci consentono di escludere
a priori il fatto che U e W, siano in somma diretta (se entrambi i sottospazi
avessero avuto dimensione 2, allora avremmo potuto immediatamente affer-
mare che la loro somma non poteva essere diretta: lo spazio somma avrebbe
avuto dimensione 4 contraddicendo il fatto di essere un sottospazio di R?).

Dobbiamo studiare 'intersezione di U e W,. 1 vettori che stanno nella in-
tersezione di U e W, debbono soddisfare ambedue i sistemi che caratterizzano
i due spazi vettoriali, cioe il sistema:

r—2y=0
{y+z:0
ar+y—2z2=0

0, in forma matriciale, il sistema:

T 1 -2 0 T 0
Aly ] =110 1 1 y]1=10
z a 1 -1 z 0

Osserviamo che il sistema cosi individuato ha come unica soluzione la soluzione
banale se e solo se il rango della matrice A & massimo, cioe per tutti e soli
i valori di a per cui rg(A) = 3. In altre parole i sottospazi U e W, hanno
intersezione banale (e quindi sono in somma diretta) per tutti e soli i valori di
a per cui det(A) # 0. In questo caso si ha dim(U & W,) = dim U +dim W, =
24+ 1 =3, cioe U® W, = R3 Calcoliamo il determinante della matrice
A: det(A) = —2a — 2. Dunque per ogni a # —1 i due spazi sono in
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somma diretta. Se a = —1 allora UNW_; =T # {(0,0,0)}. Del resto
U NW_; & un sottospazio vettoriale di U, percio se esso € non banale coin-
cide necessariamente con U perché U ha dimensione 1. Nello stesso tempo

UNW_; =U e un sottospazio di W_; quindi, se a = —1, U & contenuto in
W,1 eU + W,1 = Wfl.



184 LEZIONE 10. ESERCIZI DI RICAPITOLAZIONE



Lezione 11

Soluzioni degli esercizi proposti

253 k=0; {(-2,1,0,0),(-8,0,0,1),(0,0,1,0)}; il vettore (0,0,0,1) non &
combinazione lineare dei precedenti.

254 S non ¢ un sottospazio vettoriale di R[z]; T = R=3[z].
255 S ={(z,y) € R*z—3y = 0} U{(x,y) € R* | 2z —y = 0}; il piu piccolo
sottospazio di R? contenente S ¢ R? stesso.

342 La base B non & unica. Una possibilita &: B = {(1,1,1),(1,1,0),

(0,—1,0)}.

[B43 I vettori vy, vg, v3 € v4 non sono linearmente indipendenti e non gen-
erano R?. Una base di (v, v9,v3,v4) & {(1,2,0),(0,1,—1)} che si puo
completare nella base {(1,2,0), (0,1, —1),(0,0,1)} di R3.

[3.44] Una base di S &:
{ 1 00 0O 10 0O 0 1 0 0 0 }
-110/)’\-110/)’\V0 -1 0)/)’\0 01 ’
0 0 0 0 0 0
(Y 00) (0o

B ={1,z,y,2% zy,y*}; dim(S) = 6; le coordinate di = + y — 2* nella

base B sono (0,1,1,—1,0,0); I'insieme {z—y, 14+z—y, 1 —xy} puo essere
completato nella seguente base di V: {z—y, 1+x—y,1—ay, z, 2% y*}.

2] dim(S) = = ((0,0,0,1)); non esiste un sottospazio W come

richiesto; V (( 1,1,1), (O 0,0,1)).

185
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— 10 0 1

10 0 1

U+V_<(o —1)’(0 0
10 0 1

s={0 ) (50),

11
()00

M4 dim(S) =2, dim(T) = 2; SNT = (—u+w); S+T =V; {—u+w,u,v}.

—<(} ?));UOV—{O};

A48 SNT = (x+2%); S+ T = R=?[z]; la scrittura non ¢ unica.
(.51 Le applicazioni f e g non sono lineari. L’applicazione h lo ¢.

fr € lineare per ogni valore di k; la matrice associata a fj rispetto
0 —1
alle basi fissate ¢ | k& 2k |;se k =0, Kerfy = ((1,1)) e Imfy =
k 2k
((1,0,0)); se k # 0, Kerfy = {(0,0)} e Imfy = ((1,0,0), (0, 1,1));
(2,3,3) € Imfy per ogni k # 0.

(.54 La matrice associata ad L rispetto alla base {1,z,z%} di R=?[z] ed

1 1 0
alla base canonica di R® e | 1 0 1 |; KerL = (-1 + x + 2?),
01 —1

ImL = ((1,1,0),(1,0,1)); L non ¢ iniettiva e non ¢ suriettiva.

La matrice associata a f rispetto alle basi fissate ¢: ( 8 1 -1 8 );
(10 00 L
Kerf—<(0 0),(01)> Imf = R? ( )
Kerf.

[6.5.7] 11 sistema non ha soluzioni per h # 0, 1, ha una sola soluzione: (2, g
per h = 1, e infinite soluzioni della forma (2¢,¢,5t—3),t € R, per h =

Il sistema non ha soluzionise a =0ec#0o0sea #0ec# (b—2)aq;
ha infinite soluzioni della forma (¢t + b,¢,s,0), t,s € Rse a =0 = c ed
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ha infinite soluzioni della forma (%ﬂt +b—1, “ailt —1,s,t), t,s € R,
sea#0ec=(b—2)a.

12 1
653 (17, 17+ 55)-

G54 { rhe=2
—r+y=1
KerA = ((~2,~1, 1)}, TmA = (0,3, 1), (1,0,6)), KerA' = (18,1, ~3)).
ImA* = {(0,1,1),(1,0,2)); L7 (k,3,7) = O perogni k # 1 e L7(1,3,7)

=(1,1,0) + (( 2,—1,1)).

656 ((—1,1,—1,—1),(=1,0,0,1)).

0 0 0 -1
0o 0 -1 -1
CITA=| | 1 o _]
0o 1 1 3

1 n
Vﬂﬂl 1).

TZd (I+A) P =T—-A+A2 - A3+ ..+ (=1)F1AFL
[.4.5] Esistono infinite matrici B come quella richiesta, un esempio e

B = ( g :g (1) ); non esistono matrici C' soddisfacenti le condizioni
2.

B6.1 det(A) = —10.
det(A) = 0.

e
B6d M = -2 -1 -2
1 2 1
3 3
0 0 0 =3
La matrice richiesta &: D = 8 _01 _22 0 det(D) =0
0O 1 0 O
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04T -1<k<1.

9.4.2] Gli autovalori di A sono 3 ed 1; gli autospazi sono V3 = ((1,1)) e
Vi = ((1,—1)); una forma diagonale di A e: < s

0 .
01 ) la relativa

1 1 10 34041 3401
matrice diagonalizzante ¢ H = ( 1 1 ); AY = ( 34i_1 34i+1 )
A ¢ diagonalizzabile per ogni h > —1. Se h = 0 una base di R? costitui-
AN S 1
ta da autovettori di A e: {(1,0,1),(0,1,0),(0,0,1)};se h > —3eh #0,
una base di R? costituita da autovettori di 4 &: {(0,1,0), (222 0,1),
(52,0, 1)}

9.4.4] La matrice K non ¢ diagonalizzabile su R per nessun valore di k; essa
e diagonalizzabile su C per ogni valore di k£ # 0.
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