Altri testi d’esame (Analisi 2, A.Parmeggiani)

(1). Sia

N —zr —zy 1
Fley2) = ((fc'? +y?)? (2 4 y?)? 2a? + yQ)) .

Verificare che F' e un campo vettoriale esatto e determinarne un potenziale
f. Sia poi f(z,y.z) = f(1,1.1) la superficie equipotenziale passante per il
punto (1,1, 1). Dire se essa e il grafico di una funzione x = v (y, z) attorno al
punto (1,1,1), e in caso affermativo specificarne il dominio massimale.

(2). Sia A={(z,y) e R; 2 +y* < 2}, e f: A — R definita da
(22 +y?)* log(a? + 2y%), (z,y) # (0,0)
flz.y) =
0, (z,y) = (0,0).
ove a € R. Determinare tutti gli a per cui f e continua su A, e differenziabile
su A, e sommabile su A.

(3). Risolvere il seguente sistema di equazioni differenziali

3 1,1,
x—2$+2y 2%

(4). Sudiare I'immagine ed i punti critici di

1
F:R%> (x,y,z)l—>$3—|—y3—|—§:c2y2—|—22 € R.

(5). Dato A ={(z,y,2) € R 2?4 22 <y? +2.|y| < 1}, calcolare

2

z
dxdydz.
/Ayz—l—Qxyz
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(1). Siano ¢,a > 0, f.(z,y) = zy/(2* + y*)*. Determinare tutti gli a > 0
per il quali esiste il
lim Sz vy).
(97=y)_>(070)f ( y)

Si ponga poi D, = {(z,y) e R*; e <a* +y* <1} e

I.(a) = //De |fa(z, y)|dzdy.

Si calcoli, al variare di «a il lir% I.(a).
e—

(2). Per n € N si consideri la successione di funzioni f,:[—10,10] — R
con f,(z) = e/

si calcoli il limite.

. Mostrare che la successione converge uniformemente e ne

(8). Sia £ ={(z,y,2) € R* 2% +2y*> + 2> < 1}. Sia f:R*> — R con

1
fla.y.2) ="+ 52" +y.

Determinare f(F).

(4). Si calcoli la soluzione del problema di Cauchy

y" 4 5y = cos(1/5)

(5). Sia E={(z,y) e R 0 <2?+4y* <1} e

2y 2x
ole.9) = dy.

e Ay M
22 + 4y?)?2 (22 + 4y?)?
Mostrare che w non e esatta su E determinando una opportuna curva ~, e

calcolando / w.

e
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(1). (A) Sia z € [1,+oc). Provare che la serie di funzioni
oc 2

> <E - arctan(nx))

n=1 2

converge uniformemente su [1, +oc).
(B) Sia ora = € [1.2]. Determinare tutti gli @ € R per cui la serie di

funzioni
oC T e}
> (5 - arctan(na:))

n=1

converge uniformemente.

(2). Sia f:R? 5 R, f(r.y) = (2~ y?)" % esia R = {(r.y) € R?: |o*—
y%| < 1}. Dimostrare che R non e compatto e, sapendo che R ¢ connesso,
determinare f(R).

(3). (A) Sia
A={(z,y,2) e R’ 5(2* +y*) + 22y +8(x —y)+8 <z <2,z —y+2 > 0}.

Calcolare ps(A).
(B) Calcolare I'area della superficie

S = {(x:y:z) € RS; z:5(:c2—|—y2)—|-8($—y)+¥}

compresa nella regione

32
K ={(z.y.2) € R 5(a” +y") +8(z —y) + & < 2},

(4). Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

1
d p—
—Y()=| 3
oY ()

3

Lo U |
=
o~
~—
_|_

—
o
o~
| I
=
o
~—
Il
—
[u—
| I
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(1). Sia f:R?> — R, cosi definita:
fla,y, 2) = 2 = 2xy 4 2y° 4 22,

esia S = {(z,y,2) € R* 2? + 2y? + z? < 1}. Determinare f(S5).

(2). Sia dato

19 16 4 125
A={(z,y,2) € R g:z:Q—I— ng—l— g:z:y—l—QOa:—l—lOy—l— 4 <z <2}

Calcolare ps(A).

(3). Sia A, = {(z.y) €e R: 0 < z < +oc,0 < y < 27°}, con a > 0.
Determinare tutti gli a per cui

6

)

(4). Sia H = {(z,y) € R* y > 0}, e siaw: R*\ {(0,0)} — (R?*)* la forma

differenziale )

y 2zy
w(z,y) = dr —
( y) y4_|_$2 y4_|_$2
Si chiede di verificare che w e esatta su H e di calcolarne un potenziale f tale

che f(0,1) = 0.

dy.
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(1). Sia f:R?> — R, cosi definita:
f(x:ytz) = $2 + 4y2 + 22:

esia A={(z,y,2) € R% 22 +y? <z?+1,|z| < 1}. Determinare f(A).
(2). Sia dato

2
A={(a.y.2) ER™ o 4y + T <1 2 022 +y7).

Calcolare ps(A).

(8). Sia A ={(z,y) € R* = > 1,273 <y < 27?}. Determinare se

// sin(zy)dzdy < 4oc.
A

(4). Sia w: R?* — (R?)* la forma differenziale

2sin x cos z sinh? y 2sinh y cosh y cos? x

(sinh2 y + cos? x)? v (sinh2 y + cos? x)?

w(z,y) = y.

Si dimostri che w & esatta sul suo dominio di definizione.
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(1). Sia f:R?> — R, cosi definita:

esia A={(z,y,2) € R% 22 +y? + 2* < 1.|z| > 1/2}. Determinare f(A).

(2). Sia dato

A={(z,y,2) e R® /22 +y2 < (1 —2%),z > —1/2}.
Calcolare ps(A).

(8). Sia A = {(z.y,2) € R* 22 + 22 < O<y<l}.SiageRe

1
y(1—y)

2., .2 20
fﬁ<x,y,z>=( te +y) .

Sla

2

Determinare 3 in modo che fz sia sommabile su A.

(4). Sia ¢:[0,1] — R? la curva

z(t) = tcost
e(t) =1 y(t) =tsint
z(t) =t.

1
Calcolare L(¢) :/0 l&() ] dt.
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(1). Sia f:R?> — R, cosi definita:
f(xzyzz) :l’—|—y—|—22,

esia A={(z,y,2) € R% 2?4+ y? <z? — 1}. Determinare f(A).

(2). Sia dato
A={(z,y,z,w) € RY; (224+w?)—1 < 2°+y* < (2°+w?)+1,vV22 + w? < 2}.

Calcolare p4(A).

(8). Sia A={(z,y,2) e R 22 -1 <a2?+y*<2*+1}. Sia

1
falz,y,2) = @t

Determinare a in modo che f, sia sommabile su A.

(4). Sia Q = {(z,y) € R* y > 1 — 2?} e sia w:Q — (R?*)* la forma
differenziale
2z 1
dx + d
2t y)log(e? +y)" | (a2 +y)log(a? + )"

w(z,y) = (

Sia inoltre ¢: [0, 1] — R? la curva

(¢,3), t €10,2]
Pt)=1 &

(5,3) + %(COS(TI‘(t — 1)), sin(m(t — 1))), t € [2,4].

Determinare se w e esatta su §) e calcolare / w.
[
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(1). Sia f:R?> — R, cosi definita:

fla,y,z) = e (22 +y* — 3ay),

esia A ={(z,y,2) € R 2?4+ y? <1}. Determinare f(A).

(2). Sia dato
A={(,y,2) e R’ (2° +y* + 2% < 2V2}.

Calcolare ps(A).

(3). Sia Ay = {(z,y) eR* 2> 1,0<y<z*},k€Z. Sian >1esia

fn(x7y) = yne_ *

(A) Si provi che //A2 filz,y)dedy < +oc.
B) Si calcoli il i 2z, y)dzdy.
(B) Si calcoli il lim //A folz, y)dedy

n—+oc _s

(4). Si calcoli I'area della regione sferica

D={(z.y,z) ER% 2* +y*+ 2 =1y > [x|V/3, -

=

(5). Sia w: R* — (R%)* la forma differenziale
w(z.y.z) = Baz + 58y + yz)dzx + (x + By — 3vz)dy + (yz + 50y + 4yz)dz.

Determinare per quali a, 3,7 € R la forma e esatta sul suo dominio naturale
e se ne trovi un potenziale, giustificando tutte le affermazioni.

20



(1). Sia f:R?> — R, cosi definita:
f(x,y,z) = Z+y2 _21'2:
esia A={(z,y,2) € R% 22+ y? < 2,0 < < 1}. Determinare f(A).

(2). Sia dato

2
2
A={(z.y.2) eR% 22 +y* + 27 < 1,2 >0, (z— \/;) <z?+y*).
Calcolare ps(A).

(3). Sia S = {(z,y,2) e R*; 2 = 2> +2y*, 2* + 2¢y* > 2}. Sia a € R e sia

1

fa(x:ytz): (5172‘|‘y2‘|’z)a.

Determinare tutti gli « per i quali la funzione f, € sommabile sulla superficie
S rispetto alla misura superficiale do.

(4). Sia Q = {(z,y) € R*; y > —2?} e sia w: Q) — (R?*)* la forma differen-
ziale

2edr + dy
1+ y? + z* + 22%y) arctan(z? + y)
Sia inoltre ¢: [0, 7] — R? la curva

w(z,y) = (

(¢,3), t €10,2]

(1) = (t.3+(t—2)), t€[2.3]

(3.5) + (COS g(t —4),sin g(t - 4)), te[3,7].

Determinare se w e esatta su §) e calcolare / w.
[

(5). Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

%m):[g _GQ]Y(t)-I-[Zt],Y(O):lil,
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(1). Sia f:R?> — R, cosi definita:
f(x:ytz) :Z+3$2_y2:
esia A= {(z,y,2) € R® 22 +y? <2< 1,y > |z|/V3}. Determinare f(A).
(2). Sia dato
3 2
A={(z,y.2) ERY 22"+ Jy? + 27 + —syz < Lo+ + 27 < 1)

V2
Calcolare ps3(A).

(8). Sia S ={(z,y,2) e R*; 22 =1 =2+ y? 2>0}. Siaa € Resia

. 1 o
falz.y.z) = |sin Pry 1) Dyt

Determinare tutti gli « per i quali la funzione f, € sommabile sulla superficie
S rispetto alla misura superficiale do.

(4). Sia w: R* — (R%)* la forma differenziale
w(z,y,2) = xlog(2 — y*)dz + 4y arctan(z* — y*)dy + zd=.

Sia inoltre v(t) = (cost,sint,t), t € [—m,m]. Si calcoli /w.
¥

(5). Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

{ y///+2y//+y/_4y:07
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(1). Sia f:R?> — R, cosi definita:
f(;r:,y,z) = |£L'2 - y2 + 322|:

esia A={(z,y,2) € R% 22 +y? + 2? < 1.2 > 0}. Determinare f(A).

(2). Sia dato
A={(z,y,2) € R% (227 4 3y* + 2ey + 2%)* < (227 + 3y* + 20y + 2%)}.

Calcolare ps(A).

(3). Sia S la superficie di rotazione attorno all’asse z determinata dalla
funzione z = €*. Sia a € R e sia
1

fa(xzyzz): ($2+y2‘|’22)a.

1) Scrivere una parametrizzazione di S come funzione di z e dell’angolo
di rotazione.

2) Determinare a in modo tale che la funzione f, € sommabile sulla
superficie S rispetto alla misura superficiale do.

(4). Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

{ y/// + 9y// _I_ 20y/ _ Soy — 0’

Determinare a € R in modo tale che y(t) — 0 per ¢t — +oc.
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(1). Sia f:R?> — R, cosi definita:

flz,y,2) =2+ y* + (z—\%) :

esia A={(z,y,2) € R* a?+y*+ 22 <1,2°+y* < 2% 2> 0}. Determinare
fA).

(2). Sia dato

1 1
A= . 2) R 22 4P+ < a4 —y > —1.
{(z.y,2) catty 422 <1,z Qy_ﬂ}

Calcolare / 2zdxdydz.
A

(8). SiaX ={(z,y.2) e R? 22 =24+y*+ 1,2 >0}. Siaa € Resia

1 1
= V- l-—asn—
P <x2+y2+22) T

Determinare tutti gli a per 1 quali esiste in R 'integrale // fado, dove do
o

fa($7y7z) =

e la misura di superficie associata alla superficie X.

(4). Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

y 1 -1 1
ZY=]-1 01
-1 -2 3

1
Vi, vio) = { : ] |
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(1). Sia f:R?> — R, cosi definita:
f(x:ytz) = $2 - 3y2 + ZQ:

esia A={(z,y,2) € R% 2?2 +y?+ 22 < 1,2+ 2z > 0}. Determinare f(A).

(2). Sia dato
A= {(2,y,7) € R% (227 + 3y% + 4zy)? < = < (2% + 32 + 4ay), }.

Calcolare / z cos(Q;L'2 + 3y2 + dzy)dxdyd:z.
A

(8). Sia ¥ = {(z,y,2) € R% z=12?+y?}. Siaa > 0esia, pern € N,
1

fa,ﬂ(x:yzz) = 1
($4_|_y4_|_24)a_|__2

n

Determinare tutti gli a per i quali esiste in R il limite liﬂ_n // fando, dove
o< ) Jx

n—
do e la misura di superficie associata alla superficie ¥.

(4). Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

y 2 31
ZY(=13 50
105 1

1
Y(1), Y(0) = { 1 ] .
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(1). Sia A= {(£,9.2) € B% 2442 422 < 1} 0 {la] < 12, |z < 12, ]y <
2}, ed f(x,y,2) = 2* + y. Calcolare f(A).

(2). Sia M = {(z,y,2) € R* 2 +y> = 1,-1 < 2 < 0} U {(z,y,2) €
R% 224+ y*+ (2+1)*=1,-2 < z < —1}. Sia definito su M 'orientamento
associato alla normale n = (0,0, —1) nel punto (0,0, —2). Sia poi w = ydz +

xdy — (z* 4+ y*)dz una 1-forma differenziale. Calcolare dw.
M

(3). Sia A= {(z,y,2) € R’; 2 +y* < 1} N {(z,y,2) € R’ 2?4+ 2> < 1}
Calcolare ps(A).

(4). Sia A ={(z,y,2) € R? 22 =22+ y* < 0,0 < z < z}. Calcolare ps(A).

(5). Sia A ={(z,y,2) € R? 22 +y*+ 22 <2} ed f(z,y,2) = 2> —y* + 2z2.
Calcolare f(A).

(6). Sia S = {(z,y.2) e R*; v +y+2<1,7,y,2z > 0}. Calcolare

/ xyz dz A dzx.
as

(7). Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

y 2 —1 1
ZYm=10 11
-1 1 1

1
Vi, vio) = { : ] |
1

(8). Sia S la superficie ottenuta ruotando intorno all’asse z la curva v =
{(z,z) € R* x =1/z, 2> 10}. Per a € R sia f, la funzione definita da

e +2%) 1 _ arctan[z(z? + 292)]‘

z(x? + 2y?)

fa(Ll?,y,Z) =

Per quali valori di & converge / fado?
s

(9). Sia A = {(z,y,2) € R* 2?2 +y* < 2,3 —z < z < 3}. Calcolare
/|y|d;z;dydz.
A
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