UTILIA SULL’INTEGRALE MULTIPLO SECONDO RIEMANN

Avvertenza: tutto cid detto nel seguito vale in R” e non solo in R2.

1. INTEGRALE DI RIEMANN SU RETTANGOLI

Un insieme Q C R? si dice essere un rettangolo (chiuso) se Q = [a,b] x [c,d].

Si dice che o C Q ¢ una scomposizione di Q se 0 = 0, x 0, dove 0y = {xg =a < x; <
... <x, = b} & una scomposizione di [a,b] e 0y = {yo=c <y <... <y, =d} & una
scomposizione di [¢,d]. Indichiamo con Q(Q) I’insieme di tutte le scomposizioni di Q.

Se 0,0’ € Q(Q) sono scomposizioni di Q, diciamo che ¢ ¢ piu fine di 6’ se 6’ C ©.

Sia f: QO — R una funzione limitata e sia o € Q(Q). La somma superiore S(f,o0) ¢ la
somma inferiore s(f, o) di f rispetto a 6 = 0, X Oy, con 0, = {xg =a < x| < ... <x, =b}
e oy = {yo =c <y1 <...<ym=d}, sono definite essere rispettivamente

n—1lm—1
S(f,o)=Y ) ( sup f) (j1 = x7) k1 = Y%,
s Q|

bej X ] X ko]
n—1m—1
(o) =F B (ot ) =)0 =)
Si ha, per ogni 0,0’ € Q(Q) con 6’ C 6 e ponendo m(Q) = (b —a)(d —c),
(Slépf)m(Q) >S(f,0') > S(f,0) >s(f,0) >s(f,0') > (inf £)m(Q)-

Definizione 1.1. Diremo che f: Q — R limitata ¢ integrabile secondo Riemann (R-integrabile)
su Q, e scriveremo [ € Z(Q), se vale

inf S(f,o)= sup s(f,o).
dnf, S(1.0)= sup s(f.0)

1l valore comune viene indicato in generale con

/Q Fx)dx = //Q F(x1,%2)dndxs = //Q £ (x,y)dxdy = //Q fdxdy

(a seconda di come vengono indicate le variabili in R?).
e Si ha il seguente teorema di Riemann.
Teorema 1.2. Sia f: Q — R limitata. Si ha f € Z(Q) se e solo se
Ve >03do € Q(Q) tc. S(f,0)—s(f,0)<e.

Come conseguenza del Teorema 1.2 e del Teorema di Heine-Cantor (uniforme continuita
delle funzioni continue su un compatto) si ha il seguente risultato.

Teorema 1.3. Sia f: Q — R continua. Allora f € Z(Q).

e Se E C R? & un insieme limitato allora possiamo trovare un rettangolo Q tale che E C Q.
Possiamo dunque dare la seguente definizione.



)]

UTILIA SULLINTEGRALE MULTIPLO SECONDO RIEMANN

Definizione 1.4. f: E — R limitata é Riemann-integrabile su E, e scriviamo f € H(E), se
f€Z(Q), dove f é ’estensione di  a Q ponendo f uguale a zero al di fuori di E:

) f(x,y), se (x,y) €E,
flx,y) =
0, se (x,y) € Q\E.

//Ef(x,y)dxdyz//Qf(x,y)dxdy.

Osservazione 1.5. Una tale definizione é ben posta in quanto non dipende dal rettangolo Q
che contiene E.

Si pone

2. INSIEMI MISURABILI SECONDO PEANO-JORDAN (PJ-MISURABILI)

Per avere a disposizione una classe il pit ampia possibile di funzioni R-integrabili occorre
che essa contenga almeno le costanti. Siamo percio portati a dare la seguente definizione.

Definizione 2.1. Un insieme E C R? limitato si dice essere misurabile secondo Peano-Jordan
(o “PJ-misurabile”) se la sua funzione caratteristica X,
1, se (x,y) €E,
XE (xa y) =
0, se (x,y) ¢ E,

e integrabile secondo Riemann secondo la Definizione 1.4. In questo caso si pone

m(E) ://Q)(E(x,y)dxdy

(essendo Q un qualsiasi rettangolo contenente E ).

Definiamo un plurirettangolo P C R? essere una unione finita essenzialmente disgiunta di
N

rettangoli Qy,...,Qy, cioe P = U Q; con gli interni dei Q; disgiunti a due a due. Si pone
j=1

N
m(P) = Z m(Qj;). Si ha allora il risultato seguente.
j=1

Teorema 2.2. Sia E C R? limitato.
(i) E é PJ-misurabile se e solo se per ogni € > 0 esistono plurirettangoli Py, P, tali che

PPCECPh e m(Pz) —m(Pl) < &;

(ii) poiché allora dE C Py \ Py, si ha che: E & PJ-misurabile se e solo se per ogni € > 0
esiste un plurirettangolo Z tale che

JECZ e m(Z)<e.

In particolare la prova di (1) ci da il seguente corollario, il quale fornisce un metodo per
verificare contemporaneamente che un insieme ¢ PJ-misurabile con misura nulla.

Corollario 2.3. L’insieme A C R? & PJ-misurabile con m(A) = 0 se e solo se per ogni € > 0
esiste un plurirettangolo Z tale che A C Z e m(Z) < €.

Combinando il Teorema 2.2 ed il Corollario 2.3 si ottiene la seguente importante caratte-
rizzazione degli insiemi PJ-misurabili.

Teorema 2.4. Sia E C R? limitato. Si ha che E & PJ-misurabile se e solo se JE ¢ PJ-
misurabile e m(dE) = 0.
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Riguardo alle operazioni insiemistiche si ha il seguente corollario.

Corollario 2.5. Se A, B C R? sono limitati e PJ-misurabili allora AUB,ANB, A\ B e B\ A
sono tutti PJ-misurabili.

Ovviamente I’insieme vuoto ¢ misurabile.
Osservazione 2.6. Ci sono insiemi che non sono PJ-misurabili.
Proposizione 2.7. Se g: [a,b] — R é R-integrabile in una variabile allora il grafico di g
T, = {(x,); x € [a,b], y = g(x)} C R? & PJ-misurabile in R* e m(T'y) = 0.

Corollario 2.8. Se g1,g2: [a,b] — R e hy,hy: [c,d] — R sono funzioni R-integrabili in
una variabile allora gli insiemi

E,= {(x,y); X e [Cl,b], gl(x) <y< gZ(x)}

Eb = {(X,y); ye [Cad]7 hl(y) <x< hZ(y)}
sono misurabili. E, e E;, si chiamano y-normali (o y-semplici) e x-normali (o x-semplici)
rispettivamente.

3. FUNZIONI INTEGRABILI SU INSIEMI PJ-MISURABILI
Dalle sezioni precedenti si ottengono i fatti seguenti.

Teorema 3.1. Se f: Q — R ¢ limitata e se m(D) =0, dove D C Q ¢ l'insieme dei punti di
discontinuita di f, allora f € Z(Q).

Corollario 3.2. (a) Se K C R? & un compatto PJ-misurabile e f € C(K), allora f € Z(K).
(b) Se Q@ C R? & un aperto PJ-misurabile e f: Q — R ¢ limitata e continua, allora f €
Z(Q).

Valgono inoltre le seguenti proprieta dell’integrale multiplo.

Teorema 3.3. Sianof,geﬂ( )eo,B €R.Allora
(i) af +Pgc Z(E

// (of +Bg)dxdy = Oc//fdxdy+[3//gdxdy,

(ii) f < gimplica //E fdxdy < /Egdxdy;
(iii) |f| € Z(E) e |//Efdxdy| < /E | fldxdy; in particolare, se E ¢ PJ-misurabile e M =
sup | f| allora |// fdxdy| < Mm(E);
(iv) vftle il Teorema dglla media: se E ¢ PJ-misurabile con m(E) > 0 allora
1nff < / Sfdxdy < supf

(v) se E & misurabile, compatto e connesso conm(E) > 0 e f € C(E) allora esiste (xo,yo) €
E tale che
— dxdy = f(x0,y0)-
E)/Ef y = f(x0,Y0)

(vi) se E,E|,E; sono PJ-misurabili, con Ey UE, = E e m(E{NE;) =0ese f: E— Reé
limitata allora f € Z(E) se e solo se f € Z(E1) NZ(E>). In tal caso vale

//EIUEzf dxdy = // fdxdy+ // fdxdy;
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(vii) se f: Q — R ¢ limitata e f € Z(Q) ed E C Q & misurabile con m(E) = 0 allora
// fdxdy = 0.
E

e Vale il Teorema di riduzione di Fubini:

Teorema 3.4. Sia f € Z(Q), con Q = [a,b] x [c,d].
(i) Se per ogni x € |a,b] la funzione [c,d] >y f(x,y) & in Z([c,d]) allora la funzione

la,b] 5 x— F(x) /fxydyem%’([ab])szha

//Qfdxdyz/abF(X)dxz/ab(/cdf(x,y)dy)dx

(ii) Se per ogniy € [c,d| lafunzione [a,b] © x+— f(x,y) & in Z([a,b]) allora la funzione
[c,d] 2 y+— G(y) /fxydxem,@([cd])szha

/ /Q saxdy = [ "Gy = / “( / ’ Flay)dx)dy

(iii) In particolare se valgono contemporaneamente la (i) e (ii) sopra allora

//Qf(x’”dx"y_ /ab(/cdf(w)dy)dx— /cd(/abf(x,y)dx)dy

Osservazione 3.5. Si osservi che quando f € C(Q) valgono sempre i punti (i) e (ii) sopra per
cui in presenza di continuita dell’integrando é sempre vero che

/Qf(x,y)dxdy / /fxydy dx—/ /fxydx

e Come conseguenza del Teorema di Fubini abbiamo che se E ¢ y-normale allora

)= [ (g2 — 1),

mentre se E ¢ x-normale allora

() = [ () ()

e [l Teorema del cambiamento di variabile.

Teorema 3.6. Sia Q C R? un aperto e T: Q@ — T(Q), T: (u,v) — (x,y), una mappa
biettiva, di classe C'(Q) e con detJr(u,v) # 0 per ogni (u,v) € Q. Sia E tale che E C T(Q)
esia F =T YE)={(u,v) €Q; T(u,v) € E}. Allora:

(i) E e PJ-misurabile se e solo se F' ¢ PJ-misurabile;

(ii) se E ¢é PJ-misurabile e f € C(E) allora

//Ef(x,y)dxdy://Ff(T(u,v))]detJT(u,v)ydudv_

Osservazione 3.7. In molte applicazioni il teorema del cambiamento di variabili si applica
in ipotesi piit deboli sul cambio di variabili T. Il teorema infatti continua a valere se le ipotesi
di biettivita di T e sul determinante jacobiano valgono al di fuori di un insieme S di misura
nulla.
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4. INTEGRALE IMPROPRIO (O GENERALIZZATO)

In questa sezione lavoreremo direttamente in R”.
e Possiamo dare la definizione di insieme PJ-misurabile nel caso di E non limitato come segue.

Definizione 4.1. Sia E C R”" non limitato. Diciamo che E ¢ PJ-misurabile se
ENB,(0) é PJ-misurabile Vr > 0.
In tal caso si pone
m(E) =supm(ENB,(0)) = lim m(ENB,(0)).

>0 r—reo
e Possiamo definire I'integrale improprio di funzioni limitate su insiemi non limitati come
segue.

Definizione 4.2. Dato E non limitato misurabile e data f: E — [0,4o0) limitata (si noti
che f(x) > 0) tale che f € Z(ENB,(0)) per ogni r > 0, diciamo che f ¢ integrabile in senso
improprio su E se risulta finito il il limite (che esiste sempre in virti della non-negativita di

f)
li dx = dx.
A ) AL

e Definiamo ora I’integrale improprio di funzioni non-negative illimitate in un punto.

Definizione 4.3. Sia E C R" limitato e misurabile, sia xo € D(E), e sia f: E\ {xo} —
[0, +00) (si noti ancora che f(x) > 0) tale che f € Z(E \ Br(xo)) per ogni r > 0. Diciamo che
f e integrabile in senso improprio su E se é finito il limite (che esiste sempre in virti della
non-negativita di f)

lim f(x)dx = sup f(x)dx.
r—=0.JE\B,(x9) r>0 JE\B:(xo)
e Piu in generale, rispetto all’ultimo punto, siano E,S C R" limitati e misurabili, con S C E e
m(S) =0.

Definizione 4.4. Sia f: E\ S — [0,4c0). Sia {Q;};>1 una successione di sottoinsiemi
misurabili di E \ S tali che
(i) Q; C Q1 perogni j,
(i) | JQj=E\S,
=1
(iii) f € Z(Qj) per ogni j > 1.
Se risulta finito il limite
lim f(x)dx
J—rtoe Q;
(in tal caso il limite non dipende dalla successione degli Q ;) diciamo che f e integrabile in
senso improprio su E\ S e si pone

/ fx)dx= lim [ f(x)dx.
E\S

j=+e Jo



