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1 Equazioni differenziali

1.1 Problema di Cauchy lineare del II ordine

Teorema: Se ag,ay, f € C(I;R), I C R intervallo, xo € I, il problema di Cauchy

Y +ary +aoy = f, y(xo) =, y'(x0) =0,

ha una ed una sola soluzione y € C*(I;R), per ogni a,3 € R fissati. Le soluzioni del-
P’equazione omogenea formano uno spazio vettoriale di dimensione 2, determinato da
due soluzioni y1,y2 dell’equazione omogenea linearmente indipendenti (cioé il Wronskiano
det [ y,l y? in xg, e quindi su I, ¢ # 0). Percio l'unica soluzione y del problema omo-

Y1 Y2
geneo si scrive nella forma y(x) = Cryr(z) + Coya(x), dove C1,Cy vengono univocamente

determinate dalle condizioni iniziali. La soluzione del problema non omogeneo si scrive nella
forma y(x) = Cry1(x) + Coyz(x) + Ypart (), dove yYpart € una soluzione particolare dell’equa-
zione non omogenea e C7, Cy vengono univocamente determinate dalle condizioni iniziali.

1.1.1 Coefficienti costanti. Caso omogeneo

Con ag, a1 € R,
y' + a1y’ +aoy =0, y(zo) = yo, ¥'(x0) = y1,

si considera il polinomio caratteristico p(\) = A2 + a3\ + ag, e le relative soluzioni A1, Ao
dell’equazione caratteristica p(A) = 0. Tutte le soluzioni sono univocamente date nella forma

y(r) = Cry1(z) + Caya(z)

dove le costanti C1,Cy sono determinate dalle condizioni iniziali e le funzioni, dette fonda-
mentali, date dai seguenti casi:
e se A, A2 € R con A\ # Ao, allora

yi(x) = M7, yo(z) = M
e se A, A2 € R con Ay = Ag, allora
yi(z) = eM”, yo(x) = 2eM”;

e se A\, o € Callora Ay =\, con \; =a+1i3, e

y1(x) = e* cos(fBx), ya(z) = e* sin(fz).



1.1.2 Coefficienti costanti. Caso non-omogeneo. Metodi per simpatia

Con ag, a1 € R,
y” + aly/ + agy = F(JI), y(xO) = Yo, y/(mO) = Y1,

tutte le soluzioni sono univocamente date nella forma

y(x) = Cry1(x) + Coya(x) + yp(x),

dove g, ¢ una soluzione particolare dell’equazione. Una volta determinata la y,, le costanti
C1,Cy sono determinate dalle condiziont iniziali. La y, si determina nel modo seguente:

1) se F' = f polinomio di grado d (quindi d + 1 coefficienti sono dati) allora

e se agp # 0, yp(x) = g(x), dove g € un polinomio di grado d da determinarsi usando
I’equazione,

eseay=0cea #0, yy(x) = zg(x), dove g &€ un polinomio di grado d da determinarsi
usando ’equazione,

e seayp = a; =0, yp(r) = 22g(z), dove g & un polinomio di grado d da determinarsi
usando l’equazione;

2) se F'=eM* f, con f polinomio di grado d (quindi sono dati d + 1 coefficienti) allora

e se p(p) # 0 si prende y,(z) = e#*g(z), dove g € un polinomio di grado d da determinarsi
usando ’equazione,

e se p(u) = 0, con molteplicitd j = 1 oppure 2, si prende y,(z) = 27e#%g(x), dove g & un
polinomio di grado d da determinarsi usando ’equazione;

3)se F=¢e* (k:l cos(0z) + kg sin(ém)), con ki, k2 € R costanti date, allora
e se p(y +i0) # 0 si prende y,(z) = eW(Acos((sx) + Bsin(&x)), con A, B che si

determinano usando ’equazione,
e se p(y +i0) = 0 si prende yp(z) = xe?® (Acos((ix) + Bsin(dw)), con A, B che si

determinano usando l’equazione.

2 Richiami sullo spazio vettoriale R"

n
Il prodotto scalare euclideo (z,y) = Z x;jy; di R™, la norma euclidea |z| =

n
> 22 diR", la
j=1 j=1

disuguaglianza di Cauchy-Schwarz |(z,y)| < |z||y|, principali proprieta della norma euclidea,
distanza euclidea di due punti di R™. Definizione di norma: una funzione N: R" — [0, +00)
con le seguenti proprieta:

e N(z) >0, VzeR", e N(z) =0 < z=0;
e N(Az) = |AIN(x), VA € R, Vx € R™;
e N(z+y) <N(z)+ N(y), Vz,y € R” (disuguaglianza triangolare).
Distanza associata ad una norma N: disty(z, y)n: N(z —y). Definizione di norme equivalenti.

La norma |z|s = max |z;| e la norma |z|; = Z |;|, entrambe equivalenti a quella euclidea.
1<i<n Pt
Insiemi limitati: A C R™ ¢ limitato se esiste M > 0 tale che se = € A allora |z| < M.



3 Coordinate polari, sferiche e cilindriche

x = pcosb
e Coordinate polari: [0,+00) X [0,27) > (p,0) —
y = psinf

x = pcosf
e Coordinate cilindriche: [0,4+00) x [0,27) x R > (p,0,t) — < y = psinf

z=1t

x = psinycosf
e Coordinate sferiche: [0,+00) % [0,27) x [0,7] 3 (p,0,¢) — ¢ y = psinpsind

Z = pcosy
4 Funzioni di piu variabili

Continuita di funzioni f:R™ — R™ (cioé continuita delle singole componenti di f =
(f1,--, fm), e quindi esistenza di ogni singolo limite

lim filzy,om) = fi(29,..,22), 1< 5 <m);

n
(xl,...,:pn)ﬂ(x?,...,:p%)

Condizione sufficiente per la continuita in un punto di R?: per verificare la continuita di
f:R?2 — R, in un punto (wo,y0) € R?, & sufficiente verificare che vale

|F (w0 + peos, yo + psind) — f(z0,y0)| < g(p), dove g(p) —0, per p—0+.

Proprieta della funzioni continue: se f,g:R" — R™, h:R™ — RF, \:R® — R sono
continue, allora anche f+ g, Af, ho f sono continue in R".

Gli aperti di R™ sono gli insiemi {z = (z1,...,2,) € R"; f(x) > 0} (f funzione continua
su R™); gli insiemi chiusi di R™ sono gli insiemi {z € R"; f(z) > 0} (f funzione continua
su R™); parte interna di un chiuso, chiusura di un aperto, frontiera di un insieme aperto o
chiuso, insiemi limitati, I'intorno circolare di zy € R™ di raggio r > 0 & l'insieme U, (xg) =
{z € R" |z — x0| < r}. Proprieta topologiche: A C R™ ¢é aperto se e solo se Yx € A
Ir > 0 tale che U.(x) C A, il complementare di un aperto ¢ un chiuso, il complementare di
un chiuso & un aperto, gli insiemi ) ¢ R™ sono sia aperti che chiusi, l'intersezione e l'unione
di un numero finito di aperti (risp. chiusi) da un aperto (risp. chiuso), le frontiere sono
insiemt chiusi. Un punto x € R™ si dice di accumulazione per un insieme E se per ogni
r > 0si ha U.(z) N E # () (un punto si dice quindi isolato quando non & di accumulazione).
Insiemi connessi (per archi): E é connesso per archi se per ogni coppia di punti P,Q € E
esiste una funzione continua 1: [0,1] — E tale che ¥(0) = P e ¢ (1) = @; funzioni continue
fiE(C R") — R dove E & aperto di R", oppure chiuso di R" della forma {x; g(z) > 0} o
{z; g(x) =0}: se siha lim f(z)= f(xo) per ogni zo € E (e cioe Ve > 0 35 > 0 tale

reFE x—xo
che se z € Us_(x9) N E allora |f(x) — f(zo)| < €); il teorema di Bolzano-Weierstrass: se E
¢ un insieme connesso (per archi), chiuso e limitato di R™ e f: E — R ¢ continua, allora

f(E) = [ggg f (w),gleag f(@)].



0 0
Derivate parziali; il vettore gradiente di f : V f(zg) = (%(mo), cee %(mo); derivate dire-
1 n

zionali: D, f(zp), dove v € R™ & una direzione, cio¢ un vettore di norma 1; differenziabilita
di f:A — R in un punto xy dell’aperto A; le funzioni differenziabili sono continue; una
funzione le cui derivate parziali sono continue in un aperto A é differenziabile su A; se f ¢
differenziabile in x¢ allora D, f(x¢) = (V f(z0), v); I'equazione del piano tangente al grafico:

Tn+1 = f(iUO) + <Vf($0), (l‘ - $0)>

(anche scritta come

<(§i(wo),...,aif;(xo),1> (X1 — X01y oy T — TOn, Tngl — f(xg))> =0);

la matrice Jacobiana (o Jacobiano) di una funzione f: A C R™ — R™ in un punto z € A ¢
una matrice m x n le cui righe sono date da V f;(z), con1 < j <m;se ffACR" — B C RF
e g:B — R™ sono funzioni differenziabili, allora anche g o f lo é e lo Jacobiano della
composizione (g o f)(x) é il prodotto delle matrici Jacobiane relative, cioé la matrice m X n

Jgor (@) = Jg(f(2)) T (),

in particolare, nel caso n =m = 1, si ha la importante formula

d
7190 f)(to) = (Vg(f(to)), f'(to));
punti di massimo o minimo locali; condizioni necessarie per i punti di un aperto: se zg
e un punto di max o min locale per f: A — R differenziabile, con A aperto di R™, allora
V f(xo) = 0; matrice Hessiana Hy(x) di una funzione f nel punto z; il lemma di Schwarz:
se le derivate miste 0°f/0z;0x; e 0°f/0x;0x; della funzione f: A — R, A aperto, sono
continue su A, allora sono uguali, e quindi, se f ammette tutte le derivate parziali fino al
secondo ordine continue, la matrice Hessiana € una matrice simmetrica; formula di Taylor al
secondo ordine in R?:
1 [0%f 9
fla,y) = f(@o,y0) + (Vf(20,50), (z = 20,y = 40)) + 5 @(ﬂ?oayo)(l‘ —x0) "+
2 82

* 28x5fy (0, yo) (& — w0)(y — o) + ayé(l“ov Yo)(y — y0)2> + errore =

= f(zo,y0)+(V f(z0,%0), (x—0, y—yo)>+%<Hf(fL‘o, Yo)(x—x0,y—%0), (r—m0,y—Yo))+errore,

dove errore — 0 pit1 velocemente di (x — 20)? + (y — o0)? quando (z,y) — (z0, yo)-
Condizioni sufficienti di max o min locale per una funzione f: A — R, con A aperto di R?,
continua insieme alle sue derivate parziali fino al secondo ordine: se (zg,%0) € A C R? ¢ un

b } , allora:
c

punto in cui V f(xo,y0) = (0,0), scrivendo Hy(xo,1y0) = [ Z

o se Hy(zo,yo) ¢ definita positiva, cioé se a > 0 e ac — b* > 0 (equivalentemente: le
1 0

soluzioni Ay dell’equazione det (Hf(mo, Yo) — )\[ 01

]) = 0 sono entrambe positive),

il punto (xg,yo) € un minimo locale



o se Hy(zo,y0) ¢ definita negativa, cioé se a < 0 e ac —b* > 0 (equivalentemente: le
soluzioni Ay sono entrambe negative), il punto (zg,yo) € un massimo locale

o se Hy(zo,y0) & indefinita, cioé se ac —b* < 0 (equivalentemente: le soluzioni Ay sono
una negativa ed una positiva), il punto (xo,yo) non é né un massimo locale né un
minimo locale e st chiama punto di sella.

Condizioni sufficienti di max o min locale per una funzione f: A — R, con A aperto di R3,
continua insieme alle derivate parziali fino al secondo ordine: se (zo,¥0,20) € A C R? & un
punto in cui V f(xo,y0,20) = (0,0,0), denotando con Hy i minori principali di nord-ovest
della matrice H¢(xo, Yo, 20), allora:

e se det Hy, > 0 per ogni k = 1,2,3, allora il punto (xg,yo, 20) € di minimo locale,

e s¢ (—1)”C det Hy, > 0 per ogni k = 1,2,3, allora il punto (zo,yo,20) € di massimo locale.

5 Curve

Sia I C R un intervallo, una funzione continua v:I — R™ si dice curva parametrizzata
continua; la traiettoria (o sostegno) € l'insieme ~(I) C R™; la curva 7 si dice chiusa se (in
questo caso I = [a,b]) v(a) = ~(b); il vettore velocita di una curva parametrizzata v le cui
componenti y; sono derivabili & il vettore ¥(t) = (v{(t),...,7,(t)); la curva si dice regolare se
il vettore velocita & una funzione continua da I in R™ e |¥(t)| > 0 per ogni t € I; una curva
v:la,b] — R™ si dice semplice se per ogni coppia di punti t1,¢2 di [a,b], con almeno uno
dei due appartenente a (a,b), si ha che vy(t1) # v(t2); due curve y: I — R" e ¢: J — R”
si dicono equivalenti se esiste una funzione continua e derivabile, con derivata sempre diversa
da zero, p: I — J tale che ¢ o p = «; due curve v e 9 si dicono avere la stessa orientazione
se esiste p come prima tale che ©)op = e p/(t) > 0 per ogni t € I; la lunghezza di una curva
regolare v: [a, b] — R? & definita da

b
Liy) = / (6 dt;

se f1A— R (A CR") ¢ continua e ~: [a,b] — R" con ~([a,b]) C A & regolare, si definisce
Pintegrale curvilineo di f lungo « il numero

b
[ tisi= [ sl

lintegrale curvilineo di f lungo v non dipende dal verso di percorrenza di ; baricentro di
una curva regolare v: [a,b] — R” & il punto z” di R™ di coordinate

ol ol

B B

7y = —— [ zids,...,x, = —— | xpds.
L/, L(v) Jy

Una curva piana v: I — R?, [ intervallo di R, viene detta essere in forma polare se () =
<f(0) cos @, f(0) sinﬁ), 6 € I. Quando v:[a,b] — R? & regolare ed in forma polare si ha

b
allora che L(~) = / V 1(0)%? + f(6)2dh, e che il suo baricentro & definito dalle coordinate

1 b S 1 ’ : /
rp = WL f(0)cosO+/ f(0)% + f(0)%d0, yp = WL f(0)sin 6~/ f'(0)% + f(0)2d6.

b}



Se F: ACR" — R"™ (con n =2 o n = 3) & un campo vettoriale continuo e v: [a,b] — A &
una curva regolare, si definisce il lavoro di F' lungo v l'integrale
(1)

b b
L(Fir) = / (F,ds) = / <<Fow><t>,w>uv<t>||dt= / (F o) (t), 4(t))dt.

e Se v°P:[a,b] — A denota il cammino opposto a v, definito da v°P(t) := y(a + b — 1),
allora L(F;vy) = —L(F;~°P).

e Se I' ¢ una spezzata curva in R™ i cui archi componenti sono sostegno di curve 7;,
Jj =1,..., N, tali che il punto finale di v; coincide con il punto iniziale di vj4+1, j =
1,...,N —1,allora L(F\T') = L(F,71) + ...+ L(F,yN)-

e Un campo F: A C R" — R” continuo si dice conservativo (o esatto) se esiste una
funzione differenziabile f: A — R, detta potenziale di F, tale che V f(z) = F(zx) per
tutti gli x € A.

e Il teorema (delle forze vive): Se F: A C R® — R™ é un campo esatto e se v;:[a,b] —
A, j = 1,2, sono curve regolari con vi(a) = v2(a) e y1(b) = Y2(b), allora L(F;v1) =
L(F;7y2) = f(7(b))—f(m(a)), essendo f un potenziale per F. In particolare sev: [a,b] —
A e una curva chiusa, allora L(F,~) = 0.

e Un campo F = (Fy,Fy, F3): A C R? — R3 si dice irrotazionale se V x F = 0 su A,

dove . . o
) j k 8F3/8y—8F2/6z
VXxF=det| 0/0x 9/0y 0/0z | = | 0F1/0z — 0F3/0x
F1 F2 F3 (9F2/8:E—8F1/(9y

Nel caso di F' = (F1, Fy): A C R? — R? la irrotazionalita ¢ individuata dalle equazioni
OFy/0x = OF /0y,

ottenute pensando ad F' come F = (Fy, F5,0): A x R — R®, F(z,y,2) = (F(z,y),0)
(cioe come campo indipendente dalla variabile z e giacente sul piano z = 0 di R3) con
VxF=0.

e Un campo conservativo ¢ sempre irrotazionale.

e Definizione di semplice connessione: Un aperto connesso A C R® si dice semplice-
mente connesso quando ogni curva chiusa continua, con sostegno contenuto in A,
puo essere deformata in un punto di A in maniera continua e rimanendo dentro A
stesso.

o Un campo irrotazionale su un aperto connesso semplicemente connesso € conservativo.

6 Massimi e minimi vincolati n = 2,3
e Si chiama wvincolo regolare di dimensione n — 1 un insieme del tipo
Vi={zeR" g(z) =0, Vg(z) # 0},

dove la funzione g ¢ differenziabile (su un certo insieme aperto);



e si chiama vincolo regolare di dimensione n — 2 un insieme del tipo
Vo ={x € R"; g1(z) = g2(x) =0, Vgi(z) e Vga(z) linear.indip.},
dove le funzioni g;, g2 sono differenziabili (su un certo insieme aperto).

Massimi e minimi vincolati (ad un vincolo regolare); il teorema dei moltiplicatori di Lagrange:
se f: A — R ¢ differenziabile con A CR™ (n=2 0 3), allora:

e se V1 C A é un vincolo regolare di dimensionen — 1 e xg € V1 € un punto di massimo
o minimo vincolato per f, allora esiste A € R tale che

Vf(zo) = AVg(0),

e se V1 C A é un vincolo regolare di dimensionen — 2 e xg € Vo € un punto di massimo
o minimo vincolato per f, allora esistono A\, € R tali che

Vf(xo) = AVgi(zo) + 1V ga(zo)-

7 Calcolo delle variazioni

Se P, @ sono punti di R” e I'(P, Q) denota l'insieme di tutte le curve continue ~: [a, b] — R"
con vettore velocitd 4 continuo (cioe di classe C'[a,b]) di estremi in P e @, si definisce
Lagrangiana una funzione (continua) L:R" x R" — R, L: (z,y) — L(z,y), ed integrale
d’azione l'integrale, funzione di v € I'(P, @),

(L’integrale A(7) € anche chiamato funzionale, perché definito sulle funzioni .)

e Una variazione di v in I'(P, Q) & una curva y+1: [a,b] — R", (y+9)(t) = v(t) + (1),
essendo v: [a, b] — R™ una curva C[a, b] tale che 9 (a) = 1(b) = 0.

e La variazione (o differenziale) di A in v lungo 1) & lintegrale

6mww=4%v¢wmnw»—ibauwmwm)w@>m

dove 9: [a,b] — R™ & C! e ¢(a) = 1 (b) = 0.
b
Poiché se f:[a,b] — R" ¢é una funzione continua tale che / (f(t),9(t))dt =0 per ogni
funzione continua v: [a,b] — R™ con ¥ (a) = ¢(b) = 0, allora gf(t) = 0 per ogni t € [a,b],
si hanno quindi le equazioni di Eulero-Lagrange per la variazione dell’integrale d’azione

L e = i (B00.30)) = FE(OAO), G =1.2..n

V1) come sopra dt aT/j N 87563

Esempio. Le equazioni di Newton. Sia [0,7] > ¢t — z(t) € R un punto materiale di
massa m che si muove sotto ’azione di una forza F' dipendente dalla posizione x la quale
ammetta potenziale f (cioe¢ f’ = F). Chiamiamo energia potenziale V' di F la funzione



—f. Si considera la Lagrangiana L(z,y) = %yQ — V{(z). Sul moto z(t) la L(x, %) descrive la

differenza di bilancio energetico tra ’energia cinetica e quella potenziale del punto materiale

T
considerato. L’integrale d’azione ¢ quindi A(x) = / (ma'c(t)2 — V(:L'(t)))dt, il quale ha
0

2
T

variazione in z lungo v della forma JA(z)y = / (—mfl}(t) - V’(w(t)))zb(t)dt. L’azione ¢
0

pertanto stazionaria su ¢t — z(t) quando vale ’equazione di Eulero-Lagrange, la quale ¢ in
questo caso mi(t) = F(x(t)), e cioe la fondamentale equazione di Newton.

8 Integrale multiplo in R"

8.1 Domini semplici ed integrale in R?

e Domini z-semplici di R? : {(z,y) € R?; y € [c,d], h1(y) <z < ha(y)} (h, he:[e,d] —
R continue);

e Domini y-semplici di R? : {(z,y) € R?; x € [a,b], g1(z) <y < g2(2)} (91, 92: [a,b] —
R continue);

e Area di un dominio z-semplice, risp. y-semplice, D:

d ha(y)

Area(D) :/ dxdy déf/ (/ d:r)dy,
D c hl(y)
b g2(x)

Area(D) = / drdy / ( / dy)d:r;
D a g1(x)

e Integrale su un dominio z-semplice, risp. y-semplice, di una funzione continua f: D —

R:
[ stwasa ([ h(:j) (. y)de)dy,

/D Fl,y)dwdy / b( /g 19(2:) F(,y)dy ) d.

e Se il dominio D ¢ sia xz-semplice che y-semplice allora

d, rha(y) b, rgz(x)
Area(D) = / ( / dx)dy: / ( / dy)dw,
c ~hi(y) a agi(z)
d, rha(y) b, ros()
| twwdsdy= [ ([ swaae)ay= [ ([ sady)da.
D c ha(y) a “gi(x)

risp.

risp.



8.2 Domini semplici e volume in R?

e Domini z-semplici di R? : {(z,9,2) € R3; (x,y) € D3, 71(z,y) < z < y(x,y)} (D3
dominio x o y semplice in R,%’y e 71,7v2: D3 — R continue);

e Volume di un dominio z-semplice D:
def Y2(2,y)
Volume(D) :/ dzxdydz = / (/ dz)da;dy.
D (xvy)€D3 ’Yl(xvy)
8.3 Integrali su domini piu generali

Si usano le notazioni dx = dz1dxs .. .dx, (n =2 oppure 3) e se D C R" allora

/Df(:c)dx://.../Df(xl,...,:cn)dazl...d:z:n.

¢ | domini regolari limitati sono unioni finite di domini semplici, D = Dy U...U
Dy, che hanno a due a due al pit i bordi in comune;

e La misura (area/volume) di un dominio regolare limitato D = Dy U...U Dy & definita
da

N N
misura(D) = misura(U D;) = Z misura(D;),
j=1 j=1

la misura non dipende dalla decomposizione di D in domini semplici;

e L’integrale di una funzione continua f: D — R & definito da

N
/D f (@, y)dedy = ; /D Sz

I'integrale non dipende dalla decomposizione di D in domini semplici;

e Teorema (Formula del cambiamento di variabili in n = 2,3 dimensioni): Se D ed E
sono domini regolari limitati di R", V:D — ¥(D) = E C R™ é un cambiamento di
coordinate (t1,...,ty) — W(t) = (z1...,2,) (cioé una funzione iniettiva, con derivate
parziali continue), e f: E — R é continua, allora

/f(x)d:r:/(fo\I!)(t)]deth,(t)|dt,
E D

dove Jy(t) € la matrice Jacobiana associata a V. In particolare, quando n = 2 si ha,
con (t,s) — U(t,s) = (z,y),

Ox ox
ot (t7 S) ai(tvs)
Jq/(t, S) = ,
Oy dy
E(t S) %(tv )
e quindi
. g O
dxdy = | det Jy (t, s)|dtds = | 5 (t,s) s (t,s) P (t,s) 5t (t,s)|dtds.



e Il valore assoluto del determinante della matrice Jacobiana delle coordinate polari e p.
Percio daxdy = pdpdb.

e Il teorema si applica anche in caso di calcolo di volumi in 3 dimensioni.

e Il valore assoluto del determinante della matrice Jacobiana delle coordinate sferiche &
p?sin . Percio daxdydz = p? sin pdpdfdp.

e ]l valore assoluto del determinante della matrice Jacobiana delle coordinate cilindriche
e p. Percio dxdydz = pdpdfdt.
8.4 Volume di Solidi di Rotazione in R?

11 teorema del cambiamento di variabili (uso delle coordinate cilindriche) permette di calcolare
il volume di solidi ottenuti facendo ruotare un dominio regolare limitato di R? attorno all’asse
z. Piu precisamente, se D C [0, +00) xR & un dominio regolare limitato nelle coordinate (p, 2),
il solido di rotazione ottenuto facendo ruotare D attorno all’asse z di un angolo 6y € (0, 27]
¢ il dominio di R? descritto da

Drot = {(pCOS@,pSinH,Z) € RB; 0e [0790]7 (pv Z) € D}a

da cui segue che, ricordando che dxdydz = pdpdfdz nel cambiamento in coordinate cilindriche,

0o
Volume(Dyot) = / ( / d@) pdpdz = O / pdpdz.
(p,2)€D \JO (p,2)ED

8.5 Integrali su domini regolari illimitati

e I domini regolari illimitati sono insiemi illimitati che si possono scrivere come
unione al pitt numerabile di domini semplici, D = D;U...UDyU..., che hanno
a due a due al piu 1 bordi in comune;

e La misura (area/volume) di un dominio regolare illimitato D = D;U...UDy U... &

definita da
+oo +oo
i D) = mi D;) = i D)= 1 i Dn{z; N <R
misura(D) rmsura(jL_Jl ) jz:lmlsura( ;) n irfmmlsura( {z; N(z) < R}),

la misura non dipende dalla decomposizione di D in domini semplici, né dalla norma N(-);

e L’integrale su domini regolari illimitati di funzioni continue e non-negative e definito
da

+oc0
| o = g /| Syt = Jim f(@)da,

Dn{z; N(z)<R}
I'integrale non dipende dalla decomposizione di D in domini semplici, né dalla norma N(-);

e Il teorema del cambiamento di variabile si applica anche nel caso di domini regolari
illimitati quando la funzione & continua e non-negativa;
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e Gli integrali di funzioni non-negative, continue (anche non-limitate) su insiemi del
tipo D \ E, dove D ed E sono domini regolari, sono definiti da

(z)dr = lim f(x)dz,
D\E =0+ J D{z; disty (z,E)>e}
dove distn(z, F) df ing disty(z,y) (tale integrale non dipende dalla decomposizione di D
ye
ed E in domini semplici, né dalla norma N(-));
+0o0

e Calcolo di / e du (uguale a /7).

—00

Testo consigliato: M.Bramanti-C.D.Pagani-S.Salsa, Matematica, Zanichelli (Bologna), 2000.
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