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Introduzione

Agli inizi degli anni "70, Fischer Black, Myron Scholes e Robert Merton hanno dato un
fondamentale contributo alla teoria di valutazione delle opzioni, sviluppando il modello
teorico per la deteminazione dei prezzi.

Questo modello ha avuto un’enorme influenza sui problemi di pricing (valutazione dei
contratti) e di hedging (elaborazione di una strategia finanziaria per coprirsi dai rischi).
Questa teoria ¢ basata sul concetto di arbitraggio, cioe sulla possibilita di avere un gua-
dagno positivo senza rischi.

Fin dal momento della sua pubblicazione nel 1973, il modello di Black&Scholes & dive-
nuto molto popolare. In seguito questo e stato esteso in modo da poter essere usato per
valutare le opzioni su valute, le opzioni su indici, e le opzioni su futures, fino al tentativo
di estenderlo anche al caso dei derivati su tassi d’interesse. I derivati su tassi d’interesse
sono strumenti derivati il cui sottostante e il tasso d’interesse. Per esempio, un bond ¢ un
contratto in cui si paga 1 dollaro al tempo della scadenza. I primi modelli di valutazione
delle opzioni su tassi d’interesse assumevano che la distribuzione probabilistica dei tassi,
dei prezzi dei bond fosse log-normale. Tali modelli pero non offrivano una descrizione del
modo in cui i tassi d’interesse e i prezzi dei bond si modificano nel tempo in dipendenza
dalla scadenza.

In questa tesi presenteremo alcuni approcci che mirano a superare questi limiti. Vedre-
mo come possono essere costruiti i cosiddetti modelli della struttura a termine, i quali
descrivono I'evoluzione della curva yield nel tempo. Esamineremo quindi i modelli in cui
viene specificato il comportamento del tasso short e del forward.

Nel primo capitolo innanzitutto presentiamo il modello di Black&Scholes per la deter-

minazione del prezzo e la copertura di un derivato.
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Nel secondo capitolo studieremo i particolari problemi che compaiono quando applichia-
mo la teoria di arbitraggio al mercato dei bond. Poiché il mercato dei bond contiene
un numero infinito di titoli (un bond per ogni scadenza) il nostro obiettivo & studiare le
relazioni tra tutti i differenti bond.

Vedremo quindi che dai prezzi bond possiamo ricavare le dinamiche del tasso forward e
viceversa, invece le dinamiche del tasso short possono essere ottenute sia dai prezzi bond
che dal tasso forward.

Nel terzo capitolo modelleremo una famiglia di bond priva di arbitraggio partendo dalle
dinamiche del tasso short. Lo scopo ¢ cercare la relazione che ci deve essere in un mercato
privo di arbitraggio tra i processi di prezzo dei bond con diversa scadenza. Arriviamo,
cosi, a una delle piu importanti equazioni nella teoria dei tassi d’interesse, chiamata
equazione della struttura a termine. La seconda parte del terzo capitolo € incentrata sui
modelli martingala per il tasso short, fra i piti comuni e utilizzati nella pratica Vasicek,
Cox-Ingersoll e Ross (CIR), Ho-Lee e Hull-White, che specificano le ()-dinamiche per 7.
I1 capitolo si chiude con I’equazione della struttura a termine affine, importante in quanto
riconduce ad espressioni analitiche per i prezzi dei bond di risoluzione piu facile rispetto
a quelle dei modelli martingala citati sopra.

Nel quarto capitolo studieremo i modelli per il tasso forward, in particolare ’approccio
Heath-Jarrow-Morton (HJM), in cui si utilizza I'intera curva del tasso forward come va-
riabile esplanatoria di tutta la stuttura a termine. La curva del tasso forward osservata
{f*(0,T); T > 0} viene usata come condizione iniziale, questo di conseguenza permette
una corrispondenza perfetta tra i prezzi bond teorici e quelli osservati, quindi non risulta
necessario invertire la curva yield. Inoltre presentiamo un risultato importante che ¢ la
condizione HJM sul drift per evitare possibilita di arbitraggio, e abbiamo modellizzato
il tasso forward direttamente sotto la probabilita martingala Q).

Nel quinto capitolo analizzeremo una particolare classe di modelli HJM basati sul tasso
spot Markoviano. In particolare forniremo due condizioni (studiate da Jeffrey [15]) che
indicano le restrizioni poste sulla struttura a termine iniziale e la struttura di volatilita.
Nell’ambito della classe di modelli HJM che soddisfano le condizioni di Jeffrey, forniamo
poi soluzioni analitiche al problema della valutazione del prezzo del bond. Infine pre-

sentiamo un modello di CIR generalizzato in cui possono essere trovate formule esplicite
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per i bond in termini di soluzioni di una particolare equazione di Volterra.
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Capitolo 1

Modello di Black&Scholes

1.1 Elementi di calcolo stocastico

Sia dato uno spazio di probabilita (2, F, P).

Definizione 1.1. Un processo stocastico ¢ una famiglia X = (X;)tco400] di variabili

aleatorie
X, :Q —RY, t>0

Un processo stocastico puo essere utilizzato per descrivere un fenomeno aleatorio che
si evolve nel tempo: per esempio si puo pensare alla v.a. X; in R come al prezzo di un

titolo rischioso al tempo t.

Definizione 1.2. Una filtrazione F = (F)i>0 in (2, F, P) ¢ una famiglia crescente di
sotto-o-algebre di F.

Dato un processo stocastico X = (X;)ic[o 400, PORiamMO
Fr=0(X,]0<s<t)=c({X'(H)|0<s<t HEc B}

Chiaramente, se 0 < s < t, allora ]-"SX - ]-"tX C F, e dunque

F* = (Fi)ieo,+o0[ © una filtrazione detta filtrazione associata a X.
Si pud pensare a FX come alle informazioni su X disponibili fino al tempo ¢.

Definizione 1.3. Si dice Moto Browniano reale di punto iniziale o € R, un qualsiasi

processo stocastico W = (W;)ejo,0[ tale che

7
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1. P(Wy=0) =1
2. per ogni w € , la funzione ¢t — W;(w) & continua;

3.VO<ty <ty <..<tn, W,-W, |, ... W, —W, sono indipendenti (incrementi

indipendenti);

4. perognit, h > 0, lav.a. Wy, —W, ha distribuzione normale Ny j, ed ¢ indipendente

da FYY (incrementi stazionari).
Notazione: nel seguito W denotera un moto Browniano di punto iniziale ’origine.

Esempio 1.1. (moto Browniano come modello di titolo rischioso)
Sia W un moto Browniano di punto iniziale I'origine. Un primo modello a tempo continuo

per il prezzo di un titolo rischioso S ¢ il seguente:

Nella (1.1) Sy indica il prezzo iniziale del titolo, p indica il tasso di rendimento atteso e o
indica la rischiosita del titolo o volatilita. Se o = 0, la dinamica (1.1) ¢ deterministica e
corrisponde ad una legge di capitalizzazione semplice con tasso privo di rischio pari a p.
Se 0 > 0, la dinamica (1.1) ¢ stocastica e S = (Sy)¢>0 € un processo stocastico normale
nel senso che

Sy~ Noyspyore V1 >0 (1.2)

Da (1.2) segue che
E(S;) = So(1 + pt)

ossia 'andamento atteso di S corrisponde alla dinamica deterministica priva di rischio.

Inoltre o ¢ direttamente proporzionale alla varianza e quindi alla rischiosita del titolo.

La teoria d’integrazione stocastica ¢ collegata alla teoria delle martingale, e la mo-
derna teoria dei derivati ¢ basata principalmente sulla teoria martingala. Sia dato uno
spazio di probabilita (0, F, P, F) dove F = (F¢)te[o,+00 indica una filtrazione.

Definizione 1.4. Si dice che un processo stocastico M e una martingala se, per ogni

t € [0, 400, si ha:
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1. M, ¢ F-misurabile, e in tal caso si dice che il processo stocastico M ¢ F-adattato
2. M; € LY(Q, P)
3. E(M; | Fs) = My q.s. perogni 0 < s <t

Le prime due sono proprieta di tipo tecnico, mentre la proprieta essenziale che ca-
ratterizza una martingala e la terza. Questa in particolare implica che il valore atteso di

una martingala M e costante nel tempo, infatti:

E(M;) = E(B(M; | ) = E(My), V> 0.

1.2 Integrale stocastico di processi semplici

Sia dato un moto Browniano W su uno spazio di probabilita (£2, F, P).
Nel seguito indichiamo con F la filtrazione Browniana. In questo paragrafo e nel seguente

diamo una traccia della costruzione dell’integrale di Ito

T
/ u dW; (1.3)
0

Per garantire l'esistenza di tale integrale stocastico, € necessario imporre opportune

ipotesi sul processo u.

Definizione 1.5. Il processo stocastico u appartiene alla classe A% se
o u ¢ F-adattato, ossia u; € F,-misurabile per ogni ¢t > 0
e per ogni T > 0, esiste ed & finito fOT E(u?)dt

Definizione 1.6. Un processo u € A? si dice semplice se ¢ della forma

N
u= E :ekX[tk_l,tk[
k=1

dove 0 <ty <t; <---<tyeegsonova. su (2, F,P).
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Esempio 1.2. Integrando il processo semplice u = x|o 4, si ottiene

t
Wt :/ dWS
0

Riprendendo I’Esempio 1.1, si ha

t t
S; = So +/ pds +/ odWs, t>0.
0 0

Il seguente teorema contiene alcune importanti proprieta dell’integrale di Ito di

processi semplici.

Teorema 1.1. Per ogni u,v € A% semplici, o, ER e0<a <b<c si ha:
(1) linearita:

/(ozut + ﬁ’Ut)th = O{/Utth + ﬁ/’Utth;

c b c
/ Utth = / Utth +/ Utth;
a a b
E (/ Utth) = O,
b c
E (/ Utth/ ’Utth) = O,
a b

E <(/abutth)2) =F (/abufdt) ;

(5) il processo stocastico:

(2) additivita:
(3) media nulla:
ed anche

(4) isometria di Ito:

t
Xt - / Ude37 t 2 07
0

e una martingala rispetto a F.
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Finora abbiamo definito l'integrale in (1.3) nel caso u € A? processo stocastico

semplice. Consideriamo ora un generico u € A? che possiamo schematizzare come segue:

e Approssimiamo u con una successione di processi semplici u,, t.c.
b
lim E[{un(s) — u(s)}*ds = 0.

—400
n—-+ a

e Per ogni n l'integrale f: u,(s)dW (s) € una variabile stocastica ben definita z,, ed

esiste una variabile stocastica z t.c.

lim z, =z (in L?).
n—+o00

e Ora definiamo l'integrale stocastico come

/ w()dW(s) = tim [ wn(s)dW(s).

— 400
n—-+ a

Quindi enunciamo il seguente teorema che estende al caso generale le proprieta

dell’integrale stocastico di processi semplici.
Teorema 1.2. Le proprieta (1-5) del Teorema 1.1 valgono per ogni u,v € A?.

Osservazione 1.3. E’ possibile definire l'integrale stocastico per un processo u che

soddisfa solo la condizione debole

P (/abuQ(s)ds < —|—oo) —1

Per un qualunque u generico non abbiamo garantito che valgono le proprieta (3) e

(4). La proprieta (5) ¢, tuttavia, ancora valida.

1.3 Processi e formula di Ito

Definizione 1.7. Un processo X della forma
t t
X =X, +/ ugds +/ v dW, t>0, (1.4)
0 0

con u,v € A2, si dice un processo di It6.
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Notazione: la (1.3) viene solitamente scritta nella seguente “forma differenziale”:
dX; = wdt + v, dW, (1.5)
Riprendendo I’Esempio 1.1, scriviamo
dS; = pdt + odW,

Dato un processo stocastico Y si definisce il processo variazione quadratica di 'Y nel

modo seguente
N

(V)= lim Y (Y, -V, )%  inLQ,P)

|s|—0+
k=1

ammesso che tale limite esista e dove s indica una scomposizione di [0, ¢].

Lemma 1.4. Sia X un processo di Ité della forma (1.4). Allora

t
<Y>t:/ vids
0

o0, in termini differenziali,

Possiamo ora enunciare (nel caso unidimensionale) il principale risultato della teoria

del calcolo stocastico.

Teorema 1.5 (Formula di 1to).
Siano X nella (1.4) un processo di Ité e f = f(t,x) € C?*(R?). Allora il processo
stocastico Y, definito da 'Y, = f(t, X;), é un processo di Ité e vale

4Y; = 0, f(t, X)dt + 0, f(, X,)dX, + %am £t X)d(X), (1.6)

Osservazione 1.6. Nella (1.5), 0,f e 0, f indicano le derivate parziali di f rispetto alle
variabili reali ¢t e x. La formula di Ito ¢ valida assumendo l'esistenza delle sole derivate
parziali 0;f e O,.f continue. Le ipotesi di regolarita su f si possono ulteriormente

indebolire.
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1.4 Modelli a tempo continuo per i derivati

In questo paragrafo presentiamo il modello di Black&Scholes per la determinazione del
prezzo e la copertura di un derivato. Nel seguito (€2, F, P) indica uno spazio di proba-
bilita su cui ¢ definito un moto Browniano W di punto iniziale ’origine e con filtrazione

Browniana F.

1.4.1 Portafoglio autofinanziante e di arbitraggio

Consideriamo un mercato in cui ci siano N titoli (azioni, bonds) S, ..., SV e assumiamo
che siano processi di It6. Si definisce strategia un processo h = (h!,...,h"), con h*

processo di [to; inoltre il processo

N
V=> nksk
k=1

¢ detto portafoglio. Dunque V; indica il valore del portafoglio e A il numero dei titoli
k-esimi in portafoglio al tempo ¢ (& ammesso che h¥ sia negativo). Notiamo che, per
ipotesi, h € un processo adattato a F, ossia la strategia di investimento viene decisa in

base alle informazioni disponibili al momento.

Definizione 1.8. Un portafoglio V' si dice autofinanziante se vale
N
dV; = hfdv} (1.7)
k=1

Si dice che un portafoglio autofinanziante V' ¢ un portafoglio di arbitraggio se
i) Vo=0,

ed esiste t tale che
i) P(V,>0)=1,
i) P(V;>0)>0.

Definizione 1.9. Un mercato si dice completo se V opzione H € L*(Q, F) esiste un

portafoglio autofinanziante replicante, ovvero t.c. Vo = H.
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1.4.2 Modello di Black&Scholes

Consideriamo un mercato in cui ci siano tre titoli:
-un titolo non rischioso (bond) con dinamica B; = Bpe™ dove r & il tasso d’interesse
privo di rischio;

-un titolo rischioso (stock) S modellizzato da un moto Browniano
dSt = ,UStdt + O'Stth, (18)

con tasso di rendimento atteso p e volatilita o;

-un derivato H con scadenza T' e payoff ¢(Sr).

Ipotesi 1.1. Assumiamo che esista una funzione f = f(t,s) € C*(R?) tale che H, =
f(t,S) pert € [0,T].

Il nostro scopo e la valutazione del prezzo e alla copertura del derivato, piu precisa-
mente siamo interessati a costruira un modello che ci permetta di determinare la funzione

f e un portafoglio autofinanziante
Vi = oSy + 6¢ By,
che replichi il derivato, ossia tale che
P(Vr=Hp)=1 (1.9)

Ipotesi 1.2. Principio di Non Arbitraggio (PNA)
Nel mercato (B, S, H) non esistono portafogli di arbitraggio.

Lemma 1.7. Assumendo il PNA, se U e W sono portafogli autofinanzianti tali che
P(Ur = Wr) = 1 per un certo T > 0, allora si ha anche P(Uy = W;) = 1 per ogni
te0,7].

Come immediata conseguenza, per ogni portafoglio replicante V' deve valere la se-

guente condizione

V; = H; qg.s. Yte|0,T]. (1.10)

Il portafoglio V' ¢ autofinanziante se vale

d‘/t = OétdSt + ﬂtdBt (111)
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Ora, sostituendo 'espressione (1.7) di S nella (1.10), si ha
d‘/t = (O{t,USt + ﬁt’f’Bt)dt + OZtO'Stth
D’altra parte, per la formula di Itd e abbreviando f = f(T —t,S;), si ha

1
dHt - 8tfdt + asdet + §5ssfd<5)t
25?2
= <8tf + uStasf + Tt ssf) dt + O'Stasdet
Per ottenere un portafoglio replicante e sufficiente imporre che V' abbia la stessa dinamica
di H: in particolare e sufficiente imporre 'uguaglianza dei termini in dt e dW,; di V e H.

Uguagliando i termini in dW;, ricaviamo

a, = 0, f(t,5) (1.12)
Uguagliando i termini in dt¢ e utilizzando la (1.12), otteniamo
25«2
Ouf + - Ousf — 16,1 =0 (1.13)

Ora utilizziamo il PNA e osserviamo che, per la (1.10), si ha

_ Vi — OétSt f(t7 St) - Stasf(ta St)

B B B, , q.s. (1.14)
e quindi, sostituendo la (1.14) nella (1.13), otteniamo
252
Ouf(8,5) + 1D, (1. 5) + TZE0f(.5) =T f(E,S) =0, qs. (L1)

L’equazione (1.15) ¢ risolta da f per ogni possibile valore di t e S;. Dunque f ¢ soluzione
della seguente equazione differenziale

025>

O f(t,s)+rsosf(t,s) + Tassf(t, s)—rf(t,s) =0, (1.16)
per (t,s) €]0,T[x]0,4o00|, con condizione finale
f(T,s) = p(s), s €]0, +o0] (1.17)

La (1.16) ¢ detta equazione di Black&Scholes. Il problema (1.16)-(1.17) ammette
un’unica soluzione f che puo essere determinata nella maggior parte dei casi con metodi
numerici. Le formule (1.12)-(1.14) forniscono una strategia replicante («, 3) in termini
di f. Di conseguenza e possibile calcolare il valore V|, del portafoglio replicante e, dalla

(1.10), ricavare infine il prezzo del derivato Hy.
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1.5 Valutazione neutrale al rischio

Nell’ipotesi che il mercato sia privo di arbitraggi, nel modello di Black&Scholes il prezzo
di un derivato H ¢ ottenuto determinando la funzione f che esprime in ogni istante H,
in termini di ¢ e S;. Si noti che il problema (1.16)-(1.17), e quindi f, non dipende dal
rendimento atteso p del sottostante.
Questo fatto si puo in parte spiegare osservando che f non e il prezzo del derivato in
termini assoluti, bensi la funzione che esprime tale prezzo in termini di £ e S;. Chiamiamo
P probabilita oggettiva (o del mondo reale) e assumiamo la seguente dinamica per S nella
probablita P

dS; = u(t, S;)Sidt + o(t, S;) S dW, (1.18)

Supponiamo ora che esista una misura di probabilita @ su (€2, F) e un moto Browniano

W in (Q,F,Q), e consideriamo un altro titolo S che soddisfi I’'equazione
dgt = ’f’gtdt + U(t, gt)gttha

ossia una SDE analoga alla (1.18), con u = r.

Nel seguito indichiamo con E¥ I'attesa nella misura @ e con (F,) la filtrazione associata
al moto Browniano W.

Torniamo al problema della determinazione del prezzo di un derivato su S, consideriamo
il modello di Black&Scholes e assumiamo che p e ¢ in (1.18) siano costanti. Il risultato

cruciale ¢ la seguente prima formulazione del teorema di Girsanov.

Teorema 1.8. Sia A € R. FEsiste una misura di probabilita @), equivalente a P, tale che

il processo stocastico W definito da
W, =W+ A, t>0 (1.19)
¢ un moto Browniano su (2, F, Q).

Osserviamo che
dSt = ,UStdt + UStth = ’f’Stdt + USt <th + udt) = TStdt + UStth,
g

avendo posto
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ed essendo W il processo stocastico in (1.19). Il parametro A & detto il prezzo di mercato
del rischio in quanto indica il rapporto tra il premio sul rendimento atteso p — r richiesto
per assumersi il rischio e la volatilita o.

Il caso A = 0 ossia u = r indica la neutralita del rischio.

Il Teorema 1.8 garantisce I'esistenza di una misura di probabilita (), detta misura mar-
tingala equivalente, rispetto alla quale S ¢ un moto Browniano geometrico® con rendi-
mento atteso r. Dunque nella misura () il sottostante ha una dinamica che non descrive
le osservazioni reali, ma ¢ tale che gli investitori sono neutrali al rischio. Possiamo allora

riassumere i risultati precedenti nel seguente teorema.

Teorema 1.9. Esiste una misura di probabilita (), equivalente a P, tale che il sottostante

ha la sequente dinamica in Q:

dSt = ’l"Stdt + UStth

Inoltre %, % sono martingale e vale la sequente formula di valutazione neutrale del rischio

H, = E%e T 0p(Sy) | Fy), t€[0,T]

In particolare

Hy = E®(e7""¢(Sr))

11 risultato precedente puo essere esteso al caso (1.18) utilizzando una versione gene-

rale del teorema di Girsanov.

Teorema 1.10. (Teorema di Girsanov) Sia W un moto Browniano sullo spazio

(Q, F, P) con filtrazione Browniana (F;). Sia u un processo adattato tale che esista in
[0, 7] la soluzione L di

dL; = u, LidW,

{ t tLadWy (1.20)

Ly=1

'Dati Sy, i, 0 € R, il processo stocastico

0.2
St = SQGXP((ILL— 7) t+0'Wt)

¢ detto moto Browniano geometrico.
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Se vale la condizione
E(Ly) =1, (1.21)

definiamo la misura di probabilita Q su Fr mediante

aQ _

dP_LT m fT

Allora il processo stocastico (Wt)te[o,T} definito da
o o t
dW = dW; — udt, 08sia W,=W,— / usds,
0

¢ un moto Browniano nello spazio (Q, Fr, Q).
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1.6 Completezza-Assenza di arbitraggio

Fino a questo momento abbiamo visto cosa succede in un modello con un solo titolo
sottostante (S = stock), in questo paragrafo daremo alcune regole empiriche generali per
determinare se un certo modello & completo e/o privo di arbitraggio.

Consideriamo un modello con M titoli commerciati piu il titolo privo di rischio (cioe
in totale M + 1 titoli). Assumiamo che i processi di prezzo dei titoli sottostanti siano
guidati da R “sorgenti random”. Non riusciamo a dare una definizione precisa di cosa
costituisce una “sorgente random”, diciamo solo che il tipico esempio ¢ un processo di
Wiener. Se, per esempio, abbiamo 5 processi di Wiener indipendenti, che guidano i nostri
prezzi, allora R = 5.

Sia R il numero di sorgenti random fissato, allora ogni titolo sottostante aggiunto al
modello ci dara una potenziale opportunita di creare un portafoglio di arbitraggio, cosi
per avere un mercato privo di arbitraggio il numero M di titoli sottostanti dovra essere
piccolo rispetto al numero R di sorgenti random. D’altra parte vediamo che ogni nuovo
titolo sottostante aggiunto al modello ci fornisce la possibilita di replicare un derivato,
cosi la completezza richiede che M sia grande rispetto ad R.

Non possiamo formulare un risultato preciso, tuttavia la seguente regola empirica e

estremamente utile, e verra utilizzata piu avanti nella teoria dei tassi d’interesse.

Osservazione 1.11. Denotiamo con M il numero dei titoli sottostanti nel modello esclu-
so il titolo privo di rischio e denotiamo con R il numero di sorgenti random. Allora

abbiamo le seguenti relazioni:
1. il modello e privo di arbitraggio <= M < R
2. il modello ¢ completo <—= M > R
3. il modello e completo e privo di arbitraggio <= M = R

Prendiamo, ad esempio, il modello di Black&Scholes, dove abbiamo un titolo sotto-
stante S piu il titolo privo di rischio, M = 1, e un processo di Wiener, R = 1, quindi
M = R. Usando 'osservazione sopra, otteniamo che il modello di Black&Scholes & privo

di arbitraggio e completo.
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Capitolo 2
Tassi d’interesse e bonds

In questo capitolo inizieremo a studiare i particolari problemi che compaiono quando
proviamo ad applicare la teoria di arbitraggio al mercato bond.

Introduciamo quindi le nozioni fondamentali per poter sviluppare ’analisi su tali modelli.

2.1 Zero coupon bond

Proposizione 2.1. Uno zero coupon bond con data di maturita T anche chiamato
un T'-bond, € un contratto in cui si paga 1 dollaro al tempo di maturita T. Il prezzo al

tempo t di un bond con data di scadenza T ¢é denotato da p(t,T).

L’accordo che il pagamento alla scadenza, noto come principal value o face value
(valore nominale), & uguale a 1, e fatto per convenienza di calcolo. I coupon bonds danno
al possessore un flusso di pagamento durante l'intervallo [0, T']. Questi strumenti hanno
la proprieta comune di fornire al possessore un movimento di cassa deterministico, e per
questo motivo sono conosciuti come strumenti a reddito fisso.

Per garantire I’esistenza di un mercato di bond sufficientemente ricco e regolare, suppo-

niamo che:
Ipotesi 2.1. 1. esiste un mercato per T-bond per ogni 7" > 0

2. la relazione p(t,t) = 1 vale per tuttii¢ !

Tpotesi necessaria per evitare I’arbitraggio

21
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3. Vt fissato, il prezzo bond p(t,T) ¢ differenziabile rispetto al tempo di maturita T’

Per ogni ¢t e T fissati il prezzo bond p(t,T) ¢ una variabile aleatoria e, per ogni
risultato nello spazio campione sottostante, la dipendenza su queste variabili € molto

differente.

e Per un valore fissato di ¢, p(¢t,T") ¢ una funzione di 7. Questa funzione fornisce
il prezzo, al tempo fissato ¢, per bond di tutte le possibili scadenze. Il grafico di
questa funzione e chiamato la curva di prezzo bond a t o struttura a termine a t.

Di solito e un grafico molto regolare, cioe per ogni t, p(t,T) e differenziabile in 7.

e Per una scadenza fissata T', p(t,T) (come una funzione di ¢) & un processo scalare
stocastico. Questo processo da i prezzi del bond, a tempi differenti, con scaden-
za fissata T, e la traiettoria ¢ tipicamente molto irregolare (come un processo di
Wiener).

Dall'Ipotesi 2.1 segue che il mercato dei bond contiene un numero infinito di titoli (un
tipo di bond per ogni scadenza). L’obiettivo principale ¢ quello di studiare le relazioni

tra tutti questi bond differenti.

2.2 Tassi d’interesse

2.2.1 Definizioni

Supponiamo di essere al tempo ¢, fissiamo altri due punti nel tempo, Se T, cont < S <
T. Vogliamo sottoscrivere al tempo ¢ un contratto che ci permette di fare un investimento
di 1 dollaro al tempo S e avere un tasso deterministico di ritorno, determinato dal
contratto al tempo ¢ sull'intervallo [S,T]. Questo puo essere facilmente realizzato nel

seguente modo:

1. Al tempo ¢ vendiamo un S-bond. Questo ci rende p(¢, S) dollari.

2. Usiamo questa rendita per comprare esattamente % T-bond.

In questo modo il nostro investimento netto al tempo ¢ ¢ uguale a 0.



2.2 Tassi d’interesse 23

3. Al tempo S I’S-bond matura e siamo obbligati a pagare un dollaro.

4. Al tempo T i T-bond maturano a un dollaro al pezzo, ricevendo I'importo di %

dollari.

5. L’investimento di un dollaro, basato su un contratto a ¢, al tempo S ha fruttato

p(t,S)
p(t,T)

dollari al tempo T'.

6. Quindi al tempo ¢, abbiamo fatto un contratto garantendo un tasso d’interesse
privo di rischio sul futuro intervallo [S, T']. Tale tasso d’'interesse ¢ chiamato tasso

forward.

Introduciamo i tassi d’interesse e in particolare useremo due modi per quotare i tassi
forward: tassi continuamente composti o come tassi semplici.

Il tasso forward semplice (o tasso Libor) L = L(t; S, T) ¢ la soluzione dell’equazione

p(t, S)
1+ (T —-95)L = —/——,
( ) p(t,T)
invece il tasso forward continuamente composto R = R(t;S,T) e la soluzione

dell’equazione
oR(T—S) p(t,5)

- p(t,T)
Il tasso semplice e usato nel mercato, invece quello continuamente composto € usato in

contesti teorici. Riassumendo:

Definizione 2.1. Il tasso forward semplice per [S, T limitato a ¢, chiamato anche tasso
forward Libor, ¢ definito come:

p(t, T) B p(t, S)

L(t; S,T) = — (T = S)p(t,T)

Definizione 2.2. Il tasso semplice spot per [S, T, chiamato anche tasso spot Libor,

¢ definito come

(T = S)p(S,T)

Definizione 2.3. Il tasso forward continuamente composto per [S, 7] limitato a ¢

L(S,T) = —

¢ definito come
lgp(t,T)
T

lgp(t, S)
S

R(t;5,T) =
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p(t,9)
p(t,T)

I1 tasso fisso composto che ci permette di replicare e il tasso forward composto

1 — 6R(T—S) _ p(t7 S)
p(t,T)
R(T - S) = lgp(ta T) - lgp(tv S)
_lgp(th) B lgp(tv S)
=)

Definizione 2.4. Il tasso spot continuamente composto R(S,T') per il periodo [S, T

R(t;T,S) =

¢ definito come

lgp(S,T)
R(S,T) = ————+
( ? ) T _ S
Definizione 2.5. Il tasso forward istantaneo con maturita 7', limitato a t, ¢ definito
da dlgp(t,T)
gp(t,
tT) = =22
F1) = =B
Definizione 2.6. Il tasso short istantaneo al tempo ¢ ¢ definito da
r(t) = f(t,1)

Notiamo che i tassi spot sono tassi forward quando il tempo limite coincide con I'inizio
dell’intervallo su cui il tasso d’interesse ¢ efficace, cioe at = S. Il tasso forward istantaneo
e il limite tasso forward continuamente composto quando S — T. Questo puo cosi
essere interpretato come il tasso d’interesse meno rischioso, contratto a t, sull’intervallo

infinitesimale [T, T + dt].

Definizione 2.7. Il processo money account ¢ definito da

dB(t) = r(t)B(t)dt
B(0) =1

B, = exp {/Otr(s)ds}

Lemma 2.2. Pert < s <T abbiamo

pit.) =plt.s) e { = [ sttunin}

p(t.T) = exp {— /tT £t s)ds}

cioe

e in particolare
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Un modello per il mercato bond puo essere costruito in diversi modi: possiamo spe-
cificare le dinamiche del tasso short, o le dinamiche di tutti i possibili bond oppure le
dinamiche di tutti i tassi forward (in questo caso possiamo usare il lemma precedente
per ottenere prezzi bond).

Nella prossima sezione vediamo come questi metodi sono in relazione 1'uno con l'altro.

2.3 Relazioni tra df(t,T), dp(t,T) e dr(t)

Considereremo le dinamiche della seguente forma:

Dinamiche del tasso short
dr(t) = a(t)dt + b(t)dW (t) (2.1)
Dinamiche del prezzo bond
dp(t,T) = p(t,T)m(t,T)dt + p(t,T)v(t, T)dW (t) (2.2)
Dinamiche del tasso forward
df(t,T) = a(t, T)dt + o(t, T)dW (t) (2.3)

Il processo W (t) ¢ un moto Browniano unidimensionale. I processi a(t) e b(t) sono
processi scalari adattati, invece m(t,T),v(t,T),0(t,T) e a(t,T) sono processi adattati
parametrizzati dal tempo di maturita 7. L’equazione del prezzo bond (2.2) e I'equazione
del tasso forward (2.3) sono equazioni differenziali stocastiche scalari (in ¢-variabile)
per ogni tempo di maturita 7" fissato. Cosi (2.2) e (2.3) sono entrambi sistemi infiniti
dimensionali di SDE. Studiamo le relazioni che si devono verificare tra i prezzi bond e i

tassi d’interesse e per fare questo abbiamo bisogno di alcuni presupposti.

Ipotesi 2.2.

1. Per ogni w,t fissati tutte le funzioni m(¢,T"), v(t,T), a(t,T) e o(t,T) sono assunte
essere differenziabili in 7.

Questa T-derivata parziale ¢ denotata da my(t,T), etc.
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2. Tutti i processi sono assunti abbastanza regolari per poter differenziare sotto il

segno d’integrale e per poter scambiare 'ordine d’integrazione.
Proposizione 2.3.
1. Se p(t,T) soddisfa la (2.2), allora per le dinamiche del tasso forward abbiamo
df(t,T) = a(t,T)dt + o(t, T)dW (t)

dove o e o sono dati da

a(t,T) =vr(t, T)v(t,T) — mr(t,T)
o(t,T) = —vp(t,T)

2. Se f(t,T) soddisfa la (2.3), allora il tasso short soddisfa
dr(t) = a(t)dt + b(t)dW (t)

dove

{ a(t) = fr(t,t) + a(t,t) (2.5)

b(t) = o(t,t)

3. Se f(t,T) soddisfa la (2.3), allora p(t,T) soddisfa
dp(t,T) = p(t,T) {r(t, T)+ A(t,T) + %HS(t, T)HQ} dt + p(t, T)S(t, T)dW (t)

dove || - || denota la norma Euclidea, e

A, T) = — [T a(t,s)ds
(2.6)
S(t,T)=— [ o(t,s)ds

Idea della dimostrazione

1. Si ha che .
| st9ds == 1gp(e.1)
t

considero
Y(t,T)=IlgptT)
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Dalla formula di It0:

dY (t,T) = p(iT) dp(t,T) +% (—m) V2 (t, T)p*(t, T)dt =

- { (t, T)—%v(,T)] dt + o(t, T)dW,

avendo sostituito dp(t,T) = p(t,T)[m(t,T)dt + v(t,T)dW].

Inoltre:

/fts YT) = — /Ot(m(s,T)—%&(s,T))ds—

t
- / v(S, T)dWs —Y(0,T)
0
derivando rispetto alla seconda variabile

f(t,T):/O (‘27;(5 T) - ST(S T)v (S,T)) at+ | g;(s T)dw,

Ne segue che

Of(t,T) = — (a_m - 1@1}) dt — g—;th

2. Integriamo le dinamiche del tasso forward per ottenere

r(t) :f(O,t)+/0 oz(s,t)ds+/0 o(s, t)dW (s) (2.7)

Ora possiamo scrivere
t
a(s,t) = a(s,$)+/ ar(s,u)du
ot
o(s,t) = U(s,s)+/ or(s,u)du

e inserendo queste nella (2.7), abbiamo

r(t) = f(O,t)+/0toz(s,s)ds+/OZtaT(s,u)duds+
+ /0 (s, $)dW, + /0 t/: o (s, 0)dudV,

Cambiando 'ordine d’integrazione e identificando i termini otteniamo il risultato.
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3. Usando la definizione dei tassi forward possiamo scrivere
p(L,T) = ¥ &1) (2.8)

dove Y ¢ dato da -
Yt T) = — / £(t,)ds (2.9)
t

Dalla formula di Ito allora otteniamo le dinamiche bond quali
1
dp(t,T) = p(t, T)dY (t,T) + 5p(t, T)(dY (t, T))? (2.10)

e rimane da calcolare dY (¢, 7). Abbiamo

dY (t,T) = —d ( /t ' f(t, s)ds)

e il problema e che nell’integrale la t-variabile si presenta in due posti: il limite pit
basso d’integrazione e nell'integrando f(¢,s). La ¢t che compare come il limite piu

basso d’integrazione dovrebbe dare origine al termine

% ( /t e s)ds) dt

Poiche il differenziale stocastico & un’operazione lineare, possiamo portarlo dentro

I'integrale ottenendo
T
/ df (t,s)ds
t

Siamo quindi arrivati a
o T T
AT = ( / f(t, s)ds) it — / df (¢, 5)ds
t t

che, usando il teorema fondamentale del calcolo integrale, cosi come le dinamiche

del tasso forward, ci da

AY (L, T) = f(t, £)dt — / "ol s)dids — / U ot s)dWids

Ora scambiamo dt e dW; con ds e riconosciamo f(t,t) come il tasso short r(t), cosi
da ottenere
dY (t,T) = r(t)dt + A(t, T)dt + S(t, T)dW,
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Quindi abbiamo
(Y (£, T))* = ||S(t, T)|*dt

e sostituendo tutto questo nella (2.10), otteniamo il risultato desiderato.

O
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2.4 La curva yield

Consideriamo uno zero coupon T-bond con prezzo di mercato p(t,T).
Cerchiamo il tasso d’interesse short costante che dara a questo bond lo stesso valore
dato dal mercato. Denotando questo valore di tasso short da y, vogliamo cosi risolvere
I’equazione

p(t,T) = [exp(—y(T — )] 1
dove il fattore 1 indica il valore nominale del bond. Siamo cosi arrivati alla seguente

definizione.

Definizione 2.8. Lo zero coupon yield continuamente composto y(¢,7) ¢ dato da

lgp(t,T)

t,T) =

Per un ¢ fissato, la funzione T' — y(¢,T') & chiamata la curva yield (zero coupon).

Notiamo infine che lo yield y(¢,T") coincide con il tasso spot per 'intervallo [t, 7.



Capitolo 3

Modelli per il tasso short

3.1 Nozioni generali

Nel capitolo precedente abbiamo visto che dai prezzi bond possiamo ricavare le dinamiche
del tasso forward e viceversa, invece le dinamiche del tasso short possono essere ottenute
sia dai prezzi bond che dal tasso forward.

Lo scopo di questo capitolo ¢ modellare una famiglia priva di arbitraggio di processi di

zero-coupon bond {p(-,T); T > 0}, partendo dalle dinamiche del tasso short r.

Ipotesi 3.1. Supponiamo l'esistenza di un titolo privo di rischio.

Il prezzo B (money account) di questo titolo ha dinamiche date dall’equazione
dB(t) = r(t)B(t)dt (3.1)

Le dinamiche di B possono essere interpretate come un investimento con tasso d’interesse
short stocastico r.

Le dinamiche di r, sotto la misura di probabilita oggettiva P, sono date dall’equazione
dr(t) = p(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW(t) (3.2)

In questo modello il titolo privo di rischio e considerato come il titolo sottostante,
invece tutti i bond sono considerati come derivati del tasso short r “sottostante”. Il
nostro obiettivo quindi, ¢ quello di cercare la relazione che ci deve essere in un mercato

privo di arbitraggio tra i processi di prezzo dei bond con diversa scadenza.

31
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Poiché consideriamo i bond come tassi d’interesse derivati ¢ naturale chiedersi se i prezzi
dei bond sono univocamente determinati dalle dinamiche r date nell’equazione (3.2) e se
il mercato dei bond ¢ privo di arbitraggio.

Quindi i prezzi bond sono univocamente determinati dalle P-dinamiche del
tasso short? La risposta ¢ no, vediamo il perche.

Riprendendo I’Osservazione 1.11, notiamo che il numero M di titoli, escludendo quello
privo di rischio, & uguale a 0 e il numero R delle sorgenti random ¢ uguale a 1 (il processo
di Wiener).

Poiché M < R, questo vuol dire che il mercato ¢ privo di arbitraggio, ma non completo.
La mancanza di completezza ¢ abbastanza evidente: poiche 'unico titolo dato e quello
privo di rischio non abbiamo possibilita di formare portafogli interessanti. L’unica cosa
che possiamo fare sul mercato dato a priori e investire il nostro capitale in banca e poi
aspettare mentre il valore del portafoglio evolve secondo le dinamiche (3.1). Assumiamo
che il prezzo di un certo bond ¢ della forma F(¢,r(t)) per formare un portafoglio privo
di rischio basato su questo bond e sul titolo sottostante. Il tasso di rendimento di tale
portafoglio sara uguale al tasso d’interesse short, riconducendo ad alcune equazioni per
la determinazione della funzione F. Nel modello di Black&Scholes il titolo sottostante e
I’azione S, che nel nostro caso dovrebbe corrispondere a r. Nel nostro modello tuttavia
¢’e un’importante differenza; infatti il tasso short non ¢ il prezzo di un titolo commerciato,
cioé non esiste titolo sul mercato il cui prezzo e dato da r.

Riassumendo:

e Il prezzo di un particolare bond non sara completamente determinato dalle r-

dinamiche (3.2) e dalla condizione che il mercato bond ¢ privo di arbitraggio.

e Nel nostro mercato non abbiamo abbastanza titoli sottostanti per valu-

tare i bond.

Anche se non siamo riusciuti a determinare un unico prezzo per un particolare bond,

tuttavia seguono due intuizioni che andremo a sviluppare nella prossima sezione:

1. Per evitare I’arbitraggio, i bond con differenti scadenze devono soddisfare relazioni

interne di consistenza
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2. Se consideriamo un 7Ty-bond “benchmark” (titolo di riferimento) come dato, al-
lora tutti gli altri bond possono essere valutati nei termini del prezzo del bond

benchmark

3.2 L’equazione della struttura a termine

Prima di tutto richiamiamo la definizione di portafoglio autofinanziato, che utilizzeremo

nel seguito.

Definizione 3.1. Un portafoglio si dice autofinanziato se il processo del valore soddisfa

dVi, =Y hi(t)dSi(t)

Definizione 3.2. Per un portafoglio A il corrispondente portafoglio relativo u e dato

da
hi(t)S;(1)

O

dove u;(t) sono chiamati i pesi del portafoglio, e

=1

—1,..,N

La condizione di portafoglio autofinanziato diventa:

AV =V ) uilt) dSSi éf;)

Ipotesi 3.2. Consideriamo sempre 1'Ipotesi 2.1 e che il mercato sia privo di arbitraggio.

Supponiamo, inoltre, che per ogni T il prezzo di un T-bond abbia la forma
p(t,T) = F(t,r(t),T) (3.3)
dove F' e una funzione regolare di tre variabili reali.

Pensiamo F' come una funzione di sole due variabili, ossia r e t, e T' come un para-
metro; denotando FT(r,t) con F(t,r,T). Formiamo quindi un portafoglio che consiste

di bond con differenti tempi di maturita.
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Fissiamo cosi due tempi di maturita S e 7. Dalla (3.3) e dalla formula di It6 otteniamo

le seguenti dinamiche del prezzo per un T-bond con equazioni corrispondenti per un
S-bond.

FT(t,r) = F(t,r,T) (3.4)

dﬂﬁ:(@mﬁ+&ﬁw+%mfﬂm

1
= @ﬂﬁ+&F@ﬁ+aﬂW+§ﬁamw

OF + pd, F + 0%, F 00, F
_ T 2 T T
= F ( 7 )ﬁ+F (FT)dW (3.5)
con
OF + 110, F + 0%0,,F
ap = A TH 27 (3.6)
F
00, F
or = F (37)
= dF" = Flapdt+ FropdW (3.8)

Denotando il relativo portafoglio con (ug, ur) abbiamo le seguenti dinamiche per il nostro
portafoglio, dove con ur indichiamo la percentuale del valore totale del portafoglio che

si investe in p(¢,T) al tempo t.

v
Se V; ¢ il valore del portafoglio, il numero di 7-bond nel portafoglio ¢ p(t,T) = 1(? ji) e
P,
v
il numero di S-bond & p(t,S) = Q(L: §> Poiche il portafoglio & autofinanziato si ha che:
by,
ur Vi usVy
dv, = dp(t,T) + dp(t, S
B VTN
dp(t,T) dp(t, S)
av, =V,
t t (uT pt,T) " (e, 8)

e inserendo la forma differenziale (3.8) cosi come 'equazione corrispondente per 1’S-bond



3.2 L’equazione della struttura a termine 35

abbiamo

=V (p(t, T) (arp(t, T)dt + orp(t, T)dWy)+

i p(T‘S:S)(aSp(t, S)dt + osp(t, S)th))

= Vi(urardt + upordW, + usaSdt + usogdWy)
= Vt(uTOzT + USOzs)dt + Vt(uTaT + Uscfg)th
Per costruire un portafoglio privo di rischio si scelgono ur e ug tale che
uror + ugog = 0

Inoltre

us +ur =1

Con questo portafoglio il dW-termine scomparira, riducendo le dinamiche a
dV = V(UTOKT + uSaS)dt (39)

Risolviamo facilmente il sistema

usog
uror + ugog =0 ur = — o
= UsOs
ur+ug =1 — +ug =1
or
e otteniamo
gs or
Uup = ————— Ug = ———— (3.10)
or —0gs or —0g

e sostituendo questa nella (3.9) abbiamo

dV = V(OéTuT+Oé5u5)dt

_ V(—aT05+aSUT) i

or —0g
L’ipotesi di non arbitraggio implica che questo portafoglio deve avere un rendimento
uguale al tasso d’interesse short. Cosi abbiamo la condizione

asor — Qo
U TS per tuttii ¢ con probabilita 1
or — 0s
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o0, scritto differentemente

Os =T _Qr—r (3.11)

gs or

Il fatto interessante riguardo l’equazione (3.11) & che a sinistra abbiamo un processo
stocastico che non dipende dalla scelta di 7', mentre a destra abbiamo un processo che
non dipende dalla scelta di S. Il quoziente comune pertanto non dipendera dalla scelta

ne di 7" ne di S, percio abbiamo provato il seguente risultato fondamentale.

Proposizione 3.1. Assumiamo che il mercato dei bond sia libero da arbitraggio. Allora

esiste un processo X\ tale che la relazione

ar — T

= \(t) (3.12)

ar

vale per tutti i t e per ogni scelta di tempo di maturita T'.

Nel numeratore di (3.12) abbiamo il termine (ar — ;). Dall’equazione (3.8), ar ¢ il
rendimento locale su un 7-bond, invece r ¢ il rendimento di un titolo privo di rischio. La
differenza (ar — r;) & quindi il premio al rischio di un 7T-bond. Quest’ultimo misura
I’eccesso di rendimento per il T-bond rischioso, oltre a quello privo di rischio che & ri-
chiesto dal mercato per evitare possibilita di arbitraggio. Nel denominatore della (3.12)
abbiamo o, ovvero la volatilita locale del T-bond. Di conseguenza il processo A ha la
dimensione premio al rischio per unita di volatilita.

Il processo A e conosciuto come market price of risk, e possiamo scrivere la Proposi-
zione 1.2.1 nel seguente modo:

In un mercato privo di arbitraggio tutti i bond, indipendentemente dal tem-
po di maturita, hanno lo stesso market price of risk (=)).

A; non € un prezzo in senso stretto, ma costituisce un indicatore della propensione al
rischio degli investitori. Tale propensione ¢ direttamente proporzionale alla differenza
(o — 1), mentre € inversamente proporzionale alla volatilita in quanto la volatilita mi-
sura appunto l'incertezza del mercato.

Per specificare l'intera struttura a termine ¢ dunque necessario definire la dinamiche di
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r; ed assegnare il valore \; per ogni t. Le dinamiche del mercato sono infatti determinate
dall’azione congiunta dell’andamento dei tassi d’interesse e dell’avversione al rischio degli
investitori (ry + A¢).

Invece di assegnare ); si possono specificare le dinamiche di p(¢, T) per una determinata
scadenza T. Poiche la relazione (3.12) vale per ogni tempo di scadenza T si ¢ in questo
modo specificato automaticamente \;.

Prendiamo ’equazione (3.12) e sostituiamo ad ar e o7 le precedenti formule (3.6) e (3.7).

2
Y it 2
F
o OF
F Or

_ a_F+ 8_F+1 282_F_ F L
=\ "Hor 27 a2 TN ) o

or

-Tr

AN = aqp—rop =

Otteniamo cosi una delle piu importanti equazioni nella teoria dei tassi d’interesse chia-
mata equazione della struttura a termine, che formuliamo nella seguente proposi-

zione.

Proposizione 3.2. (Equazione della struttura a termine)
Il mercato di bond ¢ privo di arbitraggio, FT soddisfera l'equazione della struttura a
termine (TSE)

Fl'+(p—Xo)EF +30?FL —rFT =0
FI(T,r)=1=p(T,T)

Segue dalle equazioni (3.6), (3.7) e (3.12) che A ¢ della forma A = A(¢,7), cosi 'e-
quazione della struttura a termine ¢ un’equazione alle derivate parziali (PDE) standard,
ma il problema ¢ che A non ¢ determinato nel modello. Per risolvere 1’equazione della
struttura a termine dobbiamo specificare A\ come abbiamo specificato 1 e 0. Ma a questo
punto sorge un problema importante, vale a dire come scegliere A in una situazione con-
creta. Questa questione sara trattata nei dettagli nella Sezione 3.3.2, comunque il punto
fondamentale ¢ che A e determinata dal mercato, cioe dobbiamo osservare il mercato
attuale e, usando i dati del mercato, dedurre la scelta di A. Nonostante questo problema

non ¢ difficile ottenere una rappresentazione Feynman-Kaé di F7. Questa si ricava
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fissando (t,r) e usando il processo

exp {— /t S r(u)du} FT(s,7(s)) (3.13)

Se applichiamo la formula di It6 alla (3.13) e ricordando che FT' deve soddisfare 1’equa-
zione della struttura a termine allora otteniamo la seguente formula di rappresentazione

stocastica.

Proposizione 3.3. (Valutazione neutrale del rischio) I prezzi bond sono dati dalla
formula p(t,T) = F(t,r(t),T) dove

F(t,r,T) = EZ. {exp {— /tTr(s)ds}] (3.14)

In questa relazione la misura martingala () e gli indici scritti in basso t,r denotano

che 'aspettativa ¢ presa date le seguenti dinamiche per il tasso short:

dr(s) = (u—oN)ds+ odW(s)
r(t) = r

La formula (3.14) ha una naturale interpretazione economica, che ¢ vista piu facilmente

F(t,r,T) = E2. [exp {— /tTr(s)ds} 1}

se la scriviamo come

Notiamo che:

e il valore di un T-bond al tempo t € dato come il valore atteso del payoff finale di

un dollaro, scontato al valore presente.

e |'attesa non dovrebbe essere presa sotto la misura oggettiva P, ma sotto la misura

martingala @)

Se abbiamo un 7-derivato della forma y = ®(r(7)), dove ® ¢ una certa funzione reale

stimata, otteniamo il seguente risultato.
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Proposizione 3.4. (Equazione generale della struttura a termine) Sia x un
T-derivato della forma x = ®(r(T)).

In un mercato privo di arbitraggio il prezzo 11(t, ®) sard dato da
II(t, @) = F(t,r(t))
dove F risolve il problema del valore al contorno

Fy+ (u—Xo)F, + 30*F,, —rF =0
F(T,r) = ®(r)

Inoltre F' ha la rappresentazione stocastica

P(t,r,T) = E2 {exp {— /t Tr(s)ds} @(T(T))} (3.15)

dove la misura martingala Q) e gli indici t,r denotano che [’attesa € presa usando le

sequenti dinamiche

dr(s) = (u—oX)ds+ adW(s)
r(t)y = r

In conclusione possiamo dire che la differenza pit importante tra la situazione at-
tuale e il modello di Black&Scholes ¢ che nel modello di BS la misura martingala e
univocamente determinata, a causa della completezza del modello di BS. Il nostro mer-
cato invece non ¢ completo, quindi i prezzi bond non sono determinati univocamente
dalle P-dinamiche.

I prezzi bond sono determinati da due fattori:

e in parte dalla richiesta di un mercato bond privo di arbitraggio (le funzioni di

prezzo soddisfano la TSE)

e in parte dalla domanda e offerta sul mercato, e queste sono determinate dalla

propensione al rischio
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3.3 Modelli martingala per il tasso short

3.3.1 (-dinamiche

Studiamo ancora un modello di tasso d’interesse dove le P-dinamiche del tasso short
sono date da
dr(t) = u(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW

Come dicevamo nella sezione precedente, la struttura a termine (cioe la famiglia di pro-
cessi dei prezzi bond) sara, insieme a tutti gli altri derivati, completamente determinata

dall’equazione generale della struttura a termine

{ Fo+ (u—Xo)F. + %UQF’FT =rF (3.16)

F(T,r) = ®(r)
una volta specificati i seguenti oggetti:
e il termine drift p
e il termine diffusion o
e il market price of risk A

Consideriamo per un momento che ¢ sia dato a priori. Allora ¢ chiaro dalla (3.16) che &
irrilevante come specifichiamo i e X\. L’oggetto, a parte o, che veramente determina la
struttura a termine (e tutti gli altri derivati) ¢ il termine (4 — Ao) nell’equazione (3.16).
Dalla Proposizione 3.3 ricordiamo che il termine (u — Ao) € precisamente il termine
drift del tasso short sotto la misura martingala (). Questo risultato € molto importante:
La struttura a termine, cosi come i prezzi di tutti gli altri tassi d’interesse
derivati, sono completamente determinati dalle r-dinamiche sotto la misura
martingala Q).

Invece di specificare u e A sotto la misura di probabilita oggettiva P specifichia-mo le
dinamiche del tasso short r direttamente sotto la misura martingala ). Questa procedura
e nota come modellizzazione martingala, e la solita ipotesi sara che r sotto () ha dinamiche
date da

dr(t) = u(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW(t)
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dove p e o sono funzioni date.
In letteratura ci sono molte proposte su come specificare le ()-dinamiche per r. I modelli

pill comuni sono:

1. Vasicek ([18])
dr = (b—ar)dt+ odW, (a > 0)

2. Cox-Ingersoll-Ross (CIR) ([8])

dr = a(b—r)dt + o\/rdW

3. Dothan ([9])
dr = ardt + ordW

4. Black-Derman-Toy ([4])

dr = O(t)rdt + o(t)rdW

5. Ho-Lee ([11])
dr = O(t)dt + odW

6. Hull-White (Vasicek esteso) ([8])

dr = (O(t) — a(t)r)dt + o(t)dW, (a(t) > 0)

7. Hull-White (CIR esteso)

dr = (0(t) — a(t)r)dt + o(t)\/rdW, (a(t) > 0)

Poiche tali modelli sono stati assegnati direttamente sotto la probabilita @), la volatilita
¢ invariante per cambio di probabilita martingala, invece per il drift non e possibile
fare una calibrazione sui dati reali, ma occorrono metodi differenti come illustrato, ad

esempio, nel prossimo paragrafo.
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3.3.2 Inversione della yield curve

Vediamo come possiamo stimare i parametri dei vari modelli martingala appena citati.
Prendiamo un caso specifico usiamo, ad esempio, il modello di Vasicek. Modelliamo
quindi I'r-processo partendo dalle ()-dinamiche, cio significa che a, b e o sono i parametri
che valgono sotto la misura martingala ). Quando facciamo osservazioni nel mondo rea-
le non stiamo osservando r sotto la misura martingala (), ma sotto la misura oggettiva
P. Questo significa che se applichiamo le procedure standard statistiche ai nostri dati
osservati non otterremo i nostri (Q-parametri. Quello che otteniamo € una pura assur-
dita. E’ possibile perdo mostrare che il termine diffusion ¢ lo stesso sotto P e sotto @, di
conseguenza puo essere possibile stimare i parametri diffusion usando i P-dati. Quando
si arriva alla stima dei parametri riguardanti il termine drift di » dobbiamo usare metodi
completamente differenti.

Prima di schematizzare il metodo che utilizzeremo e necessario fare un’osservazione: la
misura martingala (), o equivalentemente )\, € determinata dal mercato. Il
market price of risk ¢ determinato dagli agenti nel mercato, e in particolare questo signi-
fica che se assumiamo una particolare struttura di A allora abbiamo fatto implicitamente
un’ipotesi riguardo le preferenze sul mercato. Prendiamo un esempio semplice, suppo-
niamo A = 0. Questo significa che abbiamo assunto che il mercato sia neutrale al rischio.
Da questo segue immediatamente che se abbiamo un modello concreto, e vogliamo otte-
nere informazioni sul market price of risk, allora dobbiamo osservare il mercato concreto
e ottenere 'informazione usando metodi empirici. Questo sarebbe giusto se potessimo
chiedere al mercato: “Qual ¢ il market price of risk di oggi?”, o in alternativa, “Quale
misura martingala state usando?”, ma per ovvi motivi non possiamo fare questo nella
vita reale.

Quindi per ottenere l'informazione riguardo i parametri @)-drift dobbiamo raccogliere

I'informazione del prezzo dal mercato, e ’approccio solito e quello di invertire la curva
dello yield.

e Scelgo un modello particolare coinvolgendo uno o piu parametri. Denotiamo il

parametro vettore completo con «. Cosi scriviamo le r-dinamiche (sotto @)) come

dr(t) = p(t,r(t); a)dt + o(t,r(t); o)dW (t)



3.3 Modelli martingala per il tasso short 43

e Risolviamo, per ogni tempo di maturita 7', I'equazione della struttura a termine

FF + uFr + 30*FL —rFT =0
FT'(T,r)=1

In questo modo abbiamo calcolato la struttura a termine teorica come
p(t, Tya) = F'(t, ;)

Notiamo che la forma della struttura a termine dipendera dalla nostra scelta di

parametro vettore, scelta che non abbiamo ancora effettuato.

e Raccogliamo i dati del prezzo dal mercato dei bond.
In particolare oggi (cioe a t = 0) possiamo osservare p(0,T') per tutti i valori di T.

Denotiamo questa struttura a termine empirica con {p*(0,7),7 > 0}.

e Scegliamo il vettore parametro « in un modo tale che la curva teorica {p(0, T; a); T' >
0} si adatti alla curva empirica {p*(0,7"); T > 0} per quanto ¢ possibile (secon-
do una certa funzione oggettiva). In questo modo otteniamo il parametro vettore

stimato a*.

e Inseriamo o™ in p e 0. Adesso siamo esattamente costretti alla misura martingala
con cui stiamo lavorando . Denotiamo il risultato d’inserimento o* in e o con p*

e 0" rispettivamente.

e Siamo costretti alla nostra misura martingala (), e possiamo andare a calcolare i
prezzi derivati del tasso d’interesse, x = I'(r(7T)).
Il processo del prezzo ¢ allora dato da II(¢,I") = G(t,7(t)), dove G risolve l'equa-

zione della struttura a termine

G+ G, + 3(0%)?G,, — G =0
G(T,r)=T(r)

Se il programma appena descritto ¢ da eseguire entro limiti di tempo ragionevoli, € molto
importante che le PDE coinvolte siano facili da risolvere. Questo mostra che alcuni dei

modelli sopra sono molto piu facili da trattare analiticamente rispetto agli altri.
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3.4 Struttura a termine affine

Definizione 3.3. Se la struttura a termine {p(¢,7); 0 <¢ <T, T > 0} ha la forma
plt,T) = F(t, 7(2);T) (3.17)
dove F' ha la forma
F(t,rT) = AT =BT (3.18)

e dove A e B sono funzioni deterministiche, allora il modello possiede una struttura a
termine affine (ATS).

Le funzioni A e B sono funzioni a due variabili reali ¢ e T, ma ¢ piu conveniente
pensare ad A e B come funzioni di ¢t e a T' come un parametro. Un punto fondamentale
per ottenere una ATS e la scelta di p e o nelle -dinamiche per r. Enunciamo allora il

seguente risultato principale.

Proposizione 3.5. (ATS) Assumiamo che i e o siano della forma

{ pu(t,r) = a(t)r + 6(t) (3.19)

a?(t,r) =y(t)r +4(t)

Allora il modello ammette una ATS della forma (3.18), dove A e B soddisfano il sistema

{ By(t,T) +a(t, T)B(t,T) — 37(t) B*(t,T) = —1 (3.20)
B(T,T) =0
{ At T) = BB T) - 36() Bt T) (3.21)
AT, T) =0

Notiamo che I'equazione (3.20) e un’equazione di Riccati per la determinazione di B
che non coinvolge A. Dopo aver risolto ’equazione (3.20) possiamo inserire la soluzione
B nell’equazione (3.21) e, poi integrare per ottenere A. L’'importanza della ATS & dovuta
al fatto che si ottiene un’espressione analitica per p(t,T). In generale I'ipotesi che y e o2
dipendono linearmente da r non ¢ una condizione necessaria per avere una ATS. Si puo
dimostrare che se i e 02 sono indipendenti dal tempo, allora una condizione necessaria

2

per lesistenza di una ATS e che u e 0° siano affini. Tutti i modelli, visti in 3.3.1, eccetto

quello di Dothan e di Black-Derman-Toy, hanno una ATS.
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3.5 Generalita sui modelli martingala
Alcuni dei modelli, citati precedentemente, sono piu facili da analizzare di altri. I modelli

di Vasicek, Ho-Lee e Hull-White (Vasicek esteso) descrivono tutti il tasso short usando

una SDE lineare. Tali SDE sono piu facili da risolvere; i prezzi bond sono dati da

p(0,T) = E {exp {— /OTr(s)dsH

Se r; segue un modello lineare, [ r(s)ds ¢ una variabile gaussiana, quindi il prezzo p(0,T')

espressioni tipo

si calcola facilmente.

Invece per il modello di Dothan (~ Black&Scholes) il tasso short ¢ distribuito in modo
log-normale, cioe per calcolare i prezzi bond dobbiamo determinare la distribuzione di un
integrale fOT r(s)ds di variabili stocastiche log-normali, percio il calcolo del prezzo non &
di facile soluzione. Concludiamo con un commento sulla calibrazione del modello rispetto
ai dati descritti nel paragrafo precedente. Se vogliamo una completa corrispondenza tra

i prezzi bond osservati e quelli teorici e necessario risolvere il sistema di equazioni
p(0,T;a) = p*(0,7T) VT >0 (3.22)

Osserviamo che questo ¢ un sistema infinito dimensionale di equazioni (una equazione
per ogni T') con « non noto, cosi se lavoriamo con un modello che contiene un vetto-
re parametro finito o (come il modello di Vasic¢ek) non c’¢ possibilita di ottenere una
corrispondenza perfetta. Se invece consideriamo il modello di Hull-White, in cui drift e
volatilita includono parametri dipendenti dal tempo, allora si riesce a trovare un vettore
parametro infinito dimensionale « tale che 'equazione (3.22) e soddisfatta.

Esiste anche un approccio completamente differente al problema di ottenere una perfetta
corrispondenza tra i prezzi teorici e quelli osservati.

Questo ¢ l'approccio Heath-Jarrow-Morton (HJM), che analizzeremo nel prossimo ca-
pitolo, esso prende approssimativamente la struttura a termine osservata come una
condizione iniziale per la curva dei tassi forward, cosi automaticamente otteniamo una

corrispondenza perfetta.
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3.6 Alcuni modelli standard

In questo paragrafo applicheremo la teoria della ATS per studiare i pit comuni modelli

affini a un fattore.

3.6.1 Il modello di Vasicek
Le )-dinamiche per il tasso short sono date da
dr(t) = (b — ar)dt + odW (3.23)

Il modello di Vasic¢ek introduce il concetto di mean reversion. Per spiegare di cosa si

tratta riscriviamo la (3.23) come

dr(t) =a(b/a —r) + cdW

allora:

e se r > « il termine diffusion ¢ negativo e proporzionale alla differenza: r tende a

scendere
e se r <« il termine diffusion e positivo e r tende a risalire

Per questo motivo v si chiama media di lungo periodo, a fissa la velocita di mean rever-
sion, mentre o ¢ la volatilita del tasso.
Le equazioni (3.20)-(3.21) diventano

{ By(t,T) —aB(t,T) = -1 (3.24)

B(T,T) =0

{ A(t,T) =bB(t, T) — 0> B(t,T) (3.25)
AT, T) =0

L’equazione (3.24) ¢, per ogni T fissato, una semplice ODE lineare nella t-variabile.

Questa puo essere facilmente risolto come

B, T)= % {1 -0} (3.26)
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Integrando l'equazione (3.25) otteniamo

A(t,T) = %2[ BQ(S,T)ds—b/tTB(s,T)ds (3.27)

e sostituendo l’espressione per B sopra, otteniamo il seguente risultato.

Proposizione 3.6. (Struttura a termine per Vasiéek)

Nel modello Vasicek, 1 prezzi sono dati da

p(t, T) = ACTI=BET)(0)

dove

B(T) = {1- e}

{B(t,T) =T +t}(ab—30°) o’B(t,T)

a? 4a

A(LT) =

3.6.2 Il modello di Ho-Lee

Per il modello di Ho-Lee le equazioni ATS diventano

B/(t,T) = —1
B(T,T) =0

A(t, T)=0(t)B(t,T) — %U2B2(t,T)
{ AT, T)=0

Ora rimane da scegliere # tale che i prezzi bond teorici, a t = 0, si adattino alla struttura

a termine iniziale osservata {p*(0,7"); T > 0}. Cosi vogliamo cercare 6 tale che p(0,7") =

p*(0,T) per tuttii T > 0, e la soluzione & data da

0(t) = 0/ (0,1) *a(;’ ‘) + 0%t

dove f*(0,t) denota i tassi forward osservati. Mettendo questa espressione nella ATS

otteniamo i seguenti prezzi bond.

Proposizione 3.7. (Struttura a termine per Ho-Lee)

Per il modello di Ho-Lee, 1 prezzi bond sono dati da

_ p*( 7T> * 02 2
p(t,T) = pe exp {(T —t)f*(0,t) — 7t(T —t)* — (T — t)r(t)}
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3.6.3 Il modello di Cox, Ingersoll e Ross (CIR)

Il modello CIR e molto piu difficile da trattare rispetto al modello di Vasi¢ek, poiché
dobbiamo risolvere un’equazione di Riccati.

Citiamo il seguente risultato.

Proposizione 3.8. (Struttura a termine per CIR) La struttura a termine per il
modello CIR ¢ data da

FT(t,r) = Ao(T — t)e_B(T_t)T

dove

2(eT=1) _ 1

B(T—t) = (e )
(v +a)(e™= — 1) + 2y
2yl HIT—1)/2] 2ab/o”
AQ (T - t) - T_¢
(v +a)(eT=t) — 1) + 2y

€

v =+Va?+ 202

3.6.4 1l modello di Hull-White

Le @)-dinamiche del tasso short sono date da
dr = {0(t) — ar}dt + ocdW (t) (3.28)

dove a e o sono costanti mentre € ¢ una funzione di tempo deterministica. In questo
modello scegliamo a e o per ottenere una struttura con volatilita buona, mentre 6 ¢ scelto
per adattare i prezzi bond teorici {p(0,T);T > 0} alla curva osservata {p*(0,7);T > 0}.

Dalla Proposizione 3.5 i prezzi bond sono dati da
p(t,T) _ 6A(zt,T)—B(t,T)r(t) (329)

dove A e B risolvono

{ Bi(t,T) = aB(t,T) - 1 (3.30)

B(T,T) =0
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At(t> T) = e(t)B(t> T) - %0—232“7 T) (3 31)
AT, T) =0 '
Le soluzioni di queste equazioni sono date da
1
Bt,T)=~{1—e ™"} (3.32)
a

AT = /t ' {30—232(3, T) - 0(s)B(s, T)} ds (3.33)

Ora vogliamo adattare i prezzi teorici sopra ai prezzi osservati, ed & conveniente fare
questo usando i tassi forward. Poiché c¢’¢ una corrispondenza 1-1 (dal Lemma 2.2) tra
i tassi forward e i prezzi bond, possiamo appunto adattare la curva del tasso forward
teorica {f(0,7"); T > 0} alla curva osservata {f*(0,7); T > 0}, dove naturalmente f* ¢
definita da

l *
p(e.m) = 28T

In ogni modello affine i tassi forward sono dati da
£(0,T) = Br(0,T)r(0) — Az (0,T) (3.34)

che, dopo aver inserito (3.32)-(3.33), diventa

0_2

f(0,T) = e *Tr(0) + /OT e~ T=9)0(s)ds — 2—a2(1 — e T2 (3.35)

Data una struttura del tasso forward osservata f* il nostro problema e cercare una

funzione 6 che risolve ’equazione

T 2

F50,T) = e~ Tr(0) + / e T=90(5)ds — ;_a?(l —e T YT>0  (3.36)
0

Un modo per risolvere la (3.36) ¢ scrivendola come
F7(0,7) = &(T) — g(T) (3.37)

dove x e g sono definiti da
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g(t) = %(1 — )2 = %B?(O,t) (3.38)
abbiamo
OT) = &(T)+ax(T) = f:(0,T) + ¢(T) + ax(T) (3.39)

J7(0,T) + g(T) + a{f7(0,T) + 9(T)}
cosl abbiamo dimostrato il seguente risultato

Lemma 3.9. Fissata una curva bond arbitraria {p*(0,T); T > 0} tale che p* sia due
volte differenziabile rispetto a T'. Scegliere 0 data dall’equazione (3.39) induce una ATS
tale che VT >0 p(0,7)=p*(0,T).

Scegliendo 6 secondo la (3.39) abbiamo, per una scelta fissata di a e o, determinato
la nostra misura martingala. Ora dovremo calcolare i prezzi bond teorici sotto questa
misura martingala, e per fare questo andiamo a sostituire la nostra scelta di 6 nell’equa-
zione (3.33). Quindi integriamo e sostituiamo il risultato sia nell’equazione (3.32) che
nella (3.29).

Il risultato e il seguente:

Proposizione 3.10. (Struttura a termine per Hull- White)

Considero il modello di Hull-White con a e o fissati.

Dopo aver invertito la curva dello yield per scegliere 0 secondo la (3.39), otteniamo i
prezzi bond come
p(0,7T)
p(0, 1)
dove B ¢ dato dalla (3.32).

p(t,T) = exp {B(t, T)f*(0,t) — Z—;BQ(t, T)(1 —e ) — B(t, T)r(t)}



Capitolo 4

Modelli per il tasso forward

4.1 L’approccio Heath-Jarrow-Morton (HJM)

I modelli per il tasso short hanno:
VANTAGGI:

e specificando r come soluzione di una SDE ci si riconduce ad equazioni alle derivate

parziali
e in particolare e possibile ottenere formule analitiche per i prezzi bond e per i derivati

SVANTAGGI:

e non si riesce a caratterizzare l'intera struttura a termine con la sola variabile r;

e ¢ difficile ottenere una struttura con volatilita realistica per i tassi forward senza

introdurre un modello per il tasso short pitt complicato

e se il modello per il tasso short e piu realistico risulta difficile invertire la curva dello

yield (ovvero filtrare il modello su dati reali)

Nell’approccio proposto da Heath-Jarrow-Morton (HJM) ([10]) i modelli utilizzano 'in-

tera curva del tasso forward come variabile esplanatoria di tutta la struttura a termine.

o1
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Ipotesi 4.1. Assumiamo che, per ogni 7" > 0 fissato, il tasso forward f(-,7") ha un

differenziale stocastico che sotto la misura oggettiva P e dato da

df(t,T) = at,T)dt+ o(t, T)dW (t) (4.1)
f0,7) = f7(0,7) (4.2)

dove W ¢ un processo di Wiener (d-dimensionale), mentre a(-,7) e o(-,T") sono processi
adattati.

Notiamo che, fissato T' I'equazione (4.1) & un’equazione differenziale stocastica nella
variabile ¢, quindi si puo pensare a T' come un parametro. Inoltre osserviamo che la
curva del tasso forward osservata {f*(0,7"); T > 0} viene usata come condizione iniziale.
Questo di conseguenza ci permette di ottenere una corrispondenza perfetta tra i prezzi
bond teorici e quelli osservati al tempo ¢t = 0, quindi non c¢’e¢ bisogno di invertire la curva
dello yield.

Osservazione 4.1. E’ importante osservare che 'approccio HJM non fornisce un mo-
dello specifico, come, per esempio, il modello di Vasicek, ma suggerisce un contesto per
analizzare i modelli del tasso d’interesse.

I principali modelli del tasso short possono essere equivalentemente formulati in termini
di tasso forward, e per ogni modello del tasso forward, il prezzo privo di arbitraggio di

un 7T-derivato y sara ancora dato dalla formula

1020 = 52 e { = [ 16535}

dove il tasso short ¢ dato da r(s) = f(s, s).

Supponiamo ora che siano noti «, 0 e {f*(0,7); T > 0}; allora avremmo specificato

I'intera struttura del tasso forward e cosi, dalla relazione

pie.1) = { = [ sit.)05} (13)

risulterebbe specificata la struttura a termine {p(¢,7); T > 0, 0 < t < T}. Poiché
abbiamo d sorgenti random (una per ogni processo di Wiener) e un numero infinito di

titoli (un bond per ogni maturita 7T'), esiste il rischio di avere introdotto possibilita di
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arbitraggio nel mercato bond. Quindi il nostro problema adesso ¢ mettere in relazione o
e o affinché il sistema indotto di prezzi bond non ammetta possibilita di arbitraggio.

La risposta e data dalla condizione HJM sul drift enunciata sotto.

Proposizione 4.2. (Condizione HJM sul drift)
Assumiamo che la famiglia di tassi forward é data dalla (4.1) e che il mercato bond é

privo di arbitraggio. Allora esiste un processo \(t) tale che
T
a(t,T) = o(t,T) / o(t, s)ds — o(t, T)A(?) (4.4)
t

Dimostrazione.

Dalla Proposizione 2.3 abbiamo che le dinamiche bond sono date da
1
e, T) = 1) {0+ AT) 4 ISP b+ DISETIWE) (05

dove

{A@JUz—LCWﬁWS (4.6)

B(t,T) = — ftTa(t, s)ds
Abbiamo visto che il mercato per i bond e privo di arbitraggio se e solo se esiste un

processo A(t) (market price of risk) tale che

p(t, T) —r(t)

ST =At) VT>0 (4.7)

dove chiamiamo

p(ET) = () + A T) + 1S TP
S(T) = S(T)

Quindi sostituendo le equazioni (4.6) nella (4.7)

Y- /tToz(t, s)ds + (/tT ot s)ds)

e derivando rispetto a T" abbiamo

2

T
—r = —)\t/ o(t,s)ds
¢

—a(t,T) + ( /t Ta(t, s)ds) o(t,T) = ~\t)o(t, T)
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In conclusione ricaviamo il risultato desiderato
T
ot T) = ( / ot, s)ds) o(t,T) + Ao (4, T)
t
O

Nell’approccio HJM si puo determinare in modo arbitrario la struttura della volatilita,

mentre il drift deve soddisfare la condizione HJM.

4.2 Modelli martingala

Si puo pensare di modellizzare il tasso forward direttamente sotto la probabilita martin-
gala (). Assumiamo che
df(t,T) = oft, T)dt + o(t, T)dW/ (4.8)
f0,17) = f(0,7) (4.9)

dove WtQ e un processo di Wiener sotto la probabilita (). Poiché una misura martingala
fornisce automaticamente prezzi privi di arbitraggio, non abbiamo piu un problema di

assenza di arbitraggio, ma abbiamo un altro problema. Consideriamo le seguenti formule

p(0,T) = exp {— /OT £(0, s)ds}

p(0,T) = E° [exp {— /0 Tr(s)dsH

dove il tasso short r e i tassi forward f sono collegati da r(t) = f(¢,t). Poniamo una

differenti per i prezzi bond

relazione di consistenza tra « e o nelle dinamiche del tasso short per far valere queste

formule simultaneamente. Il risultato ¢ la condizione HJM sul drift.

Proposizione 4.3. (Condizione HJM sul drift)
Sotto la misura martingala QQ, i processi o e o devono soddisfare la sequente relazione,

per ogni t e per ogni T’ >t

a(t.T) = o(t,T) /t ot 5)ds (4.10)
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Dimostrazione.

Osserviamo che se partiamo modellando direttamente sotto la misura martingala,
allora possiamo applicare la Proposizione 4.2 con A = 0. Dalla Proposizione 2.3 abbiamo

ancora le dinamiche dei prezzi bond
1
dp(t,T) = p(t, T) {r(t) FAT) + SIS T>||2} dt + p(t, T)S(t, T)AW (1)

Sotto la probabilita martingala il tasso locale di ritorno ¢ uguale al tasso short, cioé
w(t,T) = r;. Quindi abbiamo 'equazione

2

ry — /tTa(t, s)ds + % (/tTg(t, S)ds) —r,

derivando rispetto a T'

—a(t,T) + < /t ' o(t, s)ds) o(t,T) = 0

otteniamo T
a(t.T) = o(t, T) / o (1, 5)ds
t
]

Dalla Proposizione 4.3 notiamo che quando specifichiamo le dinamiche del tasso for-
ward (sotto ) possiamo specificare liberamente la struttura della volatilita. I parametri
drift allora sono univocamente determinati.

Un “algoritmo” per 1'uso di un modello HIM puo essere schematizzato nel seguente

modo:
1. Determiniamo in modo arbitrario la volatilita o(¢,T)

2. 1 parametri drift dei tassi forward ora sono dati da
T
a(t.T) = o(t, T) / o (1, 5)ds (4.11)
t

3. Osserviamo la struttura del tasso forward di oggi

{£7(0,7); T =0}
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4. Integriamo per ottenere i tassi forward come

f&,T)=f*0,T7) —l—/o a(s, T)ds +/0 o(s, T)dW (s)

5. Calcoliamo i prezzi bond usando la formula

p(t.T) = exp {— /tT £t s)ds}

6. Usiamo i risultati sopra per calcolare i prezzi per i derivati

(4.12)

(4.13)

Ora vediamo un esempio piu semplice, che si presenta quando il processo o ¢ una costante

deterministica. Scegliamo o(t,7T") = o, dove o > 0.

Dall’equazione (4.10) ricaviamo il processo drift come

alt,T) = O’/tTUdS = o*(T —t)

cosi I'equazione (4.12) diventa
t t
f(t,T)=f*0,T) +/ o*(T — s)ds +/ adW (s)
0 0

cioe

£(0,7) = f*(0,T) + ot (T — %) + oW (1)

In particolare osserviamo che r ¢ dato come

2

() = F(t1) = £4(0,1) + 02% + oW ()

cosli le dinamiche del tasso short sono

dr(t) = {fr(0,t) + o*t}dt + cdW (1),

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Si e ottenuto il modello di Ho-Lee in cui ©(t) ¢ stato determinato in modo da filtrare la

struttura reale f*(0,7).



Capitolo 5

Modelli per la struttura a termine
HJM a fattore singolo basati sulle
dinamiche per il tasso spot

Markoviano

Finora la struttura a termine dei tassi d’interesse e stata definita come la relazione tra
bond di tutte le maturita, e abbiamo studiato come questa si evolve nel tempo, cioe le
dinamiche della struttura a termine.

Un gran numero di modelli a fattore singolo delle dinamiche per la struttura a termine
sono state costruite caratterizzando le dinamiche di una singola variabile economica sto-
castica (il tasso short) che & assunta per guidare le dinamiche della struttura a termine.
La variabile economica stocastica sottostante, che assumiamo essere il tasso spot, € mo-
dellata come un processo di Markov. Dall’ipotesi che la struttura a termine al tempo ¢
¢ una funzione regolare del tasso spot markoviano al tempo ¢ e della maturita abbiamo
ottenuto un’ equazione alle derivate parziali (PDE) delle dinamiche della struttura a
termine.

Tali strutture saranno rivolte a modelli basati sul tasso spot markoviano.

Esempi classici sono il modello di Vasi¢ek (1977) e il modello di CIR (1985). Entram-

be queste strutture caratterizzano le dinamiche della struttura a termine specificando il

57
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drift e la volatilita del processo del tasso spot, e il market price of risk. La struttura di
Hull-White (1990) é anche un modello basato sul tasso spot markoviano. La differenza in
questo approccio € I'uso dell’informazione per caratterizzare le dinamiche della struttura
a termine, che evita di specificare il market price of risk e il drift del processo del tasso
spot. Il nostro insieme dell’informazione specifica la volatilita del tasso spot e la forma
funzionale della stessa struttura a termine iniziale osservata.

Il problema del tasso spot markoviano in un modello HJIM ¢ stato studiato per primo
da Carverhill (1994, [5]) per il caso della volatilita deterministica, e per il caso della
struttura di volatilita dipendente dal tasso spot ¢ stato risolto da Jeffrey (1995, [15]). 11
problema piu generale in cui un modello HJIM definisce il tasso spot in termini di diffu-
sion finito dimensionale markoviano e stato, per vari casi speciali, studiato da Ritchken
e Sankarasubramanian (1995, [17]), Cheyette (1996, [6]), Bhar e Chiarella (1997, [1]),
Inui e Kijima (1998, [14]), Bjork e Gombani (1999, [3]) e Chiarella e Kwon (2001, [7]).
I modelli basati sul tasso spot markoviano sono fondamentalmente differenti dalla strut-
tura HJM in due aspetti. Primo, la struttura HJM non si focalizza sulle dinamiche di
una particolare variabile economica, invece i cambiamenti nel tempo dell’intera strut-
tura a termine sono modellati. Questa stuttura permette al tasso spot di essere non-
markorviano. Secondo, HJM e diverso dall’insieme informazione usato per caratterizzare
le dinamiche della struttura a termine, in particolare HJM specifica la struttura della
volatilita e la curva iniziale del tasso forward.

Questa informazione e sufficiente per caratterizzare le dinamiche della struttura a ter-
mine senza aver modellato esplicitamente i parametri dipendenti (quali il market price
of risk e il drift). Ma allora quali esempi di HIM possono provenire da tali modelli? Un
vantaggio nei modelli basati sul tasso spot markoviano e la semplificazione di procedure
numeriche per valutare sia la struttura a termine che i derivati del tasso d’interesse.
Questa semplificazione nasce perché i) la struttura a termine del tempo ¢ & una funzione
di tempo, maturita T e la realizzazione del tasso spot al tempo ¢, cosi che la sola variabile
stocastica da considerare ¢ il tasso spot e 7i) un’evoluzione di Markov del tasso spot puo
essere modellata.

I modelli basati sui tassi spot markoviani hanno generalmente rappresentato le dinami-

che della struttura a termine tramite una PDE che coinvolge il market price of risk, il
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drift e la volatilita del processo del tasso spot.

Di conseguenza, puo una rappresentazione generale PDE delle dinamiche della struttura
a termine essere fornita senza coinvolgere il market price of risk e il drift del tasso spot?
Da queste analisi, troviamo che le forme funzionali della struttura di volatilita e la curva
iniziale del tasso forward non possono essere scelte arbitrariamente, tuttavia forniamo
condizioni necessarie e sufficienti che devono essere soddisfatte per permettere una tale
struttura.

Queste condizioni indicano: ) quali modelli HIM basati sul tasso spot markoviano so-
no permessi e i) le restrizioni strutturali poste sulla struttura a termine iniziale e la
struttura della volatilita quando lavoriamo in un modello basato sul tasso spot marko-
viano. Presentiamo un’analisi della struttura HJM in un modello basato sul tasso spot
markoviano fino alla formulazione delle due condizioni. Consideriamo quindi una classe
dei modelli HJM basati sul tasso spot markoviano. Poiché la struttura della volatilita e
solo una funzione del tasso spot al tempo t (denotato da r), del tempo corrente ¢ e della
maturita del tasso forward 7', di conseguenza la denotiamo con y(r,¢,T"). Per accentuare
che il tasso forward per il tempo T dipende dal tasso spot al tempo t e solo dal tempo
t, denotiamo il tasso forward f(¢,T) con f(r,t,T), ed assumiamo anche che la curva del
tasso forward f(r,t,T) ¢ una funzione “regolare” di r,¢ e 7. In un modello basato sul

tasso spot markoviano, il processo del tasso spot ha la seguente struttura
dr = u(r,t)dt + o(r, t)dw(t) (5.1)

dove

r=r(t)= f(rt1t)

of (r,t,T)

p(r,t) =~y(r t, ON(r, t) + 5T

T=t
o(r,t) =~(rt,t)

Poiché & assunto che la curva del tasso forward al tempo ¢ ¢ una funzione regolare di

tempo ¢, maturita 7', e tasso spot al tempo ¢, il Lemma di It6 applicato a f(r,¢,T)
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produce il seguente processo stocastico, che descrive 1’evoluzione dei tassi forward,

df(r,t,T) = wﬂ(r,tw af(g;f,T) +%a2fg;if’T>a(r, t)?| dt
Of(r,t, T
%a(r, B)dw(t) (5.2)

Come sappiamo dai paragrafi precedenti le dinamiche prive di arbitraggio dei tassi

forward date nella struttura HJM sono descritte dall’equazione

df(rt.T) = {y(w, LT) [ /t )+ A, t)] } dt+ 4w t, T)d=(t)  (5.3)

Tuttavia l'equazione (5.3) puo rappresentare le stesse dinamiche dell’equazione (5.2). Di
conseguenza, le dinamiche della struttura a termine possono essere ottenute uguagliando

i coefficienti del drift e della volatilita attraverso queste due equazioni,

of (r,t,T)

’Y(Tv t? T) |:/t /7(7"> t, V)dV + )\(T, t) = 7:“/(7"7 t) + M

or ot

12f(rt,T)

5 52 o(r,t)? (5.4)

y(r,t, T) = WJ(T, t) (5.5)
dove f(r,t,t) =r ¢ la condizione al contorno.
La struttura HJM caratterizza le dinamiche della struttura a termine specifi-
cando la struttura della volatilita del tasso forward e la struttura a termine iniziale.
Questa informazione ¢ anche sufficiente per risolvere il sistema di equazioni (5.4)-(5.5)
per fornire un’unica f(r,¢,7T), tuttavia la struttura della volatilita e la curva iniziale del
tasso forward non possono essere scelti arbitrariamente, per questo forniamo due condi-

zioni necessarie e sufficienti.

Condizione C1. Una struttura di volatilita v(r,¢,7") € permessa in un modello basato

sul tasso spot markoviano se esiste una coppia di funzioni 6(r, t) e h(t,T) che soddisfano
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la seguente equazione,

T
'y(rtT 3 /’ymtT
t,T t,v)dy = )+ d
7(7"77 >/t 7(7177”)” ’}/(Ttt T 8t 0 m,t,t "

+ h(t,T)+ %7(7“,75,1&)22 {

2 [tee)

y(r,t,t)

Condizione C2. Data una struttura di volatilita che soddisfa la Condizione C1, la

corrispondente curva iniziale del tasso forward deve essere della seguente forma

[T y(m,0,T)
£(r,0,T) = /0 T dm 4 k(1)

dove k(T) = — fo (s,T)ds per ogni h(t,T) valida nella Condizione CI.
La COIldlZlOIle C2 dimostra che l'insieme delle strutture a termine iniziali permesse
dipende dalle scelte per A(t, T') nella Condizione C1. Il seguente teorema parla di questo

risultato:

Teorema 5.1. Sia v(r,t,T) una particolare struttura di volatilita che soddisfa la Con-

dizione C1, e sia £(t,T) una funzione deterministica dit e T.

1. Se v(r,t,T) non ¢é della forma £(t,T)y(r,t,t) allora esiste una sola coppia di fun-
zioni O(r,t) e h(t,T) valida per la Condizione C1, percio k(T') nella Condizione C2
¢ completamemte definita da v(r,t,T).

2. Se y(r,t,T) ¢é della forma &(t,T)y(r,t,t) allora linsieme delle coppie di funzioni
O(r,t) e h(t,T) valide per la Condizione C1 é

Wt, T) = & T)(c(t) = hy(t, 1)) + hy(t, T)

—c(t)

T=t

dove hy(t,T') rappresenta ogni particolare h(t,T) valida per la Condizione C1 e c(t)
e una funzione arbitraria. Inoltre, per la Condizione C2, ogni funzione arbitraria

k(T) dove k(0) = 0 puo essere ottenuta da un’unica scelta di c(t).
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Il Teorema 1 fornisce due importanti risultati. Primo, per una data volatilita y(r, ¢, T),
non della forma &(¢,T)y(r,t,t), la struttura di volatilita determina univocamente la
struttura a termine iniziale grazie alla Condizione C2. Questo risultato implica che una
struttura di volatilita cosi fatta e sufficiente per risolvere univocamente f(r,¢,7) nel
sistema di equazioni (5.4)-(5.5). Secondo, per una data volatilita y(r,t,T") della for-
ma (¢, T)y(r, t,t), k(T) nella Condizione C2 puo essere scelta per corrispondere a ogni
struttura a termine iniziale osservata che ¢ una volta differenziabile nella maturita.
Assumendo che sono soddisfatte le Condizioni C1 e C2, una rappresentazione delle di-
namiche della struttura a termine risultante dalla soluzione del sistema di equazioni

(5.4)-(5.5), in termini di struttura di volatilita e della curva iniziale del tasso forward, ¢

r - _ t7(733>T) r.s S—l ! r.s 822 |:7(T>S>T):| s
fr,t.T) /0 7(7",3,8)9(7 ) 2/0 v(r5:5) or | ~(r, s, s) d

+ /0 t v(r,s,T) [ /t ' (r, s, y)du} ds + f(r,0,T) (5.6)

Il Teorema 1 indica che se la struttura della volatilita non & della forma &(¢, T)v(r, ¢, 1),
allora 6(r,t) e f(r,0,T) possono essere determinati dalla specificazione della struttura
della volatilita direttamente grazie alle Condizioni C1 e C2.

Altrimenti, se la struttura di volatilita & della forma &(¢,T)y(r,t,t) allora scegliamo
k(T) nella Condizione C2 adattando la curva iniziale del tasso forward e quindi 6(r,t)

puo essere determinata dalla seguente equazione

b y(r, s,t) B 1 [t 5 0 [~(r,s,t)
[ regersis = 10005 [ | To o

+ /Otv(r,s,t) {/:7(7“,3, y)] ds —r (5.7)

5.1 Una struttura di volatilita della forma ~(r,¢t,T) =
§@, T)y(r,t,)

Questo esempio fornisce una classe di modelli HJIM basata sul tasso spot markoviano,
dove la volatilita & della forma ~v(r,¢,T) = &(¢, T)y(r, t,1).
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Questo paragrafo mostra che questa classe di modelli & I'unica classe che ha la proprieta
di adattarsi ad ogni struttura a termine iniziale osservata data la volatilita. Prima di

tutto per determinare la forma permessa per 0(r,t), valutiamo la Condizione C1 con

=t (9T B
O(r,t) 5 r— h(t,t)

Sostituendo nella Condizione C1, ~(r,t,T) = &(t,T)y(r,t,t) e 8(r,t), otteniamo la

seguente equazione, che deve valere per le strutture di volatilita permesse,

) it

v+ h(t, T) (5.8)

T=t

At PET) [ e = €0.T) [(—ag(at;n

0¢(t, T)
ot

Questa equazione puo avere soluzioni solo se la volatilita del tasso spot e della forma
y(r,t, 1) = a(t)r + b(t) (5.9)
Quindi sostituendo la (5.9) nella (5.8) otteniamo
la(t)r + (O, T) [T (¢ v)dv =

—£(t,T) (85(;;T)

b(t)E,T) [ E(t, v)dy — E(, T)h(t,t) — h(t,T)+

) B 8§(t,T)] =0

) r— &, T)h(t,t) + 85(;;T)T +h(t,T)

T=t

o&(t,T)
ot

+ [a(t)g(t,T) Shet,vydv + €(t,T) ( ot

Di conseguenza, devono essere soddisfatte le seguenti due equazioni.

Primo,

bOE(, T) /t E(t,v)dv + £(8, TYR(E, ) = h(t,T)

v(r,t,T)

Notando &(t,T) = Yot D)

implica che £(¢,t) = 1, esiste sempre un h(t,T') per ciascuna
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scelta arbitraria di h(t,t) che assicura che questa equazione valga. Secondo,

0¢(t,T) ) _0K(1.T) (5.10)

a(t)f(taT)/t &(t, V)dy+§(t7T>< ot ot

La soluzione a questa equazione ha bisogno di essere considerata sotto due casi, cioé
quando a(t) =0 e a(t) # 0.

CASO 1 a(t) =0

In questo caso la volatilita & deterministica e della forma (¢, T)+/b(t).

Tale struttura implica anche che b(f) ¢ non negativa. Per convenienza, sia la struttura
di volatilita v(r, ¢, T) denotata da v(¢,T') e y(t,t) = o(t).

Risolvendo I'equazione (5.10) quando a(t) = 0 mostriamo che la struttura di volatilita

deve essere della seguente forma funzionale,
v(t, T) = o(t)es =0 (5.11)

per o(t) e ((t) funzioni arbitrarie.
Dalle equazioni (5.6), (5.11), dalla Condizione C2, e dal Teorema 1, il modello della

dinamica della struttura a termine &

¢ ¢ T
f(r,t, T) = —eC(T)/ e~ o (r, s)ds+/ 9(8)26<(T)_C(8)/ eS¢ duds
0 0

s

+ petM=<) 4 k(T),

dove k(0) = 0 e k(T) puo essere scelto per assicurare un’esatta corrispondenza alla

struttura a termine iniziale osservata. Inoltre, dall’equazione (5.7) e dalla Condizione

C2,

t t t
/ Y s)ds = < { / B(s)2S0-) / ~C0)~C5) gyl
0 0 s

— 74 ret OO 4 k()]

Semplificando, il modello della struttura a termine diventa

T t
Frt,T) = <) / W) dy / 0(5)2e~ 2 ds 4 (r — k(£)eSD~<O 4 k(). (5.12)
t 0
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dove k(0) = 0. Riassumendo, mostriamo che ogni struttura di volatilita del tasso forward
che ¢ esclusivamente una funzione di tempo ¢ e maturita 7" puo presentarsi solo in un
modello basato sul tasso spot markoviano se ¢ della forma data nell’equazione (5.11). 11
modello della struttura a termine corrispondente ¢ data nell’equazione (5.12) dove k(7")

e scelta per corrispondere all’attuale struttura a termine iniziale osservata.

CASO 2 a(t) #0

In questo caso la struttura di volatilita del tasso forward e dipendente dal tasso spot sto-
castico. Per convenienza, denotiamo ~(r,t,t) da o(r,t) e dall’equazione (5.9) o(r,t)* =
a(t)r + b(t); di conseguenza, ¢ necessario che a(t)r + b(t) > 0. Questa restrizione indica

le seguenti regioni per cui il tasso spot puo esistere:

S

(t

1. se a(t) < 0, il tasso spot deve essere nella regione r < W
. . (1)
2. se a(t) > 0, il tasso spot deve essere nella regione r > —=

(t

Modellando le dinamiche di una particolare struttura a termine e piu ragionevole consi-

)

S

)

derare per i tassi spot la seconda regione piuttosto che la prima, poiché nella seconda e
definito un limite inferiore per il tasso spot invece di un limite superiore come nel caso
di a(t) <0.

Risolvendo 'equazione (5.10) mostriamo che la struttura di volatilita del tasso forward

deve avere la seguente forma funzionale
2A(T)(C'(t) — A(t))y/a(t)r + b(t)

~y(r, t,T) = - 5
alt) ( J; A(s)ds+C(t)>

(5.13)

per un C(t) funzione arbitraria dove

A(t) = C'(t) £ /C'(t)2 — 2a(t)C(2)?

C'(t)? > 2a(t)C(t)? ; e C'(t) rappresenta dgit).

Ora che la classe delle strutture di volatilita permesse e stata determinata, la Condizione
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C2 e il Teorema 1 affermano che la curva iniziale del tasso forward deve essere della

forma
2A(T)(C'(0) — A(0))

" 517+ K(T)
a(0) ( T A(s)ds + c<o>)

f(r,0,T) =

dove K(0) = 0 e k(T") pud essere scelto per assicurare un’esatta corrispondenza con la
struttura a termine iniziale osservata.

In conclusione, mostriamo che ogni struttura di volatilita del tasso forward che e della
forma &(t,T)~(r,t,t) pud presentarsi in un modello basato sul tasso spot markoviano

solo se ¢ della forma data dall’equazione (5.13).

5.2 Un trattamento analitico

Il nostro scopo e fornire soluzioni analitiche al problema della valutazione del prezzo del
bond nella classe dei modelli HJM a fattore singolo con tasso spot markoviano e volatilita
stocastica che soddisfa la condizione di Jeffrey (studiate da Mari in [16]). Denotiamo

. Pr(t),4,T) = exp (— /t ' f(r(t),t,u)du) (5.14)

il prezzo al tempo t di un bond che matura al tempo 7', con f(r(t),t,T) la curva del
tasso forward, e con r(t) = f(r(t),t,t) il tasso spot.
Sotto la misura neutrale al rischio, le dinamiche stocastiche della struttura a termine
possono essere espresse nella forma

dpP

Iz (r(t),t,T) =r(t)dt — o,(r(t),t,T)dw(t)

(5.15)
P(r(0),0,T) = P*(0,T)

dove P*(0,T) ¢ la struttura a termine iniziale che stimiamo per i dati del mercato e
o,(r(t),t,T) e la struttura della volatilita; e w(t) &€ un moto Brownia-
no standard unidimensionale. Possiamo usare I'equazione (5.14) e il lemma di It6 per
ottenere

df(r(t),t,T) = o(r(t),t, T)o,(r(t), t, T)dt + o(r(t),t,T)dw(t)
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dove

o, (r(t),t,T)

o(r(t),t,T) = 5T

Consideriamo le seguenti ipotesi:
(i) P(r(t),t,T), o equivalentemente f(r(t),t,T"), sono funzioni regolari dei loro argomen-
ti, e P*(0,7") ¢ una funzione regolare di maturita T

(1) la struttura di volatilita del tasso forward o (r(t), t,T") soddisfa la condizione di Jeffrey

o(r(t),t,T)=o(r(t), )&, T)
dove
o?(r,t) = h(t) + k(t)r

¢ il coefficiente diffusion delle dinamiche del tasso spot, e h(t), k() sono funzioni arbitrarie

di tempo, e

2A(T)(C'(t) = A1) :
k() (7 Aw)du+ C(0))

Alt) = ( (1) + /O () — 2k(t ())

e C(t) una funzione arbitraria di tempo tale che C"*(t) > 2k(t)C2(2).
Sotto tali ipotesi, ¢ stato mostrato (ad es. da Jeffrey (1995), [15]) che questo modello ¢

§(t,T) =

con

consistente con ogni struttura a termine iniziale e che il tasso spot segue un processo di

Markov in cui sia il coefficiente drift che diffusion sono funzioni affini del tasso spot,

dr(t) = [a(t) — b(t)r(t)]dt + \/h(t) + k(t)r(t)dw(t) (5.16)
dove 9L T

e a(t) & una funzione di tempo che stimiamo per la struttura a termine iniziale dei tas-
si d’interesse. Dentro questo contesto, un modello stocastico della struttura a termine
puo essere costruito specificando la funzione iniziale P*(0,7), e tre funzioni arbitrarie
di tempo, h, k,C, per stimare la struttura di volatilita. La maggior parte dei modelli a

fattore singolo della struttura a termine proposti nella letteratura appartengono a questa
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classe.

I modelli Gaussiani possono essere ottenuti nel limite k(¢) = 0; il modello esteso di CIR
puo essere ottenuto se scegliamo h(t) = 0, k(t) = k e C(t) = e¥, dove k e d sono costan-
ti. Partendo da queste considerazioni, estendiamo le analisi in due direzioni principali.
Primo, forniamo soluzioni al problema di Cauchy (5.15) quando la condizione di Jeffrey
sulla volatilita del tasso forward e soddisfatta, derivando cosi una formula per la valuta-
zione del bond (vedi Teorema 5.2), che puo essere molto utile per le applicazioni.

Una tale formula dipende dalla soluzione di un’equazione integrale associata di Volterra
del primo tipo. Secondo, forniamo la soluzione dell’equazione di Volterra usando una
tecnica di perturbazione nella classe dei modelli della struttura a termine caratterizzata
dalla volatilita del CIR generalizzato.

Come conseguenza della valutazione del bond, le dinamiche del tasso spot possono essere
ottenute facilmente (vedi Corollario 5.3). In particolare sara mostrato che a(t) ¢ com-
pletamente descritto dalla struttura a termine iniziale e dalla soluzione dell’equazione di
Volterra.

L’espressione analitica delle dinamiche del tasso spot semplifica la valutazione dei deri-
vati del tasso d’interesse nel senso che, sotto I'ipotesi markoviana, possiamo usare una

rappresentazione PDE dei prezzi.

5.3 La forma funzionale della struttura a termine

Lo scopo di questa sezione e fornire una caratterizzazione dei prezzi bond nella classe
di modelli della struttura a termine descritta sopra. Forniamo la soluzione del seguente

problema:
dP

Iz (r(t),t,T) =r(t)dt — o,(r(t),t,T)dw(t)

(5.17)
P(r(0),0,7) = P*(0,T)

dove la struttura di volatilita del bond o,(r(t),t,T") soddisfa la seguente condizione (*)

(che puo essere facilmente ottenuta dalla condizione di Jeffrey).

Condizione (*)
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dove

o?(r,t) = h(t) + k(t)r.
La soluzione del problema (5.9) puo essere espressa nella forma
P(r(t),t,T) = A(t,T)e "BLD) (5.18)

dove la funzione non nota A(t,T) deve essere consistente con la struttura a termine

iniziale P*(0,7") e deve soddisfare la seguente equazione differenziale

AmAGT) _ B, T) - a@yB2 )
dt 2
dove P A(t,T)
n A(t,
a(t) = — oz -

con la condizione al contorno A(T,T) = 1.
Forniamo la soluzione dell’equazione differenziale sopra soggetta a tutte le ipotesi citate,
derivando cosi una formula della valutazione del bond che puo essere molto utile per la

applicazioni.

Teorema 5.2. Se la struttura di volatilita del bond soddisfa la Condizione (*), allora la

soluzione del problema di Cauchy (5.9) é data da

P(r(),t,T) = %exp {f*(O,t)B(t,T)— /0 H(u) B(u, T)du
— %/0 02(f*(0,u),u)32(u,T)du} e TOBHT) (5.19)

dove H(t) é la soluzione della sequente equazione integrale di Volterra del primo tipo

/ ' H (u) B, t)du = G(1) (5.20)
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G(t) = —%/0 o2(F*(0, u), u) B2(u, t)du (5.21)

e f*(0,T) ¢ la curva iniziale del tasso forward.

Inoltre, come conseguenza del Teorema 5.2, le dinamiche del tasso spot sono esplici-

tamente derivate.

Corollario 5.3. Le dinamiche del tasso spot sono descritte da

dr(t) = [a(t) — b(t)r(t)]dt + /h(t) + k(t)r(t)dw(t)

dove
a(t) = % +b(t) f*(0,t) — H(t) (5.22)
bt) = — ngf; 7

T=t

Le dinamiche del tasso spot confermano il fatto ben noto che, per rendere il modello
consistente con ogni struttura a termine iniziale, il coefficiente drift non puo essere indi-
pendente dal tempo. Questo risultato generalizza quelli ottenuti da Hull-White nel caso
del modello esteso di Vasicek e del modello esteso di CIR. Per adattarsi a ogni struttura
a termine osservabile, il termine drift non puo essere arbitrario, ma deve dipendere dalla
struttura a termine iniziale come specificato nella (5.22). Inoltre, poiché H (t) dipende in
generale dalla struttura a termine iniziale, a(t) ¢ fortemente legata ai dati del mercato.
Tuttavia nella classe di modelli Gaussiani in cui H(¢) non dipende dai dati iniziali, a(t)
dipende da f*(0,t) a causa del primo dei due termini nella (5.22). I termini restanti nelle

dinamiche del tasso spot dipendono dalla stuttura di volatilita del modello.

5.4 La struttura di volatilita di un modello CIR ge-

neralizzato

Presentiamo un esempio significativo dei modelli della struttura a termine in cui possono

essere trovate soluzioni esatte dell’equazione di Volterra.
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Il modello ¢ caratterizzato dalla struttura di volatilita di un CIR generalizzato se

o?(r(t),t) = h + kr(t) (5.23)
Ct)y=e"  d*>2k (5.24)

dove h, k e d sono assunti costanti.
La definizione ¢ motivata dal fatto che, se sostituiamo la (5.24) nella Condizione (*),

otteniamo, come nel modello CIR,

6d(T—t) -1

B(taT) = ¢[ed(T_t) _ 1] +d

dove

¢:%[d+\/M]

Sotto 'assunzione della volatilita di un CIR generalizzato, le dinamiche del tasso spot

sono date da
dr(t) = [a(t) — (2¢ — d)r(t)]dt + \/h + kr(t)dw(t)

dove

ot) = 20D (o —aypr(0.0) — 10

Il parametro di mean reversion, 2¢ — d, € costante e coincide con il parametro mean
reversion del CIR; il termine deterministico a(t) € responsabile della struttura a termine

iniziale. Nel modello CIR, h = 0, e la funzione iniziale & data da

dedT dedT/2

;0.1 =ve e —1)+d 1} +rio) Lb(edT — 1)+ d} |

dove v e un terzo parametro.
In questo caso I'equazione di Volterra puo essere risolta esattamente e quindi la soluzione
e

a0, 1)

H(t) = L2 4 (20— d)1(0,1) — wold - o)

E’ interessante anche il limite gaussiano del modello specificato dalle equazioni (5.23)-

(5.24). Infatti, se mettiamo k = 0 e h = 02, la struttura di volatilita del bond diventa

o,(t,T) = 0B,(t,T)
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dove .
By(t,T) =5 [1 - e T (5.25)

E’ immediato verificare che 0,(t,T) coincide con la struttura di volatilita dl modello di
Vasicek. In un tale caso possiamo trovare ’esatta soluzione dell’equazione di Volterra,

vale a dire

H(t) = 2 (77 ~ 1) (5.26)

Se la struttura iniziale ¢ scelta secondo

2
£40,7) =6 (1 _ e—dT) + % <€—dT _ e—sz) +r(0)e= T

dove € € un terzo parametro, allora ritroviamo il modello di Vasicek.



Appendice A
Richiami di probabilita

Indichiamo con €2 un insieme non vuoto e P(§2) I'insieme delle parti di §2 ossia la famiglia

di tutti 1 sottoinsiemi di €.

Definizione A.1. (o-algebra) Una famiglia F di sottoinsiemi di Q, F C P(f), si dice

una o-algebra se:
1. 0eF

2. se A€ F allora A°= (Q\A) € F

+o0
3. data una successione (A, )nen di elementi di F si ha che U A eF
i=1

Esempio A.1l. (o-algebra di Borel) La piu piccola o-algebra generata dagli aperti di

RY & chiamata o-algebra dei Borelliani.

Una coppia (€2, F) dove & uno spazio ed F una o-algebra si dice spazio probabiliz-

zabile.

Definizione A.2. (Misura di probabilita) Data una o-algebra F su (2, si dice misura

di probabilita un’applicazione P : F — [0, 1] tale che:

1. P(®) =0

73
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2. per ogni successione (A4,), € N di elementi di F a due a due disgiunti vale

P(Lﬁ%):}jpm@

n>1 n>1
3. P(Q) =1

Definizione A.3. (Spazio di probabilita) Una terna (2, F, P) con F o-algebra su Q2 e

P misura di probabilita su F, si dice spazio di probabilita.

L’insieme €2 e detto spazio campione o spazio dei risultati, gli elementi £ di F sono
chiamati eventi e P(FE) ¢ chiamata probabilita dell’evento E.
In particolare, un evento E € F si dice impossibile (rispettivamente certo) se P(E) =
0 (P(E)=1).

Definizione A.4. (Variabile aleatoria) Si dice variabile aleatoria reale un’applica-
zione X : (Q,F) — (R, B(R)) dove X ¢ un’applicazione misurabile rispetto ai borelliani
ed a F, ovvero tale che

VAeF X1(A) € BR)

Notazione: essendo X 1(A) = {w € Q| X(w) € A}, si usa scrivere P(X € A) per
indicare P(X'(A)). Dunque

PX(A) = P(X € A),

indica la “probabilita che la variabile aleatoria reale X appartenga ad A € B”.
Notazione: per indicare che una variabile aleatoria reale X ha distribuzione P* scri-

veremo X ~ PX.

Definizione A.5. (Funzione di distribuzione) Sia X una variabile aleatoria reale su
(2, F, P). La funzione ¢~ : R — [0, 1] definita da

e (y) = P(X <y) = P(X7'(] — 00,9]))
¢ detta funzione di distribuzione di X.

Uno dei concetti fondamentali associati a una variabile aleatoria reale X ¢ quello di

valore atteso (o media) definito come una media dei valori assunti da X.
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Definizione A.6. Data una variabile aleatoria reale X : Q — RY sommabile, il vettore
di RV
E(X)= / XdP
Q

si dice valore atteso di X.

Definizione A.7. Data X variabile aleatoria reale su uno spazio di probabilita (2, F, P),

si definisce varianza di X
var(X) = E|[(X — B(X))?)

La varianza fornisce una stima di quanto X si discosta in media dal valore atteso.
Nelle applicazioni finanziarie, pensando che una variabile aleatoria reale X descriva il
prezzo di un titolo e che una c-algebra G descriva un insieme di informazioni, & com-
prensibile che sia importante definire il valore atteso di X condizionato a G, indicato con

E(X|3G).

Definizione A.8. Sia X una variabile aleatoria reale sommabile sullo spazio di proba-
bilita (€2, F, P) e sia G una o-algebra contenuta in F. Se Y & una variabile aleatoria

reale tale che
1. Y & G-misurabile
2. fAXdP:fAYdP VAe(g

allora si dice che Y & I'attesa di X condizionata a G e si scrive Y = E(X | G).
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A. Richiami di probabilita
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