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INTRODUZIONE

Il moto Browniano e il modello probabilistico del moto caotico di una parti-
cella nello spazio. Il suo nome deriva dal botanico inglese Robert Brown, che,
nel 1828, per primo osservo il movimento continuo ed irregolare di pollini in
soluzione acquose. Tale movimento fu interpretato come conseguenza degli
urti che i pollini ricevevano dalle molecole sottoposte ad agitazione termica.
Lo studio del moto Browniano inizido con Bachelier nel 1900 e Einstein nel
1905. 1l primo uso il moto Browniano come modello dei prezzi di alcuni titoli
ed obbligazioni quotati in borsa, e studio vari metodi di copertura da rischi
di fluttuazioni. Il secondo diede un contributo fondamentale allo studio del
moto Browniano. Nel 1905 Einstein pubblico un articolo dal titolo “On the
movement of small particles suspended in a stationary liquid demanded by
the molecular kinetic theory of heat” [4], in cui diede una spiegazione in ter-
mini di teoria cinetica dei gas del moto Browniano. Nell’articolo si legge:
“In questo lavoro faremo vedere come, secondo la teoria cinetico-molecolare
del calore, particelle in sospensione in una soluzione acquosa compiano, in
consequenza del moto termico delle molecole, movimenti di ampiezza tale che
li si puo agevolmente osservare al microscopio, purche, beninteso, la dimen-
sione delle particelle stesse sia accessibile allo strumento. Puo darsi che i

moti considerati coincidano con il cosiddetto moto molecolare Browniano.”

Fu Wiener nel 1923 [11] il primo a dare una formulazione matematica
rigorosa del moto Browniano, definendolo come una misura sullo spazio delle
curve continue. L’anno seguente, Wiener [12] si occupo anche della risolu-

bilita del problema di Dirichlet per 'operatore di Laplace. Tale problema
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era stato posto da Gauss nel 1840. Contrariamente a quanto pensava Gauss,
il problema di Dirichlet non ¢ sempre risolubile, come mostrarono, con alcu-
ni esempi, Zaremba nel 1909 e Lebesgue nel 1913 (si veda anche 'Esempio
3.14). Tuttavia, nel 1924, Wiener [12] introdusse una nozione di soluzione
generalizzata del problema di Dirichlet su un dominio D. Egli provo che tale
soluzione esiste sempre e, sotto opportune condizioni sulla regolarita della
frontiera di D, risolve il problema in senso classico. Wiener non noto alcuna
connessione tra il problema di Dirichlet e il moto Browniano (che pure era
stato oggetto dell’articolo [11] dell’anno precedente).

Tale connessione fu per la prima volta messa in luce da Kakutani nel
1944 [5] e poi da Doob nel 1954 [7]. Nell’articolo intitolato “Two-dimensional
Brownian motion and harmonic functions”, Kakutani indago le proprieta del
moto Browniano in due dimensioni e applico i risultati ottenuti alla teoria
delle funzioni armoniche di due variabili. Nell’articolo si legge: “C% si as-
petta che, molti dei ben noti risultati nella teoria delle funzioni armoniche
o analitiche possano essere interpretate dal punto di vista della teoria delle
probabilita”. L’autore rimanda, tuttavia, a lavori successivi lo studio della
connessione tra il moto Browniano e il problema di Dirichlet in dimensione
maggiore di due. Da allora si ¢ sviluppata un’ampia letteratura sulla teoria
del potenziale, realizzata con tecniche probabilistiche. Tra i maggiori lavori
spiccano quelli di Hunt, Dynkin, Blumenthal e 1t6.

Scopo di questo lavoro e dare una presentazione dei risultati di Wiener con
metodi probabilistici. In particolare dimostreremo due criteri di regolarita
della frontiera. Il primo e il classico criterio del cono esterno. Mostreremo
anche il cosiddetto criterio del “cono piatto”. Quest’ultimo afferma che, un
punto z del bordo di un dominio D in R¥ & regolare per D se esiste un cono

(N — 1)-dimensionale di vertice z contenuto nel complementare di D.

La tesi ¢ strutturata nel modo seguente. Nel primo capitolo, per com-
pletezza di esposizione, presentiamo i primi concetti della teoria della prob-
abilita e introduciamo i processi di Markov. Dimostriamo, e questo sara il

risultato piu importante del primo capitolo, il Teorema di Kolmogorov del-
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I’attesa condizionata.

Nel secondo capitolo definiamo la misura di Gauss ed enunciamo il noto Teo-
rema di estensione di Kolmogorov, che sara utilizzato nella costruzione del
moto Browniano canonico. Introduciamo lo spazio di Wiener e concludiamo
il capitolo, provando alcune proprieta del moto Browniano, in particolare le
proprieta di Markov debole e forte.

Nell'ultimo capitolo, studiamo il problema di Dirichlet, con tecniche prob-
abilistiche. Introduciamo la nozione di soluzione generalizzata e proviamo
i criteri del cono esterno e del “cono piatto” per la regolarita dei punti al
bordo. Prima di fare cio, richiamiamo alcuni ben noti risultati sulle fun-
zioni armoniche e sulla teoria classica del problema in questione. Nell'ultima
sezione, dimostriamo 1’equivalenza tra la nozione probabilistica e quella clas-
sica di punto regolare. Per fare cio utilizziamo alcuni ulteriori risultati sulle
traiettorie browniane.

Al fine di rendere I'esposizione autosufficiente e nel contempo per alleggerire
la lettura, tutti i risultati di teoria della misura utilizzati nei precedenti

capitoli, sono stati raccolti nell’appendice.






NOTAZIONI

e RY spazio euclideo N-dimensionale;
e R* = {z € R|x > 0} reali non negativi;

e r=(x1,...,25) ERY & x; € R per ogni j =1,...,N;

N
1
o |z]| = (me) ? norma euclidea;
j=1
N
o (z,y) = Z x;y; prodotto scalare euclideo;
j=1

e mF spazio delle funzioni misurabili (cfr. Def A.23);
e mF " spazio delle funzioni misurabili non negative;
e bF spazio delle funzioni misurabili e limitate;

e /T =max(0, f) parte positiva di f;

e f~ =max(0, —f) parte negativa di f;

e B(RY) g-algebra generata dalla topologia euclidea su R (borelliani di
RY);

o A°={x|x ¢ A} complementare di A;
e A\ B=AnN B¢
o d(z,A) = inf{||lz —a| | a € A} distanza di x da A, A C RY;

9
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0A ={z | d(z,A) = d(x, A°) = 0} frontiera di A;

A = AUOA chiusura di A;

int(A) = A\ 0A interno di A;

A, T A allora A4 CA, C...C...evale U,>1 4, = A;
A, | A alloraA; DA, D... A, D ... evale N4, = 4

lim sup A,, indichiamo

limsup 4, = ﬂ U A,

n—+0o m>1n>m
={w |Vm, 3n > m tale che w € A,}

= {w | w € A, per infiniti n};

lim inf A,, indichiamo

i, = 4.

m>1n>m

= {w | Im =m(w) tale che w € A,, Vn > m};
14 funzione caratteristica di A, ossia

1 sexe A
la(z) =
0 sexé¢ A,

B(zg,r) = {x € RY | ||z — x0]| < r} palla euclidea di centro zo € RN e
raggio r > 0;

Hy misura di Hausdorfl N-dimensionale.



Capitolo 1

ELEMENTI DI CALCOLO
DELLA PROBABILITA

In questo capitolo, per completezza di esposizione, richiamiamo alcuni con-
cetti basilari della teoria della probabilita. Dimostriamo il noto Teorema di
Kolmogorov dell’attesa condizionata, che sara il risultato pit importante del

capitolo. Infine introduciamo i processi stocastici e la proprieta di Markov.

1.1 Variabili aleatorie

Definizione 1.1 (Spazio di probabilita). Uno spazio di misura (Q, F, P)
st dice spazio di probabilita se P(Q)=1. In tal caso P viene chiamata misura

di probabilita.

Le funzioni misurabili definite su uno spazio di probabilita vengono chia-
mate variabili aleatorie e saranno indicate con X. Si puo pensare a una vari-
abile aleatoria come al risultato di un esperimento casuale, e alla probabilita

che X prenda valori in un insieme dato A € B(R"), come a
P(X € A) = P{w | X(w) € A} = P(X"}(A)).

Definizione 1.2 (Variabili aleatorie). Sia (2, F, P) uno spazio di proba-

bilita. Una funzione X € mF(Q,RY) si dice variabile aleatoria.

11
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Definizione 1.3 (Legge di una variabile aleatoria). Sia X una variabile

aleatoria. Si chiama legge di X la sequente misura su B(RY) :
px : BRY) — [0,1],

definita da
px(H) = P(X € H), H e B(R"Y).

Osservazione 1.4. Sia X una variabile aleatoria a valori reali. Sia pyx la
sua legge. La funzione
Fx :R — R,

definita da
Fx(c) = ux((—o00,c]) = P(X <¢)=P{w: X(w) <c}), ceR,
gode delle seguenti proprieta:
e F'x e crescente;
e F'x e continua a destra, nel senso che

lim Fy(z) = Fx(a),

z—at

per ogni a reale;

o lim Fx(zr)=0e¢ lim Fx(x)=1.

T——00 T——+00
La funzione F'x viene chiamata funzione di distribuzione di X. La legge ux
e la misura di Lebesgue-Stieltjes (vedi Appendice) relativa a Fy. Infatti,
indichiamo con pp la misura di Lebesgue-Stieltjes associata a Fy. Si ha che,

pera <b
r(Ja,b)) = Fx(b) — Fx(a) = ix (=00, b)) — px (=00, a]) = px((a, b).
Dunque la tesi segue dalla Proposizione A.15, poiché
m(R) = {(-o0,c] s c € R} U{D}

e N-stabile e genera B.



1.1 Variabili aleatorie

Osservazione 1.5. Sia F' una funzione con le proprieta dell’Osservazione
1.4. Allora esiste, ma non e unica, una variabile aleatoria, nello spazio
([0,1], B([0,1]), £), dove L indica la misura di Lebesgue, che ha come funzione

di distribuzione proprio F'.
Dimostrazione. Basta considerare

Xt (w) :=inf{z | F(z) > w},

X (w) :=inf{z | F(z) > w}.

Si dimostra che le due variabili aleatorie hanno F come funzione di dis-
tribuzione e che sono uguali quasi dappertutto. Dimostriamo che X~ ha
proprio F' come funzione di distribuzione. Per X la dimostrazione ¢ analoga.
Dalla definizione di X~ si ha

(w < Fe)) = (X (w) <o)
D’altra parte abbiamo che
(2> X" (w)) = (F(z) =2 w),
ma dalla continuita a destra di F, F(X~(w)) > w, cosi che
(X~ () < ) = (1w < F(X~(2)) < F(0)).

Allora abbiamo ottenuto che (w < F(¢)) < (X~ (w) < ¢), che implica

Dimostriamo ora che X~ e X sono uguali quasi dappertutto.
Dalla definizione di X si ha che

(w < F(c)) = (X" (w) < ¢),
cosi che F(c) < L(XT < ¢). Poiché X~ < X+ & chiaro che

(X~ #x = J{X <qg<X}.
q€Q
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Ma per ogni c reale si ha che
LX <c< X =L{X <} \{XT<c})<F(c)—F(c)=0.
Essendo Q numerabile, si ha la tesi. O

Teorema 1.6. Sia X € mF(Q,RY), e f € mB(RY,R). Indichiamo con px
la legge di X. Allora

foXeL' () P)e fe L'RY, ux),
e in tal caso vale

[ sxyPaw) = [ rnx(a)

Dimostrazione. Per la dimostrazione, utilizziamo una tecnica, chiamata me-
todo standard, utile e molto usata. Questa tecnica si articola in diversi pas-
si di approssimazione: prima si dimostra la validita della tesi per le funzioni
caratteristiche, quindi, sfruttando la linearita dell’integrale, per le funzioni
semplici. Si considerano poi le funzioni misurabili a valori non negativi: esse
sono sempre limite di una successione crescente di funzioni semplici. Aven-
do dimostrato la validita del teorema per le funzioni semplici, applicando il
teorema di Beppo-Levi si ha la tesi anche per le funzioni misurabili a valori
non negativi. Infine si utilizza la scomposizione di ogni funzione misurabile
in parte positiva e parte negativa. Essendo quest’ultime misurabili e a val-
ori non negativi, si utilizza ancora una volta la linearita dell’integrale per
dimostrare la validita del teorema per le funzioni misurabili.

Sia H € B(RY). Posto f = 1 si ha che f(X) ¢ misurabile, in quanto com-
posizione di funzioni misurabili, ma anche limitata in quanto 1z lo ¢. Allora

f(X) € LY(Q, P), poiché
0< / F(X)AP < P(Q) = 1.
Q

Osserviamo che, essendo px una misura di probabilita ed essendo f misura-
bile e limitata, si ha che f € L'(R"Y, ux). Infatti

0< / fdux < pRY) =1.
RN
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Inoltre vale
[ 1) Pldw) = POCE H) = () = [ La(wx(a)
Q R
In altre parole il teorema vale per le funzioni caratteristiche, e quindi il
primo passo e dimostrato. Per linearita dell’integrale vale anche quando f e
semplice. Sia, ora, f € mBT. Sia (¢,) una successione crescente di funzioni
semplici non negative tali che ¢, T f per n — +o0o. Utilizzando il teorema

di Beppo-Levi si ha che
[encorap 1 [ soxjap
Q Q

e si ha anche che

/ ondpx 1 fdpx.
RN

RN
Per I'unicita del limite si ha la tesi per le funzioni misurabili a valori non

negativi. Infine, sia f € L*(RY, u,). Allora f = f* — f~ con ft e f~
sommabili e a valori positivi. Per quanto dimostrato prima, il teorema vale

per fT e per f~. Sfruttando la linearita dell’integrale si ha la tesi. ]

1.2 Valore atteso e indipendenza

In questa sezione illustriamo due concetti fondamentali del calcolo delle prob-
abilita. Nel seguito indicheremo con (€, F, P) uno spazio di probabilita.

Cominciamo con la seguente definizione.

Definizione 1.7 (Evento). Ogni insieme misurabile, cioé ogni elemento di

F, si dice evento.

In altre parole, un evento ¢ un sottoinsieme dei risultati possibili di un es-
perimento casuale di cui si puo calcolare la probabilita. E chiaro che I'unione
e l'intersezione di eventi ¢ ancora un evento, ma anche il complementare di un
evento € un evento. La probabilita dell’'unione di due eventi, e la probabilita
che almeno uno dei due si verifichi, mentre la probabilita dell’intersezione &
la probabilita che si verifichino entrambi. La probabilita del complementare

¢ la probabilita che ’evento non si verifichi.
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Definizione 1.8 (Probabilita condizionata). Sia A € F con P(A) > 0.
La sequente misura di probabilita, P(-|A), definita da

P(A N B)

P(BIA) = =5

BeF,

si dice probabilita condizionata su A.

In altre parole, la probabilita condizionata e la probabilita che B si veri-
fichi dopo che A si e verificato. Due eventi A e B si dicono indipendenti se la
probabilita che B si verifichi non dipende dal verificarsi o meno di A. Diamo

ora la definizione rigorosa. Introduciamo la seguente notazione.

Notazione 1.9. Data X € mF(Q, RY) una variabile aleatoria. Indichi-

amo con o(X) la o — algebra generata da X, precisamente
o(X)=c({X"(B)| B € BR")}).

Chiaramente o(X) C F e o(X) é la pit piccola o — algebra rispetto alla

quale X € misurabile.

Osservazione 1.10. Osserviamo che

Definizione 1.11 (Indipendenza). Si dice che:
o due eventi A e B sono indipendenti se P(AN B) = P(B)P(A);

e due o — algebre, A, B C F si dicono indipendenti se per ogni A € A e
B € B, A e B sono indipendenti;

o due variabili aleatorie X e Y si dicono indipendenti se lo sono o(X) e

o(Y).
Osservazione 1.12. Se A, B € F, con P(A) > 0, allora

A, B sono indipendenti < P(B|A) = P(B).
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Definizione 1.13 (Valore atteso). Sia X € L'(Q, P) una variabile alea-
toria. Il valor atteso di X é definito da:

E(X) ::/QX(w)P(dw).

Osservazione 1.14. Per il Teorema 1.6 abbiamo che

B = [ ().

Notazione 1.15. Sia X una variabile aleatoria in L'(Q), P). Sia A un

evento. Indichiamo con
E(X;A)=FE(X1,4) = / XdP.
A

Proposizione 1.16. Siano X,Y due variabili aleatorie indipendenti, X,Y €
LY, P). Allora XY € L' e vale

E(XY) = E(X)E(Y).

Dimostrazione. Utilizzando il metodo standard (cfr. dimostrazione del Teo-
rema 1.6) ¢ sufficiente considerare il caso in cui X e Y siano funzioni carat-
teristiche. Poniamo X =14eY =15, con Ae B € F. Allora
E(XY) = / 141pdP = P(ANB) = P(A)P(B),
Q

essendo A e B indipendenti. ]

Proposizione 1.17. Siano X € mF(Q,RM) e Y € mF(Q,RN?) due vari-
abili aleatorie reali indipendenti, f € mB(RM RM) e g € mB(RN2, RM),

Allora fo X e goY sono variabili aleatorie indipendenti.

Dimostrazione. La tesi segue immediatamente dal fatto che, essendo f, g €
mB, si ha
o(foX) Co(X),

e analogamente
o(goY) Co(Y).

Essendo per ipotesi, 0(X) e o(Y) indipendenti, si ha la tesi. O
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Proposizione 1.18. Siano X € mF(Q,RY) e Y € mF(Q,RM) due variabili
aleatorie. Sia X € mo(Y). Allora esiste ¢ € mB(RY,RM) tale che X =

(Y).

Dimostrazione. Per il Teorema A.25 e sufficiente considerare il caso N =
1. Inoltre, si puo supporre X € bo(Y). In caso contrario, infatti, basta
considerare la variabile aleatoria arctan(X). Utilizziamo il secondo teorema

di Dynkin. Poniamo
H={Z € bo(Y) | J¢ € bB tale che Z = p(Y)}.

E facile verificare che H soddisfa le ipotesi del secondo teorema di Dynkin. H
e uno spazio vettoriale. Inoltre H contiene la funzione costante 1, e verifica
anche 'ultima proprieta richiesta dal teorema di Dynkin: se (Z,) ¢ una
successione crescente e non negativa di funzioni in H, con limite Z € bB,
allora Z € 'H. Infatti poiché Z, € H abbiamo che Z,, = ¢,(Y), con
©n, € mB. Posto ¢ = sup ¢, si ha che ¢ € mB e inoltre vale

Z 1 Zn=pn(Y) T @(Y).

Per I'unicita del limite si ha che Z = ¢(Y'), e ¢ € bBB. Questo dimostra che
Z € H.

Poiché H contiene le funzioni caratteristiche di elementi di o(Y), per il
teorema di Dynkin si ha

H="bo(Y).

Questo conclude la prova. Il

1.3 Attesa condizionata

Introduciamo il concetto di attesa condizionata. D’ora in poi sara utile con-
siderare una o — algebra come un accumulo di informazioni. Intuitivamente,
I’attesa condizionata esprime il valore piu probabile di una data variabile

aleatoria in base alle informazioni possedute.



1.3 Attesa condizionata

Formuliamo il seguente fondamentale teorema, provato da Kolmogorov
nel 1933.

Teorema 1.19 (Attesa condizionata). Sia X € L'(Q, P) e sia G una

o — algebra contenuta in F. Allora esiste una variabile aleatoria Y tale che:
1. Y € mG;
2. YelLYQP);

3. per ogni G € G si ha

/YdP:/XdP.
G G

Inoltre se Z € una variabile aleatoria con le proprieta 1. 2. 3., allora Z=Y
quasi sicuramente, cioe P(Y=Z)=1. Una variabile aleatoria con le proprieta
1. 2. 3. si chiama versione dell’attesa condizionata di X su G e si indica
con E(X|G).

Diamo due dimostrazioni del precedente teorema: la prima e diretta

conseguenza del Teorema di Lebesgue-Nikodym-Radon.

Dimostrazione. Per la linearita dell'integrale, ¢ sufficiente considerare il caso
X > 0. Poniamo
v(G) = / XdP, Geg.
€]

Verifichiamo che v & una misura definita su G.
Si ha che v(0) = 0. Sia ora (A,) € G una successione in G di insiemi
disgiunti. Abbiamo che
v(J An) = / XdP=>" [ X(w)dP =Y v(A,).
n>1 Up>1 An n>1 Y An n>1
Chiaramente v e P-assolutamente continua.
Allora, per il teorema di Lebesgue-Nikodym-Radon, esiste un’unica funzione

Y € mg, che appartiene a L'(£2, P) tale che

/G YdP = v(G) = /G XdP.

per ogni G € G. O
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Forniamo un’altra dimostrazione del teorema, basata sul fatto che, come
vedremo, nel caso particolare in cui X € L?(f, P), lattesa condizionata di
X su G, E(X]|G), coincide con la proiezione di X sullo spazio delle variabili

aleatorie G-misurabili e di quadrato sommabile.

Proposizione 1.20. Sia X € L*(Q,P), ¢ G una o — algebra contenuta
in F. Consideriamo lo spazio di Hilbert L*(F) delle funzioni F-misurabili
di quadrato sommabile. In questo caso, lattesa condizionata E(X|G) ¢é la
proiezione di X su L*(G). In termini probabilistici, E(X|G) ¢ la variabile

aleatoria che minimizza l'errore quadratico medio E(|X — Y [?).

Dimostrazione. Essendo L*(G) un sottospazio chiuso di L?(F), per il Teore-

ma della proiezione ortogonale, esiste ed e unica la variabile aleatoria Y in
L?(G) tale che

E(X —Y[") =inf{E(|X - W[") | W € L*()},
e inoltre
per ogni Z € L?*(G). Ora, posto Z = 1¢ € L*(G), per G € G, da (1.1) si ha
che
E(Y;G) = E(X;G).

Allora Y ¢ una versione dell’attesa condizionata di X su G. O

Questa proposizione dimostra l’esistenza e 'unicita dell’attesa condizio-
nata nel caso in cui X € L*(F). Tllustriamo ora una proprieta dell’attesa

condizionata.

Osservazione 1.21 (Positivitd). Sia X € L?(F), X > 0 una variabile
aleatoria. Allora E(X|G) > 0.

Dimostrazione. Sia 7Z una versione dell’attesa condizionata di X su G. Sup-
poniamo, per assurdo che che P(Z < 0) > 0. Allora per qualche n, 'insieme
W ={Z < —n~'} € G e ha probabilita positiva. Allora abbiamo che

0< BE(X;W)=EZ,W)<-n"'PW) <0,
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e cio e un assurdo. O]

Siamo ora in grado di fornire una dimostrazione alternativa del Teorema
1.19.

Dimostrazione. (del Teorema 1.19). Sia X € L!'(F). Per la linearita del-
I'integrale, possiamo supporre X > (0. Esiste una successione crescente di
funzione semplici non negative (X,,) che convergono a X. Per ogni n € N, si
ha che X,, € L2 e quindi, per la Proposizione 1.20, esiste Y,, versione del-
lattesa condizionata F(X,|G). Per I'Osservazione 1.21, abbiamo che Y,, > 0,

e (Y,) € una successione monotona crescente e convergente a
Y =supV,.

con Y € mgG. Utilizzando il Teorema di Beppo-Levi e sfruttando I'unicita
del limite, abbiamo che

E(Y:G) = BE(X;G)

per ogni G € G. Dunque Y ¢ una versione dell’attesa condizionata E(X|G).
Rimane da dimostrare 'unicita di Y.

Supponiamo per assurdo che Z sia un’altra versione dell’attesa condizionata
tale che P(Y > Z) > 0. Poiché (Y > Z) = J,>1(Y —Z > n7"'), esiste
n € N, tale che P(Y — Z > n~') > 0. Inoltre (Y — Z > n~!) € G perché
Y, Z € G. Allora

EY ~-2Z;Y ~Z>nH>n'PY~-Z>n") >0,

che & un assurdo, poiché per linearita abbiamo che E(Y — Z|G) = 0 per ogni
G e g. O

Osservazione 1.22. Come anticipato all'inzio della sezione, 'attesa con-
dizionata esprime il valore piu prevedibile della variabile aleatoria X, con
tutte le informazioni che si hanno a conoscenza. E’ utile, infatti, pensare alla
o — algebra G come ad un accumulo di informazioni disponibili. T prossimi

due esempi ci aiutano a capire meglio questa interpretazione.



22

1. ELEMENTI DI CALCOLO DELLA PROBABILITA

Esempio 1.23. Se X € mG N L', allora F(X|G) = X. Possiamo dare
la seguente interpretazione: se X € misurabile rispetto a G significa che

sappiamo tutto di X, e quindi il valore piu prevedibile di X e X stesso.

Esempio 1.24. Se X ¢ indipendente da G, cioe¢ se G e o(X) sono o —algebre
indipendenti, allora per la Proposizione 1.16, si ha F(X|G) = E(X). In
altri termini, le informazioni contenute in G non sono utili per determinare

il valore piu prevedibile della X.

Notazione 1.25. Siano A€ F e G C F. Si pone
P(A|F) = E(14]G).

Analogamente, dati X € L'Y(Q,P), A € F e Y una variabile aleatoria, si

pone
E(X]Y) = E(X|o(Y)),

P(AY) = E(14lo(Y)).

Dimostriamo, ora, alcune proprieta dell’attesa condizionata, che saranno

molto utili in seguito.

Teorema 1.26 (Proprieta dell’attesa condizionata). Siano XY €
LY, P). Siano GeH o-algebre contenute in F. Allora:

1. (linearita) per ogni a e b costanti reali
E(aX +bY|G) = aE(X|G) + bE(Y|G);
2. (positivita) se X > 0 allora E(X|G) > 0;

3. (monotonia) se X <Y allora E(X|G) < E(Y|G);

4. (convergenza monotona) se (X,) € una successione crescente di vari-

abili aleatorie non negative e convergenti a X, allora

E(Xn|G) T E(X]G);
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5. (proprieta della torre) se G CH allora

E(X]G) = E(E(X|G)[H) = E(E(X|R)|9);

6. seY € bG allora E(XY|G) =Y E(X|9);
7. BE(E(X]|G)) = E(X).

Dimostrazione. la (1) e la (7) sono banali.

La (2) 'abbiamo dimostrata nell’'Osservazione 1.21.

Dimostriamo ora la (3). Per la positivita appena dimostrata, abbiamo che,
se X <Y, allora E(Y — X|G) > 0. Per linearita abbiamo

E(Y - X|9) = E(Y|9) - E(X9),

e questo dimostra la monotonia.

Dimostriamo ora la (4). Per la (2) abbiamo che (F(X,|G)) € una successione
crescente di variabili aleatorie non negative. Sia Y = sup E(X,|G). Certa-
mente Y e misurabile rispetto a G e inoltre, utilizzando Beppo-Levi, si ha

che per ogni G € G

/GXdP 1 /GXndP:/GE(Xn|g)dP 1 /GYdP

dove i limiti sono da intendersi per n — +o0o. Per 'unicita del limite si ha
Y = E(X|G).

Proviamo ora la (5).

La prima uguaglianza ¢ banale in quanto E(X|G) € mH. Inoltre essendo
E(E(X|H)|G) € mg e si ha che

/E(E(X|H)|g)dP:/E(XlH)dP:/XdP:/E(X|g)dP,
G G G G
per ogni G € G C 'H. Dunque

E(E(X[H)|G) = E(X]|G).
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Per dimostrare la (6) si procede con il metodo standard. Possiamo assume
X >0.SeY =1gcon G €@, allorasi ha YE(X|G) € mG e

/YE(X|g)dP:/ E(X|G)dP = XdP:/ XYdP.
H HNG HNG H

Essendo cio valido per ogni G € G, si ha che
YE(X|G) = E(XY|G).

Avendo dimostrato la proprieta per le funzioni caratteristiche, si procede
con il metodo standard per dimostrarne la validita per ogni Y limitata e
misurabile rispetto a G, utilizzando la proprieta di convergenza monotona
precedentemente dimostrata.

O

1.4 Processi stocastici e proprieta di Markov

Introduciamo ora la nozione di processo stocastico. E un modello matematico
di un fenomeno aleatorio che si evolve nel tempo. Nel seguito, indicheremo

con (€, F, ) uno spazio di probabilita.

Definizione 1.27 (Processo stocastico). Una famiglia (Xi)icpo 40| di

variabili aleatorie a valori in RN si dice processo stocastico.

Definizione 1.28 (Filtrazione). Una famiglia (F;)i>o crescente di o—alge-
bre contenute in F si chiama filtrazione associata a F. Un processo stocastico

(Xt)i>0, st dice adattato a (Fy)io se X¢ € mF; per ogni t > 0.
Esempio 1.29. Sia (X;) un processo stocastico. Poniamo
F=0X,|0<s<t):=c({X;'(H)|H € Bes € [0,t]});

Fl=0(X,|s>t)=c({X;'(H)|H € Bes € [t,+oo[}).

Si ha che F? & la pilt piccola filtrazione rispetto alla quale (X;) ¢ adattato

e viene anche chiamata filtrazione naturale associata a (X3).
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Interpretando una o — algebra come un accumulo di informazioni, Fy, rapp-
resenta le informazioni possedute fino al tempo t, spesso chiamate “passato”,

mentre F;' rappresenta il “futuro”.
Osservazione 1.30. Sia (F;) una filtrazione, allora mF; C mF,; per s < t.
Formuliamo ora la proprieta di Markov.

Definizione 1.31 (Proprieta di Markov). Sia (X;) un processo stocastico
adattato alla filtrazione (F;). Si dice che (Xy) soddisfa la proprieta di Markov
se

E(f(Xepn)|Fr) = E(f(Xeqn)| X0), Vf € DB et,h > 0. (1.2)

Il prossimo teorema fornisce alcune versioni equivalenti della proprieta
di Markov. In altri termini, un processo stocastico verifica la proprieta di

Markov se verifica una delle seguenti condizioni.

Teorema 1.32. Sia (X;) un processo stocastico adattato alla filtrazione (F).

La proprieta di Markov é equivalente ad ognuna delle sequenti:
1. P(A|F!) = P(A|X;) per ogni A € Fy et > 0;

2. P(A N B|X;) = P(A|X;)P(B|X;) per ogni A € FeB € F} et >0;

Co

. P(B|F;) = P(B|X;) per ogni B € F} et >0;
4. E(Y|F,) = E(Y|X;) per ogni Y € bF};
5. E(f(Xern)|Fe) = E(f(Xein)|Xy) per ogni f € Co(RY) e t,h > 0.

Dimostrazione. Dimostriamo prima I'equivalenza tra la (2) e la (3). Tra la
(1) e la (3) si fa allo stesso modo.
Dimostiamo che (3) = (2). Utilizzando le proprieta dell’attesa condizionata,

si ha che
P(A N B|X;) = E(1415|X;) = E(E(1415|F)|X),
poiché o(X;) C F,. Ora poiché 14 € mF; si ha

E(E(141p|F)|X:) = E(LAaE(1p]|F:)| Xy).
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Ma per ipotesi
E(1p|F) = E(1s]X),

e allora

E(LAE(15|F)|X,) = E(L.E(15X,)| X,).

Sfruttando ancora il fatto che E(15|X;) € mJF; si ha che

E(LAE(15X,)|X,) = E(14|X,)E(15]X,) = P(A|X,)P(B|X,).

Dimostriamo ora che (2) = (3). Essendo P(B|X;) € mJF;, basta provare
che, per ogni A € F, si ha

E(14P(B|X;)) = P(AN B).
Utilizzando le proprieta dell’attesa condizionata si ha che
E(L1P(B|X,)) = E(E(LuP(B|X,)|X,) = E(P(BIX,)P(A]X,),
poiché P(B|X;) € mF;. Utilizzando ora I'ipotesi si ha che
E(P(B|X};)P(A|X,)) = E(P(A N B|X})) = P(ANB).

Abbiamo cosi dimostrato che le prime tre sono equivalenti tra loro.
L’equivalenza tra la (3) e la (4) si prova con il metodo standard.
Dimostriamo ora l’equivalenza tra la (1.2) e la (5).

Chiaramente la (1.2) = (5), poiché se f € C allora f(X;) € bB.

Proviamo ora che (5) = (1.2).

Basta provare il tutto nel caso N = 1. Utilizziamo il secondo teorema di

Dynkin. Poniamo
H=A{f € bB| E(f(Xs|F)) = E(f(Xs| X)) per 0 <t < s}.

Per le proprieta dell’attesa condizionata, H verifica le ipotesi del secondo
teorema di Dynkin. Indichiamo con £ la topologia euclidea. Essa ¢ N-stabile

e 0(€) = B. Rimane da provare che 1y € H per ogni H € £.
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Sia He &. Allora esiste (f,), successione crescente di funzioni in Cy, con
fn = 0, convergenti alla funzione caratteristica di H. Infatti, basta considerare

la successione

d(z,0H)

OB e H,
Ty dw,oH)

fa(x) =
0 sexr ¢ H.

dove d(z,0H) indica la funzione distanza di z al bordo di H, ovvero la
funzione

v — inf{d(z,y), y € OH}.

Poiché per le f, vale il teorema per ipotesi, utilizziamo la proprieta di

convergenza monotona dell’attesa condizionata. Si ha che

E(fn(XH—h‘JTt» = E(fn(Xt+h|Xt))

ma il primo membro converge a F(1g|F;), mentre il secondo membro con-
verge a F(1y4|X;). Per 'unicita del limite si ha che 15 € £. Dunque H = bB5.
Dimostriamo ora I'equivalenza tra la (4) e la proprieta di Markov espressa
dalla (1.2).

Prima di dimostrare questa equivalenza e necessario dimostrare due lemmi

di carattere generale che ci serviranno anche in seguito.
Lemma 1.33. Per ognit > 0
S ={((X,, € H)) |t < s1<..<s, Hj € B},
j=1
¢ un semianello che genera F}. Analogamente
S={[X,, €H)) |0<s1<...<s, <t H € B},
j=1

¢ un semianello che genera F}.

Dimostrazione. Dimostriamo solo la prima parte, la seconda si fa in modo

analogo. Per semplicita useremo le seguenti notazioni:

T = (81,82, ., 8n), t < 81 < ... < Sy,
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H=H) x Hy x ... x H, € BR"").

Allora abbiamo

ﬂ (X, € Hj) = (X, € H).
Notiamo che dati A e B € X}, esistono 7, H' H" tali che
A={X, eH} B={X, eH'}.

Con questa osservazione, ¢ semplice verificare che 3} ¢ un semianello e che
o(3}) = FL ]

Lemma 1.34. Supponiamo che valga la proprieta di Markov espressa dalla
(1.2). Allora si ha:

E(H ( Sj |‘Ft - Hfj Sj |Xt
j=1

per ogni f; € bB, perj=1,...,n, et <51 < .. <S5,

Dimostrazione. Per induzione su n. Per n = 1 otteniamo la (1.2). Supposta
vera per n, proviamola la validita della formula per n + 1. Siccome F; C F,

per t < s, abbiamo che

n+1 n+1
Hfj DIF) = EE(] (X)) F)IF).
J=1

Sfruttando il fatto che [[7_, fj(X;;) € mF,, si ha che

n+1 n

E(H fy(ij)|~7:sn)|JT;f) = E(H fj(ij)E(fn+1(Xsn+1)|~7:sn)|~7:t)'

Jj=1

Ora, per ipotesi, si ha che

E(an(Xan)lfsn) = E(fn+1(Xsn+1)|Xsn) € bo(Xs,),

allora per il Proposizione 1.18 esiste g € bB tale che

E(fnr1 (X, )1 Xs) = 9(Xs,).
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Quindi, posto fn = gf, applichiamo 'ipotesi induttiva e otteniamo

Hfj s] fn+1( 5n+1)|f3n)

F) =

Hfj 5)9(Xs,)|F)

n

— B[] £(x.)9(x.,)1X)

=1

Hfj sj fn+1( sn+1)|fsn)‘Xt>7

da culi la tesi. O]

Siamo ora in grado di terminare la dimostrazione del Teorema 1.32.
Ricordiamo che dobbiamo provare 'equivalenza tra la (4) e la proprieta
di Markov espressa dalla (1.2).
Proviamo prima che (1.2) = (4).
Utilizziamo ancora una volta il secondo teorema di Dynkin e i due precedenti

lemmi. Poniamo
H={Y € bF | E(Y|F)=E(Y|X})}.

Ancora una volta,H verifica le ipotesi del secondo teorema di Dynkin, per le

proprieta dell’attesa condizionata. Verifichiamo che
14 € ' H

per ogni A€ X! . Essendo, per il Lemma 1.33, X! stabile rispetto all’inter-
sezione e o(X}) = F}, ne verra H = bF}. Ora, sia A€ Y, allora A & del
tipo

n

A= X, €H)).

J=1
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Dunque la funzione caratteristica su A si scrivera:

La=[]1n, (X))
j=1

Utilizzando il Lemma 1.34, si ha che 14 € H.
Chiaramente (4) = (1.2).

Questo conclude la prova del Teorema 1.32 O



Capitolo 2

MOTO BROWNIANO

In questo capitolo definiamo le misure di Gauss e enunciamo, senza di-
mostrarlo, il Teorema di estensione di Kolmogorov. Introduciamo, il moto
Browniano e proviamo alcune sue proprieta fondamentali, tra cui le proprieta

di Markov debole e forte.

2.1 Misure di Gauss

Indichiamo con I' la soluzione fondamentale dell’operatore del calore %A — 0

in ]0, +oo[xRY con polo nell’origine:

1 ||95||2> N
I'(t,z) = —— ex - — erx € Rt >0. 2.1
(t,2) (27rt)%v p( 2t P (21)

Ricordiamo alcune semplici proprieta di I'.

31
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Proposizione 2.1. Per ogni x € RN et,s >0 si ha:

W) [ Tty =1
(2) /RN yl'(t, x —y)dy = x;
) [Ty = Nt

(4) (proprieta di duplicazione)/ Dtz —y)'(s,y)dy =T(t+ s, ).
RN

Dimostrazione. Dimostriamo la (1): (facendo il cambiamento di variabile

Y
),
1 2
L(t,y)dy = — exp(—||z[|") dz
RN 2 RN

NeT
= 7:]; (/Rexp(—ﬁ)ds)]v =1

=

Dimostriamo la (2).

Osserviamo che

/RN yI'(t,z — y)dy = /RN 2Ltz —y)dy + /RN(y — 2)T(t, z — y)dy

ma il secondo integrale ¢ nullo, essendo 'integrando il prodotto di una fun-
zione pari con una dispari. Dunque per la (1) si ha la tesi.

Dimostriamo la (3).

Abbiamo N
[ IPr.y = ajay §j/’ .

Ragionando su ogni termine della sommatoria, si ha

1 —23 1 —2?
22T(t, 2)dz = - /z2 exp(—=2)dz; - /ex —)dz;.
/RN iTt:2) (2rt)z Jr p( 2t ) jH (2mt)2 Jr P 2t )

]




2.1 Misure di Gauss

Abbiamo che

1 —2
| | T /exp(—zz Ydz; =1,
(2mt)z Jr 2t

i#]
mentre, facendo il cambiamento di variabile p = )1 , si ha che
t)2
! / 22 exp(_—?)dz» = L275 p?exp(—p*)dp =t
2rt)z Jr ot 77 ok

Per dimostrare I'ultima uguaglianza si deve integrare per parti.
Dimostriamo la (4).

Fissato s > 0, consideriamo le funzioni

e t) = [ itz = p)l(s. )

(t,x) = T(t+s,z).
Esse sono soluzione del problema di Cauchy:

sAu—0du =0 in ]0, +-00[xRY
u(0, ) =T(s,z) perxeRY

La tesi segue da un noto teorema di unicita della soluzione del problema di

Cauchy per 'operatore del calore. ]

Definizione 2.2 (Misura di Gauss). Siano x € RY et > 0. La misura
di Gauss p (t,r,-) ¢ definita su B(RY) da

/ ['(t,x —y)dy set >0,
p(t7$aH) - "
0. (H) set =0,
per ogni H € B(RY).

Notazione 2.3. Indichiamo con d, la delta di Dirac centrata in x, cioé

la misura definita sui borelliani di B(RY) da:

5,(H) = 1 sex € H,
’ 0 sex ¢ H.
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Osservazione 2.4. In base alla (1) della Proprosizione 2.1, p (¢, z,-) & una
misura di probabilita su B(RY).

Osservazione 2.5. Osserviamo anche che, per ogni # € RY, t > 0 e per
ogni H € B(RY), vale

p(ta, H) = (L) * 1u)(z)

dove * indica il prodotto convoluzione.

Introduciamo, ora, la nozione di misura di Gauss generalizzata che inter-

verra nella definizione e costruzione del moto Browniano.

Definizione 2.6 (Misura di Gauss generalizzata). Per ogni z € RY, n

e N, 0<t <ty <...<ty, poniamo

p(tl,...,tn,x,Hl,...,Hn):/ / p(ty, z,dyr)p (ta — t1,y1,dys) . ..
Hl n

p (tn - tn—lv Yn—1, dyn)a
(2.2)

per ogni Hy, ..., H, € B(RY).
La famiglia di misure

{p(ty,.. . ty,x,) | z€RY, 0<t; <...<t,, necN}

costituisce una famiglia consistente di distribuzioni finito-dimensio-

nale, nel senso che gode della seguente proprieta: se

{tl, AN ,tn} = {817 .. .,Sn_l,t]‘}
per un certo j, 1 < 5 < n, allora

p(Sl,...7Sn_1,$7H17...,Hn_1) :p(tl,...,tn,I,Hl X X Hj—l XRNX
X oo X Hn—l)a

per ogni Hy,..., H, 1 € B(RY). Cio ¢ conseguenza immediata della propri-

eta di duplicazione di I' (cfr. (4) della Proposizione 2.1).
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Teorema 2.7 (di estensione di Kolmogorov). Sia
{Mt17_._7tn | O S tl < ... < tny n e N},

una famiglia consistente di distribuziont finito-dimensionale. Allora esiste
uno spazio di probabilita (Q, F, P) e un processo stocastico (X;) su 2, tale

che

Mt17...7tn(H1 X ... X Hn> = P(th < Hl, e ,th & Hn),

perogni 0 <t; <...<t,,neNeH,...,H, €B.

2.2 Moto Browniano

Un moto Browniano ¢ un modello probabilistico del moto caotico di una

particella nello spazio. In generale, possiamo dare la seguente definizione.

Definizione 2.8 (Moto Browniano). Un processo stocastico a valori in

RV, (X4)te(0,400[; ST dice un moto Browniano se:

1. se 0 <ty <ty < ...<t, allora X3y, Xy, — Xy, -, Xy, — Xy,

variabili aleatorie indipendenti;

, sono

2. ses,t >0, allora
P((Xp4s — Xi) € H)=p(s,0, H)
per ogni H € B(RY);
3. con probabilita 1, la traiettoria t — X; e continua.

La prima condizione esprime il fatto che il moto ha gli incrementi in-
dipendenti. La seconda che gli incrementi X, ; — X; hanno una distribuzione
N-dimensionale normale, con media zero e varianza sI. L’ultima condizione
si spiega da sola.

La questione dell’esistenza di un moto Browniano ¢ stata indagata e risolta

in modi essenzialmente differenti da molti autori. Esistono dunque diverse



36

2. MOTO BROWNIANO

realizzazioni del moto Browniano, ossia diversi spazi di probabilita su cui
¢ possibile definire un processo stocastico con le proprieta (1), (2),(3) della
Definizione 2.8.

In questo paragrafo, forniamo la cosiddetta realizzazione canonica del moto
Browniano: costruiamo quindi esplicitamente un particolare spazio di prob-
abilita con un moto Browniano a cui sempre ci riferiremo nel seguito.

Precisamente consideriamo
Q = C([0, +oo[; RY),

la famiglia delle curve continue in RV,
Definiamo
X, Q—=RY, X,(w)=uwt), t>0,

F = O'(Xt,t Z 0)
Vale il seguente teorema.

Teorema 2.9. Per ogni v € RY, esiste un’unica misura di probabilita P*
su (2, F), tale che, per ogni 0 < t; < ty < ... < t, e Hy,...,H, € B(RY),
n € N, vale

Px(Xl € Hy,..., X, EHn> :p(tl,...,tn,x,Hl,...,Hn). (23)

(cfr. wvedi (2.2)). Inoltre, il processo stocastico (X;)i>o € un moto Brown-
iano su (Q,F, P*). Lo spazio (Q,F,P* (X)) é comunemente detto real-
izzazione canonica del moto Browniano N-dimensionale di punto

iniziale x o anche spazio di Wiener.

Osservazione 2.10. Dalla (2.3) ¢ immediato ricavare che

Dimostrazione. Sia
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Il Teorema 2.7 di estensione di Kolmogorov garantisce che possiamo definire
su uno spazio di probabilita (Q,F, P) una famiglia di variabili aleatorie
(Xt)teq, tale che vale la (2.3). Per estendere (X;) a un processo definito
su [0, +o00[, mostreremo che con probabilita 1, la funzione t — X; ¢ local-
mente uniformemente continua su Q2 N[0, 7], per ogni 7' < 400. Per provare
questo risultato, & sufficiente mostrare che ogni componente di (X;) & uni-
formemente continua su Q2 N[0, T], cosl possiamo supporre, senza perdita di
generalita, N =1 e T = 1. La chiave per provare cio e conseguenza del fatto
che:

B(IX[) = 2E(1X, ). (2.4)

Questo risultato fu provato da Kolmogorov. Siano vy < }1, e d > 0. Indichiamo
con
C = E(X[") < +o0.

Osservando che, per la disuguaglianza di Chebyshev,
a*P(|X] > a) < E(IX|Y),

si ha che

P[IX(j27) — X(i27™)| > ((j —9)27™")Y per 0 < i < j < 2", j —i < 27
<3G =92 E(IX (2T - X (@27

dove la somma ¢ estesa alle coppie (i, j) tali che
0<i<j<2m j—i<2m.
Per la (2.4), otteniamo

<CY ((G i)y,
S C2n2n6(2n52—n>—47+2,

poiché ci sono 2" scelte per i, (0 < i < 2"),0 < j—i < 2. 1l lato
destro della disuguaglianza ¢ C27"¢, dove ¢ = (1 — 0)(2 — 4v) — (1 + 9).
Poiché ~ < i, (2 — 47) > 1, prendendo § abbastanza piccolo, si ha e > 0 e
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227" < o0o. Cosi il lemma di Borel-Cantelli implica che per quasi tutti gli

w esiste N, dipendente solo da w, tale che, per ogni n > N si ha:
[X(27") = X (@27 < ((y —9)27") (2.5)

per ogni 0 < i < j < 2" tale che j — 4 < 2™,
Dimostriamo ora che la (2.5) implica che X;(w) ¢ uniformemente continua
su QN [0,1]. Siano ¢,7 € Q2N 1[0,1] con 0 < r — ¢ < 27K01=9 prendendo
m > K si ha

o=(mH)(1=0) < o _ ¢ < 9=m(1=0)

?

considerando

g=i27" -2 9

=22 4 427

dovem < ¢ <...<qem<mr <...<r. Ora, r —q < 2709 cosi
(i —j) < 2™, segue, dalla scelta di m, che

| X(27™) — X (527™) < ((2m0)27™)7,

Per stimare | X (¢) — X (127™)| usiamo la disuguaglianza triangolare e la (2.5).
Si ha

[X(g) = X@™)| <y )< 3 7)) =02
[X(g) = X2l < 3 7)) =2,

Combinando le ultime tre disuguaglianze, otteniamo che
X (g) = X (r)| < €21 < Ctr — g,

poiché 27m01=9) < 2193 4| Allora le traiettorie browniane sono Holderiane

di esponente 7.
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Infine, con probabilita 1, il processo X; inizialmente definito per ¢ € ()5 ha

un’unica estensione continua su [0, +o00[, cioe la funzione
t— Xt(w)

¢ continua su [0, +0o0.

Questo ¢ il nostro moto browniano.

Proviamo, ora, che (X;) ¢ effettivamente un moto Browniano, cioé che sono
soddisfatte le tre proprieta della Definizione 2.8. Iniziamo provando che (X;)
ha gli incrementi stazionari, ossia che V¢, > 0 si ha che X; ., — X; e X, — X
hanno la stessa P*-distribuzione. Per t = 0 e r = 0 e ovvio. Siano allora

t,r > 0. Per ogni H € B, si ha:

Po((Xiyy — X)) € H) = /

RN

/RN (s — 20)T(t 21 — 7)

L(r,zg — x1)daz1das =

(facendo il cambiamento di variabili y; = x1,y2 = x9 — x7)

=/ /F(t,yl—w)F(T,yg)dyldyz
RN JH

= / L (7, yo)dys.
H

D’altra parte osserviamo che

P*((X,—Xo) € H)=P*(X, € (H+x))

= / D(r,zy — x)day
H+x

(facendo il cambiamento di variabile y = x; — x)

_ /Hr(r, y)dy = PU(X, € H),

da cul la tesi.

Proviamo ora che (X;) ha gli incrementi indipendenti, ossia che per ogni
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0<t <t <...<ty, sihache Xy, —X,,...,X;, —X;, , sono variabili

aleatorie indipendenti. Dobbiamo provare che per ogni Hy,..., H, € B vale
m Xt = HJ)) = Hpm<<th B thﬂ) S Hj)-
: j:l

Osserviamo anzitutto che, poiché gli incrementi sono stazionari, abbiamo

[[P(x, —x,.) € Hy) = [[P"(Xi,—,_, € (Hj+1))
j=1 j=1

= HPO(th*tjA € Hj)'
D’altra parte si ha

Pr((\((Xy, = Xi,_,) € Hy))
7j=1

/ / HlH — Tj— 1)p(t0,:c,d:c1)F(t1 —t0,$2—$1)...
RN RN

F<tn - Zfnfla Ly — xnfl)

=/ / / p (to, z, dyo)T'(t1 — to,v1) ... T'(tn — tu—1,9n)
RN J Hy n

:H/H p(t; —tj-1,0,dy;).
j=1/H;

da cui si ha la tesi.
La terza condizione, ossia che la traiettoria browniana t — w(t) con proba-

bilita 1 e continua, e soddisfatta per costruzione. O

Osservazione 2.11. Siano 0 < #; < ... < t, esia f € bB(R"). Allora,

per il Teorema 1.6 si ha

Ex(f(th,...,th / f T1y...,T ) (tl,ZE dl’1>
RN RN
(tn - tn 1, Tn— 1,d$n)

(2.6)
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Dalle proprieta della funzione I' ricaviamo alcune semplici proprieta del

moto Browniano.

Proposizione 2.12. Per ogni x € RN ¢ 0 < s <t vale:

(1) E*(Xy) = =;
(2) E*(|X¢—af?) = Nt;
(3) E(|Xi— Xi[*) = N(t — s).
Dimostrazione. Osserviamo che la (1) segue immediatamente dalla (2) della

Proposizione 2.1. Stesso discorso per la (3), che segue immediatamente della

(4) della Proposizione 2.1. La (3) segue dalla proprieta di duplicazione. [

Osservazione 2.13. La proprieta (1), esprime il fatto che la posizione piu
probabile in cui si trova la particella al tempo t e proprio il punto di partenza.
La (2) ci dice che il quadrato della distanza dal punto in cui si trova la

particella e la sua posizione piu probabile varia linearmente con t.
Osservazione 2.14. Sia f € bB. Allora
u(z,t) = E*(f(X3)) (2.7)
e soluzione classica del problema di Cauchy
(%A —0)u=0 in RYx]0,+oo],
u(z,0) = f(z) perz € RN,

Dimostrazione. B chiaro che f(X,) € bF C L'(Q, P*) per ogni z € RV
Inoltre vale, per t > 0,

u(a t) = B*(f(X,)) = / J(X,)dP?
= Rnf(y)p(t,x,dy)

= (I(t,-) * f)(=).
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Per il dato al bordo, si ha

u(z,0) = E*(f(Xo0)) = | f(y)du(dy) = f(x).

RN

Proposizione 2.15. Sia Y € (), zn L'(Q, P*). Allora vale

r— E*(Y) = /QYP"” c mB(R™Y).

Dimostrazione. Ricordiamo che il semianello

S ={((X, €H)j)|Hj € BO<t; <..<t, n€cN}

Jj=1

genera JF. Dimostriamo, per prima cosa, che il teorema vale per A =
X, '(H), H € B. Abbiamo che

xr+— P*(A) = /]RN 1u(y)p (t,z,dy) € bB.

Ora, se A= (X3, € H))N(Xy, € Hs), con t; < ty, abbiamo che

Pm(A) :/ / p(tg—tl,dfl,dffg)p(t1717,d$1).
Hy J Ha
Ma per quanto dimostrato sopra abbiamo che
/ p(ty — t1, 21, dxe) = f(21) € bB,
Ho
e applicando il teorema di Tonelli abbiamo
Pr(A) = f(z1)p (tr, T, dxy).
H,

Allora abbiamo ottenuto che P*(A) € bB. Continuando in questa maniera,
si dimostra che P*(A) € bB per un generico elemento A € ¥. A questo
punto applicando il secondo teorema di Dynkin, si ha la tesi per ogni Y € bF.
Si prosegue con il metodo standard per dimostrare la validita del teorema
per Y € L' O
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Osservazione 2.16. In particolare evidenziamo il fatto che, per ogni t > 0,
si ha che
febB=x— E*(f(Xy) € bB,

ma essendo anche la soluzione del problema di Cauchy, si ha che
r— E*(f(X;)) € C™.

Dimostriamo ora che le componenti di un moto Browniano sono variabili
aleatorie indipendenti. Facciamo sola la dimostrazione nel caso N = 2 per

comodita.

Proposizione 2.17. Sia (X;) = (X}, X?) un moto Browniano in R*. Per

ogni t >0, le variabili aleatorie X}, X? sono indipendenti.

Dimostrazione. Siano H, K € B. Per dimostrare che X}, X? sono indipen-

denti, basta mostrare che
P(X},X?) € Hx K)=P(X} € HP(X? € K).

Osserviamo che il primo membro dell'uguaglianza sopra e

2
/ (z,t)dz / / vty Ydady
HxK 27rt 2t

2
Y
// 51 OXP )exp( 27j)d:cdy

/ﬁexp o [ oD

Questo conclude la prova. ]

Concludiamo questa sezione dimostrando che la proiezione di un moto

Browniano ¢ un moto Browniano.

Teorema 2.18. Sia X; = (X}, ..., X¥) un moto Browniano in RY. Per ogni
k=1,...,N, sia XF la proiezione sull’asse k-esimo. Allora XF ¢ ancora un

moto Browniano in R.
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Dimostrazione. Basta provare che X} ha distribuzione normale, cio¢, per

ogni borelliano H si ha che

Pr Xl H) = 1 _||$_y||2 d
(X, € H)= [ (27t)2 exp(— o —)dy.
H

Ma cio ¢ conseguenza immediata del fatto che

P*(X} € H) =P*(X} € H X, € R,...,X;, €R)
://.../F(x—y,t)dy.
HJR R

Pit in generale, ma la dimostrazione ¢ analoga alla precedente, si puo

]

dare il seguente teorema.

Teorema 2.19. Sia X; = (X},..., X) un moto Browniano in RN e

{k’l,...,kr} Q {tl,...,tn}.

Allora

Xt:(thv"'vthr)

e un moto Browniano in R".

2.3 Proprieta di Markov del moto Browniano

In questo paragrafo dimostriamo che il moto Browniano gode della proprieta
di Markov relativamente alla filtrazione (F;):>o definita nel modo seguente.

Siano anzitutto
F=o0({X,]0<s<t}),

Fi =o({X.|s>1}),

le filtrazioni naturali associate a (X;). Per motivi che risulteranno evidenti

nel prossimo paragrafo, ¢ conveniente “completare” la filtrazione (F?) in
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modo che verifichi le cosiddette “ipotesi usuali”.

Piu precisamente consideriamo la famiglia degli eventi trascurabili
N={E € F|PE)=0,Vr € RV},

e poniamo, per t > 0,
Fi=o(FUN),

dove

=N
s>t

La filtrazione (F;) ha le seguenti proprieta:

1. (F)i>0 ¢ continua a destra, nel senso che

N7 = (o(FuN)

s>t s>t

= ﬂﬂa(ﬂou/\/)

s>tr>s

= ﬂa(}"soUJ\/')

s>t
= o(FFUN)=F

2. JF; contiene gli eventi trascurabili, per ogni ¢ > 0.

Proviamo che (X;) gode della proprieta di Markov relativamente a (F;),
o in altri termini che X;,s — X, per s > 0, ¢ indipendente da cio che e
accaduto fino al tempo t. Questa e la piu chiara espressione della proprieta
di Markov per il moto Browniano. E possibile esprimere la proprieta di
Markov in termini notevolmente piu conveniente per le applicazioni, facendo
uso della nozione di operatore di traslazione: per ogni ¢ > 0, definiamo la

trasformazione

0; : Q2 — Q,

definita da
(0;(w))(s) = w(t+s), s> 0.
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Osservazione 2.20. Sia Y € mF. Allora Y o6, € mF} per ogni t € R".

In particolare
A e mF=0"A) € F.

Dimostrazione. Utilizziamo il primo teorema di Dynkin. Poniamo
M={A € F|6;'(A) € mF}}.

Si dimostra che M e una famiglia monotona e contiene . Allora M = F,

e cio dimostra la tesi. ]

Teorema 2.21 (Proprieta di Markov per il moto Browniano). Per
ogniY € bF,t€RY, x € RY, vale

E*(Y 06, F) @ E*(Y 060, X;) @ EX(Y).

Dimostrazione. Dimostriamo prima la (2).

Dobbiamo provare che £** & una versione dell’attesa condizionata di Y o, su
X;, B2(Y 06, X;). Anzitutto si ha che EXt € mo(X;) poiché EXt = ¢(X;),
con ¢(x) = E*(Y) € mB, in base alla Proposizione 2.15. Resta da provare
che, per ogni x € R¥e per ogni G € o(X;), vale

/ Y 0 6,dP* = / EX(Y)dP*.
G G

Utilizziamo ancora una volta il secondo teorema di Dynkin. E’ sufficiente

considerare il caso Y = 14 dove

Aezz{ﬂ(xtjeHj)]Hj € B0<t <..<t,, neN}L

j=1
Osserviamo che G € o(X;), allora, in base all’Osservazione 1.10, G & del tipo

G = (X, € H), dove H € B. Consideriamo il caso piu generale in cui
Y - f(th, "'7XtN)7
con 0 <ty <..<tyef € bB. Siha allora

/EXt(f(th,...,XtN))dP”” =
G
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(per 'Osservazione 2.11)

/ / flzy,...xn)p (t1, Xy, dxy) . ..
X;eH JRN RN

p(tn —tn_1,xn_1,dzN)dP”

:/H/N... Nf(l‘l,...,[EN)p(tl’Xt’dxl).”
R R

p(ty —tn_1,2n-1,deN) D (t, 2, dy)

(per I'Osservazione 2.11)

:/ f(Xt-f—tu"-aXt—i-tN)dPx:/Yoetdpx-
XeH G

Dimostriamo ora la (1). In base al Teorema 1.32, ¢ sufficiente provare la (1)
nel caso Y = f(X,), f € Co(RY), s > 0. Proviamo prima la (1) con F? al
posto di F;:

Ex(f(XHs)’]:tO) = B (f(Xp4s) | X2). (2.8)

Per linearita dell’integrale possiamo considerare il caso f > 0. Inoltre il caso

s =0 & ovvio. Sia allora s >0 e A € F?. Dobbiamo verificare che

| B par = [ foxirn
A A

Utilizzando il primo teorema di Dynkin, e sufficiente considerare

Aen ={(\X, €H) | HeB 0<t;<...<t, <t neN}

J=1

Ne verra che
M == {A € f't | Vale /Ex(f(Xt_i_S”Xt)dPI = / f(Xt_i_S)dPI}
A A

e una famiglia monotona che contiene ¥;. Allora per Dynkin avremo che
M =o(%;) = F. D’altra parte si ha:

/A F(Xpp)dP" = /H /H | s ).

. p(t—i— S — tN,.TN,d.%N+1).
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Utilizzando la (2) precedentemente dimostrata si ha

/AEx(f(XHsﬂXt)dPx =

- [ e
N(Xe ;)

_ / / / P (b, 2, dy)oop (t— b, s dy 41 BNV (F(X,)) AP
Hy Hy RN

Z/ / / / p(ti,z,dry)..p(t — tn, on, den41)p(s, T, dy) f(y).
o Juy Jry Jry

Da cui la tesi essendo
/ p (t - tN? TN, de-i—l)p (87 TN+1, dy) =Dp (t - tN + S, TN, dy)
RN

per la proprieta di duplicazione.

Dimostriamo ora che la (2.8) implica
E*(f(Xers) |FT) = B (f (Xirs) | X0).- (2.9)

Il caso s = 0 & banale, dunque supponiamo s > 0. Siar € ]t,t + s[. Da (2.8)
e (2) si ha che
E*(f (X)) = B (f (Xiwsms). (2.10)

Per prima cosa osserviamo che per 1’Osservazione 2.16, la funzione
(&) = BS(f(X7)) € C*(RYX]0, +o0]),

di conseguenza, per la continuita delle traiettorie del moto Browniano , si ha

che la funzione
r— BX(f(Xpior)) = 0( Xt + 5 —1) € C(t,t + s[).

Proviamo dunque la (2.9): sia A € F,;". Poiché A € F?, per ogni r €
Jt,t + s[, in base alla (2.10) si ha, integrando su A,

E*(f(Xeys); A) = B*(BY (f(Xeys—r)): A),
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e passando al limite per r — ¢, si ottiene la (2.9). Infine ¢ chiaro che
la (2.9) implica la (1), poiché I'attesa condizionata ¢ invariante per eventi

trascurabili. O]

Una conseguenza notevole della proprieta di Markov ¢ il seguente teorema.

Teorema 2.22 (Legge 0-1 di Blumenthal). Sia A € Fy. Allora, per
ogni x € RN, si ha
P*(A) € {0,1}.

Dimostrazione. Poiché A € F,, per provare affermazione usiamo la propri-
0,

eta di Markov nel caso ¢t = 0. Si ha
P*(A) = E*(1p004A)
= E°(E*(1a); A)
= E*(P"(A); A)
= (P"(4))%

da cul la tesi. ]

2.4 Proprieta di Markov forte

Consideriamo lo spazio di Wiener canonico.

Definizione 2.23 (Stopping time). Si chiama stopping time una
qualsiasi funzione

7: Q — [0, 400,

tale che

(r<t) e F, Yt>0.

Osservazione 2.24. Osserviamo che ogni stopping time ¢ in particolare una
variabile aleatoria.

L’esempio piu semplice di stopping time e la funzione 7 = ¢y costante.

Un esempio significativo di stopping time ¢ il seguente.
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Proposizione 2.25 (Exit time). Sia D un aperto non vuoto di RY. Allora
p = inf{t > 0 | w(t) & D},
e uno stopping time, detto tempo di uscita da D.

Dimostrazione. Sia t > 0. Per semplificare la notazioni poniamo 7p = 7. Sia

(K,) una successione crescente di chiusi che invadono D, cioe
K,CK,nCDe | JEK,=D.
n>1

Proviamo che

(r< =) U (X € K).

n>10<s<t

Osserviamo anzitutto che, per continuita, si ha
(Tgt):m U(ngKn):ﬂ U (Xs € Ky).
n>10<s<t n>10<s<t,s€Q

Inoltre si ha che

(S m U (Xs € K,) < 3(s,) successione crescente tale che
n<l 0<s<t

0<s, <t w(s, & K.

Posto, allora, ty = sup s, si ha che
O<t0§t e U)(tg) g D.

Tutto cio implica che 7(w) < t.

Proviamo il viceversa. Sia 7(w) < t. Se 7(w) < t & ovvio. Sia allora
T(w) =t > 0. Abbiamo che w(t) € 9D e w(s) € int(D) per s < 7p.
Infatti, essendo D un aperto, se w(7p) fosse interno a D, essendo 7p > 0, per

continuita, esisterebbe un € positivo tale che
w(t) € Dpertel|rp—e,mp+el

Lo stesso discorso vale per w(t) € int(D€). Cio contraddice la definizione di

7p. Abbiamo dunque provato che, se D un aperto non vuoto e 7p € positivo,
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allora w(rp) € 9D e w(s) € D per s < 1p. Allora, per continuita, esiste
una successione crescente (s, ), convergente a t, tale che w(s,) € (K,)¢, per

ogni n. O]
Estendiamo i concetti della sezione precedente agli stopping time.

Definizione 2.26. Poniamo
F.={A e FIAN(r <t) € F, YVt >0}
Osservazione 2.27. F, sopradefinita ¢ una o — algebra .

Dimostrazione. Dalla definizione di 7, si ha che
QNn(r<t) e FH, Vt>0,
e dunque 2 € F,. Sia A € F,. Allora, per ogni t positivo,
ANt <t)=Qn (T <)\ (An(r <1)).

Ma QN (1 <t) € F, e anche AN (7 <t) € F; per ipotesi. Essendo F; una

o — algebra, si ha che A® € F..

La terza condizione della definizione di o — algebra e banalmente verificata.
O

Osservazione 2.28. Sia 7 = ¢y costante. Allora
fT — fto'
Dimostrazione. Siano t,t strettamente positivi. Allora

A sety<t,
AN(r<t)=

0 sety>t.

Allora possiamo dire che

Ae F,eAe AVE>the A e Fy.
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Abbiamo dimostrato ['osservazione nel caso ty # 0.

Prendiamo ora in considerazione il caso ty = 0. Si ha che
AcF, o A=ANn(t<t) €e F,Vt>0< A € F,Vt>0.
Questo conclude la prova. Il
Definizione 2.29 (Shift). Dato uno stopping time 7, definiamo lo shift
0, : (1T < +00) — ,
tale che
(0,w)(t) = w(T(w) + t).
Definizione 2.30. Dato 7, stopping time, poniamo X, la funzione
X, :Q—RY,

definita da:
0 se T(w) = 400,
Xr(w) =
w(T(w)) seT(w) < +o0.

Osservazione 2.31. Osserviamo che, in generale
Xt e} 97— = Xt+7(w> # XT e} Qt.
Teorema 2.32. X, € mF,, in particolare X, € una variabile aleatoria.

Dimostrazione. Per dimostrare il teorema procediamo per passi.

1 PASSO. Sia G, una successione decrescente di o — algebre, e sia G =
ﬂnzl G,. Sia Y, € mgG,, una successione convergente puntualmente a Y.
Allora Y € mg@. Infatti, abbiamo che

Y, e mG,,VEk>nVn=Y € mGg,Vn=Y € mg.

2 PASSO. Fissato n naturale, poniamo

k

on se 1 < 7(w) < &,

To(w) =

+oo  se T(w) = 0.
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Si ha che (7,,) € una successione decrescente di stopping time, convergente a

7. Infatti, fissato n, sia t € [, L[ Allora

k—1
(Tngt):(T<2—n> EF%Q}}

dunque 7, € uno stopping time. E’ facile vedere che e decrescente. Infine,

abbiamo che per ogni w € (2, si ha

1
() = ()| < 5.
3 PASSO. Consideriamo 7,0 due stopping time. Se 7 < o, allora F, C F,.
Infatti, sia A € F,. Allora, per ogni t > 0 si ha

An(c<t)=(AN(r <) N (o <t) € F,

essendo (o <t) C (1 <t).
4 PASSO. Sia (7,,) una successione decrescente di stopping time convergenti

a 7. Allora (F;

n

F.. Infatti, dal Passo 3, abbiamo che

) € una successione decrescente di o — algebre convergenti a

FrC () Fn

n>1
Sia A € (F,,. Allora si ha che
An(r<t)=JAn(m <t) € 7
n>1

5 PASSO. Siamo ora in grado di dimostrare il teorema. Poniamo

0 se Tp(w) = 7(w) = +00,

XTn (w) =
w(Tp(w))  se 7, (w) < +00.

Proviamo che X, (w) ¢ misurabile rispetto a F,, . Infatti, per ogni H € B,

fissato n naturale, si ha che

(Xr, € H)N(ra<t)= |J (Xx € H) €F, t>0.

ks <t
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Ora, (X,,) ¢ una successione che converge puntualmente a X,. Dal Passo 1
e dal Passo 4 si ha che

Fo | F

X, € mF,.

]

Siamo ora in grado di dimostrare che il moto Browniano gode della

proprieta di Markov forte.

Teorema 2.33 (Proprieta di Markov forte). Sia 7 uno stopping time.
Per ogni’Y € bF e A € F, si ha

E*(Yof;AN(T<o0))=E(E¥(Y); AN (1 < o0)).

Dimostrazione. Per la dimostrazione utilizziamo la proprieta di Markov e il

teorema della convergenza dominata. E sufficiente dimostrare il caso in cui
Y = f(X;) con t >0, f € Co(RY).

Consideriamo la successione di stopping time (7;,) definita nel teorema prece-

dente. Osserviamo che la funzione
x— E°(Y) = f)p(t,z,dy) € CnNL®RY).
RN
Applicando il teorema della convergenza dominata si ha che

E*(EX(Y); AN (1 < 00))

= lim E“(EX™(Y); AN (1 < 00))

n—-+oo

> k—1 k
= i E*(EXm(Y): AN (—— < —
Jim D D EH(E (V) AN (i <7< )

k=1
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(applicando la proprieta di Markov)

- k—1 k
= i E*(Y AN (—— < —
n—1>r—ir-10<> Py ( © 97‘"’ n ( an - — T < 2n>>

= lim E*(Yo#0,;AN(T < 0))

n—-4o00

(applicando il teorema della convergenza dominata,

essendo yo 0, = f(Xiyr,) — f(Xier), per n — +00)
=E*(Yof.;AN (T < 0)).
Questo conclude la prova. ]

Osservazione 2.34. Nel caso in cui P*(1 < +o00) = 1, la proprieta di

Markov forte diventa
E*(Y 00, A) = E*(EX(Y); A), A € F,.

Inoltre, per il Teorema 2.15 e poiché X, € mF, si ha che EX7(Y) € mF,.
Dunque, EX7(Y) & una versione dell’attesa condizionata di Y o 6, relativa a

F., ossia
E*(Y 0 6,|F,) = EX(Y). (2.11)






Capitolo 3

PROBLEMA DI DIRICHLET
PER L’OPERATORE
DI LAPLACE

In questo capitolo studiamo il problema di Dirichlet per 'operatore di Lapla-
ce in RY. Nella prima sezione proviamo alcune ben note proprieta della
funzioni armoniche, e illustriamo la studio classico del problema in ques-
tione. Successivamente affrontiamo il problema di Dirichlet da un punto di
vista probabilistico, separando lo studio del problema interno, cioe quello
di trovare un’espressione per le funzioni armoniche su un aperto, da quello
dell’assunzione del dato al bordo. Introduciamo la nozione di regolarita per
un punto del bordo, dimostrando due criteri di regolarita: quello del cono
esterno e quello del “cono piatto”. Infine, proviamo che la regolarita in sen-
so classico e quella in senso probabilistico coincidono. Per fare cio abbiamo

bisogno di dimostrare alcune proprieta delle traiettorie Browniane.

3.1 Funzioni armoniche

D’ora in poi indicheremo sempre con D un aperto di RY non vuoto. In-

dicheremo la misura di Hausdorff con la lettera H con al piede la dimensione.

57
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Definizione 3.1 (Funzione armonica). Sia u € C?*(D). Si chiama

operatore di Laplace il sequente operatore alle derivate parziali

(3.1)

Nel caso in cut vale

allora u si dice armonica.

Definizione 3.2 (Media di superficie). Sia u € mB(D,R). Si dice che u
verifica la proprieta di media di superficie (MS) se:

Ve € D,V0<r<d(z,0D)

vale

1
) = 7 /a o MO (),

dove o(r) = Hy_1(0B(z,1)).
Vale il seguente fondamentale teorema.

Teorema 3.3. Sia u € L} (D). Allora u verifica (MS) se e solo se ¢

loc

armonica. Inoltre, in tal caso, u € C*°(D).

Dimostrazione. Innanzitutto proviamo che, se u € L}, (D) tale che verifica
(MS), allora u € C*°.
Sia ¢(x) = ¢(||z||) un modificatore radialmente simmetrico, cioe una funzione
Cg°, il cui supporto e contenuto nella sfera unitaria e il cui integrale su tutto
RN & pari a 1. Un esempio di tale funzione é:
eXp(uxn;?q) se 0 < |z| < 1;
¢(llzll) =

0 se |z| > 1.
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Osserviamo che

N R N T
= /01 o(p)o(p)dp

Dunque, se B(x,1) C D, altrimenti basta considerare ¢. con € < d(x,0D),

si ha

u(z) = / w(@)é(p)o(p)dp = / L / o W) H @) ()0

a(p)

~ [ utwota =y

Osserviamo che, per la regolarita del prodotto convoluzione, si ha che
u e C™.
Siau € C*(D) ex € D. Poniamo

10 =75 o W )

= ﬁ/ u(z +rz)Hy_1(dz).
8B(0,1)

Derivando rispetto a r si ottiene

/ d
I(r) :ﬁ/aBm) = uw(x +rz)Hy_1(dz)
:—/ (Vu(x +rt), z) Hy_1(dz)
B(0,1)

=t [ (FHO) 0 H )

[ uwiy
B(z,r)
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Nell’'ultimo passaggio, abbiamo usato il teorema della divergenza e indicato
con 7 la normale esterna.

Sia ora u € L} (D) tale che verifica (MS). Allora, per quanto dimostrato
sopra u € C*(D). Inoltre, poiche u soddisfa (MS), si ha che I'(r) = 0.

Allora, per quello scritto sopra, si ha

ol
— Au(y)dy = 0.
U<T) B(z,r) ( )

Facendo il limite per » — 0%, per la continuita di Auwu, si ha che
Au(z) = 0.

Dimostriamo ora I'implicazione inversa.

Sia u armonica. Allora abbiamo che
I'(r)=0.
Inoltre, per la continuita di u,

I(r) = u(z),

per r — 0%. Allora u verifica (MS).

Questo conclude la prova ]

Definizione 3.4 (Media di volume). Sia v € mB(D,R). Si dice che u

verifica la media di volume (MV) se:
Ve € D,V0<r <d(z,0D)

vale
1

u(r) = W/B(w) u(y)Hy(dy).

Teorema 3.5. Siau € L} (D). Allora u verifica (MV) se e solo u verifica
(MS).
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Dimostrazione. Sia x € D e sia r > 0 tale che B(x,r) C D. Dimostriamo

prima che se u verifica (MS), allora verifica (MV). Per ipotesi abbiamo che
u(z) Nwyr¥ ! :/ udHy_1,
OB (z,r)

dove
wy = Hy(B(z,r)).

Integrando rispetto a r entrambi i membri otteniamo

u(x)riN:/ / udHNldr:/ udHy,
0 JIB(zx,r) B(z,r)

da cui la tesi.
Proviamo ora I'implicazione inversa. Osserviamo che, se u soddisfa (MV),

allora & continua. Infatti, si ha che

1
u(z) — u(zg) = N(/ udHN—/ udHN).
WNT B(z,r) B(zo,r)

Passando ai moduli, si ottiene

1
) = (o) < —— [ Julaiy.

dove M indica la differenza tra i due dischi. Ma poiche
Hn(M) — 0, per x — xo,

si ha la continuita di w. Possiamo scrivere
uyonr™ = [ uly) Hy-a(dy)ip.
0 JOB(z,p)

Derivando entrambi i membri rispetto a r, sfruttando la continuita della
funzione

p— udHy_1,
0B(,p)

otteniamo

Nowyru(z) = / udHy_1,
OB (z,r)

da cul la tesi.

Questo conclude la prova O
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Definiamo ora una classe molto importante di funzioni armoniche, che

riveste un ruolo fondamentale nella teoria del potenziale.

Definizione 3.6 (Funzione armonica-radiale). Sia u una funzione defini-

ta su RN — {0}. u si dice armonica-radiale se:
1. 3p € C*R —{0}) tale che

u(@) =¢([lzl), VY € RY —{0}.

2. Au(x) =0, Vz € RY —{0}.

Osservazione 3.7. Osserviamo che per la (1), u ¢ di classe C? e quindi

Au(z) ha senso.

Proposizione 3.8. Le funzioni armoniche-radiali sono tutte e sole del tipo:

u(z) = Alog(||z||) + B in R?,
A .

con A e B costanti reals.

Dimostrazione. Sia x # 0. Abbiamo che

ou
- (2) = ¢ (lall) 2
Oz |||’
essendo 8“55 = ”%JH per ogni j =1,..., N. Derivando di nuovo, abbiamo che,

perogm]—l,...,N,

Pu el — e
g = U + & )= ™
" ﬁ !IW—x
Allora, abbiamo ottenuto
N
W (N —1)]=|f?
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Per comodita, indichiamo con r = ||z||. Con questa notazione abbiamo

N-1_

Au(z) = © (r)+ © (r) 0.

Si tratta, dunque, di risolvere un’equazione differenziale a coefficienti non

costanti. Moltiplichiamo entrambi i membri per V1. Otteniamo
PN () + (N = DV (r) = 0,

cioe p
L) =0,

L’equazione sopra ci dice che la funzione rV—!

¢ (r) & costante. Indicando

con C' tale costante, si ha

Nl (r) = C
o equivalentemente o
o (r) =55
A questo punto, si devono distinguere i casi N =2e N > 3. Per N = 2
abbiamo
/ C
<Mﬂ=§
cioe

o(r)=Clogr+ B
Andando a sostituire nell’espressione di u trovo
u(z) = u(([z]]) = Clog ||z]| + B.

Per N > 3 abbiamo

, A
o (r) =~
cioe o
o) = 5—
Andando a sostituire nell’espressione di u, indicando con A = ﬁ, troviamo
A

W@ZWMDZMW3+B-
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Osservazione 3.9. Nel caso banale N = 1, armonica significa lineare. Al-
lora, nel caso di funzioni di una sola variabile reale, le funzioni armoniche-

radiali sono tutte e sole del tipo:
u(z) = u(l|lz]]) = All=l| + B,
con A e B costanti reali.

Un’altra importante proprieta delle funzioni armoniche e il cosiddetto
principio del massimo. Ricordiamo che per dominio intendiamo un aperto

connesso non vuoto di RN.

Proposizione 3.10 (Principio del massimo). Sia D un dominio limitato
e sia u una funzione armonica su D. Se u assume massimo o minimo in D,

allora u ¢ costante.

Dimostrazione. Sfruttiamo la connessione di D. Supponiamo che u assuma
massimo. La dimostrazione nel caso in cui v assuma minimo ¢ analoga,
oppure basta considerare —u. Sia xq € D tale che
u(zo) = sup u(z).
xzeD

Poniamo
Di={y € D |u(y) = u(xo)}.

Osserviamo subito che D; e non vuoto in quanto zo € D;. Poiche u e
armonica per ipotesi, u verifica la media di superficie (MS), e allora anche
quella di volume (MV). Quindi, per ogni y € D; esiste una sfera di centro
y e raggio un opportuno r che sia tutta contenuta in D;. Allora D; & un

aperto. Ma D; e anche chiuso, in quanto il complementare
D\ Dy ={z € D|u(x) <u(xg)},

¢ un aperto, grazie alla continuita di u. Allora, poiche D & connesso, si ha
che
D = Dl-

Questo conclude la prova. O]
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Notazione 3.11. Indicheremo con B(OD) la o — algebra generata dalla

topologia indotta su OD.
Prendiamo ora in considerazione il seguente problema.

Definizione 3.12 (Problema di Dirichlet). Sia f € bB(0D). Conside-

riamo il problema di trovare una funzione u € C*(D) tale che

Au =0, in D

lim u(z) = f(2), z€dD (3.2)

Un’importante applicazione del principio del massimo e la seguente.

Teorema 3.13 (Unicita della soluzione). Sia D un dominio limitato.

Allora, la soluzione del problema di Dirichlet se esiste € unica.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che u; e us siano due diverse solu-
zioni dello stesso problema di Dirichlet. Allora, poiche sia u; che uy sono
armoniche, anche

U= U] — Uy

¢ armonica. Inoltre si ha che limu(z) = 0, per ogni z € 9D, quindi u si
r—z

estende con continuita su D. Allora, per il principio del massimo, abbiamo

immediatamente che u ¢ identicamente nulla su tutto D. Questo conclude la

prova. [

Facciamo osservare che non sempre esiste una soluzione del problema
su domini limitati. L’esempio pit semplice di non risolubilita di (3.2) e il

seguente.

Esempio 3.14. Consideriamo in R? il disco D di centro origine e raggio r,

privato dell’origine. Consideriamo il problema (3.2) con

f(a) = { 0 se xz € 0B(0,r)

1 se z=0.

Osserviamo subito che se u € soluzione, allora u ¢ armonica-radiale. Infatti,

se p ¢ una rotazione, allora anche u o p = u; € ancora soluzione. Si verifica
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facilmente che u; € armonica e soddisfa al bordo le stesse condizioni di w.
Per il principio del massimo, abbiamo che u = wuq, cioe u e invariante per

rotazioni. Poiche siamo in R?, necessariamente u deve essere del tipo
alog ||z|| + b.
La condizione al bordo, implica che
a=0=0b,

cioe u ¢ identicamente nulla. Cio € un assurdo.

3.2 Soluzione generalizzata del problema di

Dirichlet
In questa sezione introduciamo la nozione di soluzione generalizzata del
problema (3.2) su D, aperto di RY.
Definizione 3.15 (Misura armonica). Sia 7p lexit time relativo a D,
(cfr. Def. 2.25), ovvero
o =inf{t > 0| X, & D}.
Per ogni x € D, definiamo la sequente misura su B(OD):

18(F) = P*((X,, € F)N (rp < x)), F € B@D) (3.3)

Definizione 3.16 (Soluzione generalizzata). Per ogni f € bB(OD), poni-

amo

uz) = B (f(Xnp)imp < 00) = | f(y)up(dy) (3:4)
D
e chiamiamo u soluzione generalizzata del problema di Dirichlet (3.2).

In questa sezione mostriamo che la funzione u in (3.4) ¢ armonica in D.
(crf. Corollario 3.25). Cominciamo studiando alcune proprieta della misura

armonica.
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Osservazione 3.17. Sostanzialmente uj, ¢ la legge di X, rispetto alla

misura

P*(A) = P*(AN (1p < x)), A € F.

In particolare per il Teorema 1.6, si ha che, per ogni f € mB(9D),
f € L'OD.up) & f(Xy,) € LNQ, PY)
e in tal caso vale
. f@pp(dy) = E*(f(Xz,); 7p < 00).

Proposizione 3.18. Sia D C RY aperto con Hy(D) < co. Allora, per ogni
r € RY, si ha P*(1p < 00) = 1.

Dimostrazione. Abbiamo, per ogni t > 0,

P*(tp =00) < P*(1p >t) < P*(X; € D) =

Hy(D) 0
(rt)z

Z/p(t,x,dy)ﬁ
D

dove il limite sopra ¢ da intendersi per t — +ooc. ]

Il prossimo passo sara quello di dimostrare che la misura armonica di una
palla euclidea B ¢ la misura di Hausdorff (N — 1)-dimensionale normalizzata.
Indicheremo con B = B(zg, ), con g € R" e r > 0.

Osserviamo che, per la proposizione precedente, si ha
P*(1p < 40) =1, Vz € B.

Teorema 3.19. Sia B(xg,r) la palla euclidea di centro zy € RY e raggio

r>0. 5 ha Hy o\ (F)
o F) — N-1
ILLB( ) HNfl(B<QZ'0,T>)

per ogni F' € B(0B(xg,r)). In particolare, per ogni f € bB(0B(xo,1)), vale

1
EﬂfO(f(XTB)) = W /BB(I ) deN—l- (36)

(3.5)
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La dimostrazione ¢ immediata conseguenza dei tre Lemmi 3.20, 3.22, 3.23,
seguenti.

D’ora in poi, indicheremo con p una rotazione dello spazio euclideo, ossia
una trasformazione lineare e ortogonale di RY la cui matrice associata ha

determinante 1.

Lemma 3.20. Definiamo la trasformazione
R:Q — Q)

definita da
R(w)(t) = p(w(t)), w e 2, t > 0.

Indichiamo con Pf la legge di R, definita da
Pi(A) = P*(RY(A)), Ae F.

Si ha che
PE = pr,

Dimostrazione. Essendo P* e Pg misure di probabilita su F, per il Teorema

di unicita delle misure finite A.15, basta verificare che
PrO(4) = Py(A) (3.7)

per ogni A = (X, € H) € ¥. Ricordiamo che

S={()(X, €H)|0<t; <...<ty, H; € B}.

Jj=1

Per semplicita useremo le seguenti notazioni:

T = (tl,tQ, ---,tn>7

H=H, x Hy x ... x H, € BRY).

Essendo ¥ un semianello che genera F, ne verra la tesi. La (3.7) ¢ con-

seguenza del fatto che I', soluzione fondamentale dell’operatore del calore, &
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invariante per rotazioni in RY. Quindi

Pl (X, € H) =p(r,p(z),H)=p(r,x,p ' (H))
= P"(X, € p~'(H))

= P*(R"YX, € H))=Pi(X, € H).
Questo conclude la prova. O

Osservazione 3.21. Come conseguenza dell’osservazione precedente abbi-
amo che se X; ¢ un moto Browniano che parte da x e p ¢ una rotazione,
allora p(X;) € un moto Browniano che parte da p(x). Con argomentazioni
simili, si dimostra che il moto Browniano e invariante anche per traslazioni,
nel senso che, se [ ¢ una traslazione di RY, allora /(X;) ¢ un moto Browniano

che parte da [(x).

Siamo ora in grado di dimostrare che la misura armonica sulla palla

euclidea e invariante per rotazione.

Lemma 3.22. Vale

i (F) = i (o(F)), F € B(OB) (3.8)

Dimostrazione. Non e restrittivo supporre xy = 0. Indichiamo, per sempli-

cita di notazione, 7 = 75. Abbiamo che

pp(F) = PUX, €F)
= PY(X, € F)
= PY(RN(X, € F))
= P(X; € p'(F)) = u(p~"(F))

Giustifichiamo i passaggi delle precedenti uguaglianze. La prima ¢ per defini-
zione mentre la seconda si ottiene del lemma precedente. La terza e per

definizione. Per verificare la quarta, dobbiamo dimostrare che

weRNX,€EF)ewe (X, €p Y(F)).



70

3. PROBLEMA DI DIRICHLET PER L’OPERATORE
DI LAPLACE

Infatti si ha

weRY X, €F) & Rw)e (X, e
< X (R(w)) € F
< R(w)(T
< w(T(w)
s w e (X,

Rimane solo da provare che

Ora,
7(w) = inf{t > 0| w(t) € OB}
e
T(R(w)) = inf{t > 0| p(w(t)) € OB},
ma osserviamo che w(t) € OB equivale a dire che |w(t)] = r. Poiche p

conserva le norme, abbiamo che

7(w) =inf{t >0 |w(t) € OB}
=inf{t > 0| |w(t)| =1}
= inf{t > 0 [p(w(t))| = r}
= inf{t > 0| p(w(t)) € OB},

cioe

Questo conclude la prova. O

Ora proviamo un risultato di unicita di misure di probabilita, definite sui

borelliani del bordo di B = B(xg, ), invarianti per rotazione.

Lemma 3.23. Sia p una misura di probabilita su B(OB) dove B = B(xg,r),

invariante per rotazioni. Allora

H = Oy,
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dove o, ¢ la misura di Haussdorf N — 1-dimensionale normalizzata, cioe,

_ Hy_((F)

o.(F) = Hyvr(B)

, F' € B(0B) (3.9)
Dimostrazione. Consideriamo la funzione caratteristica di p

o(z) :/aB exp(i(z,y))u(dy), = € RY.

Poiche p ¢ invariante per rotazioni, abbiamo che ¢ dipende solo dal modulo

di z. Infatti, sia p una rotazione, si ha

o(plz)) = / expilp(e). 9)(dy) = / exp(i{z, p~1y) ) (dy) = o(x).

0B

Allora esiste una funzione v definita su R, tale che
p(x) = v(]]]).
Analogamente, posto
a0 = [ explila,)n(d)
9B(0,1)
esiste una funzione 1; definita su R tale che

p1(x) = P ([l]]).

Osserviamo che

ps(@) :/8B(0 )eXp(i<x7y>)Us(dy)=/ exp(i(sz, y))or(dy) = du(sllz]]),

dB(0,1)

per ogni x € RY. Allora, per ogni s > 0, si ha

b(s) = / o F@I(d) = / o ) / explia,))uldy)

- /8 n(dy)n(sllyl) = va(rs).

Conseguentemente abbiamo che

p(x) = o(llzl) = du(rllel) = en(2),
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per ogni x € RY. Per il Teorema di unicita delle funzioni caratteristiche, si
ha

Op.

=
I

O

Teorema 3.24 (Formula di media generalizzata). Sia f € bB(0D). La
funzione u, definita in (3.4), verifica la sequente formula di media generaliz-

zata: per ogni aperto C, tale che C C D e Hy(C) < oo, e per ogni x € C,

ulw) = [ udi
oC

Dimostrazione. Procediamo per passi, facendo dapprima alcune osservazioni

st ha che

utili.

i) P*(1¢ < 7p) =1 per ogni z € C.

Infatti, P*(7¢ = oo) = 0 perché C' ha misura di Lebesgue finita. D’altra
parte, To(w) < 00 = 7¢(w) < Tp(w) poiche e chiaro che 7¢(w) < 7p(w) e se
fosse 7¢(w) = 7p(w) si avrebbe che w(r¢(w)) € dC N AID che ¢ un assurdo,
perché 9C N oD = (.

ii) 7p = 7p 0 O, + 7¢ su (7¢ < p).

Infatti

(1p 0 0:.)(w) = inf{t > 0, w(t + 7¢(w)) € D} = (1p — 7¢)(w).

iii) X,, = X,, 00, su (1c < 7p).

Infatti X,, (0, (w)) = w(re(w) + 7p(0r. (w)), ma per quanto dimostrato in
ii) abbiamo che w(r¢(w) + 7p (0. (w)) = w(tp(w)) = X, (w).

iv) w € (1¢ < 7p) = (Tp(w) < 00 & Tp(b:.) < 0).

Ovvio per ii).

Siamo ora in grado di dimostrare la formula di media generalizzata, utiliz-
zando le osservazioni sopra e la proprieta di Markov forte. Grazie alla i)

possiamo scrivere

u(z) = E*(f(X:,) 0 Lirp<oo)i To < Tp) =
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(per la iii) e la iv) abbiamo che)

= Ex(f(XTD © 07’0) © (1(TD<+OO) o QTC);TC < TD) =

(utilizzando ora la proprieta di Markov forte, cfr. vedi 2.11con Y = f(X,) o

1(7-D<+Oo) e A= (TC < TD>>

= BN (f(Xop) 0 Ly anc)) = E*(u(Xy,)) = / ulE(d),

dove nell’'ultima uguaglianza si e utilizzato il fatto che u € bB. ]

Corollario 3.25. La funzione u, definita in (3.4), é armonica su D. Inoltre

vale

sup |u| < sup]|f]. (3.10)
D oD

Dimostrazione. Come immediata conseguenza della definizione di u, si ha
che u € bB e vale (3.10). Inoltre, per il Teorema precedente, per ogni xg,

tali che B(xzg,r) C D, posto B = B(xg, ), vale

u(xo) :/ udpy =
oB
(per la (3.5) del Teorema 3.19)

1
= dHx_1.
NwpyrV-1 /aBu N=t

Allora, per il Teorema 3.3, u € armonica su D. O

3.3 Dato al bordo

Ricordiamo che, essendo (7p = 0) € Fy, per la legge di Blumenthal si ha
che

P*(rp =0) € {0,1},
per ogni x € RV,
Definizione 3.26 (Punto regolare). Un punto z € 0D si dice punto
regolare per D se P*(tp =0) = 1.
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Naturalmente se z € 0D e P*(tp = 0) = 0, allora z si dice irregolare.

Indichiamo con 9, D l'insieme dei punti regolari per D.

Osservazione 3.27. Siano D;, D, aperti di RY tali che D; C D,. Allora
chiaramente 0D1 (0, Dy C 0,D;.

Teorema 3.28. Sia f € bB(OD). Sia u la soluzione generalizzata del
problema di Dirichlet definita da (3.4). Se z € 0,D e f é continua in z,
allora

imu@) = ).

Prima di dimostrare il teorema sopra, proviamo i seguenti due lemmi.

Lemma 3.29. Per ogni t > 0, la funzione
x+— P%(tp > t)
¢ superiormente semicontinua in RY.

Dimostrazione. Si ha , per t > 0,

(0 >1) = {w|w(]0,1]) € D}

= N{wlw(sq) < D)

n>1

= () 65w w(0,t - %]) c Dy,

n>1

Essendo l'intersezione decrescente, posto

fala) = P(0 {w | w(0,¢ — -]) € D}),

n

si ha che
folx) — P*(1p > t),

in maniera decrescente per n — —+o00. Osserviamo che

fu(@) = E*(Lupugos-ticpy © 01 ),
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da cui, per I’Osservazione 2.16, abbiamo che
fne CNL™,

da cui si ha la tesi. O]

Lemma 3.30. Sia z € 0,D. Allora Ve > 0,Vo > 0, d3r > 0 tale che
Ve € DNB(z,1) si ha

PI(TD > TB(Z,Q)) < E.

Dimostrazione. Osserviamo subito che Vo € RY si ha P‘”(TB(I%) > 0) = 1.

Allora si ha che 35 > 0 tale che

Px<TB(x ) < S) < €.

Per il lemma 3.29 abbiamo che

limsup P*(1p > s) < P*(1p > s) =0,

n—-+o00

essendo z regolare. Dunque, 37 > 0 tale che Vo € DN B(z,r) si ha
i) P*(tp > s) < ¢,
.. Y
i1) B(x, 5) C B(z,0).
Quindi, per x € DN B(z,r), si ha, per la ii)

P*(Tp > TB(2,0)) < P*(TD > Tp(a,

)

NI

Scelto s > 0 come sopra si ha

Px(TD > TB(%%)) < Px(TD > S) + PI(TB(Lg) < S) < 2e.

Nella prima disuguaglianza si usa il risultato generale che, per ogni s > 0 e

X e Y variabili aleatorie,

(X<Y)C(X<s)U(Y > s).
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Siamo ora in grado di dimostrare il teorema precedente.

Dimostrazione. (del Teorema 3.28) Per la prova del teorema, dobbiamo sti-

mare

|E*(f(X,); 7D < +00) — f(2)]
< E*(|f(Xep) = f(2)];7p < +00) + [ f(2)(1 = P*(1p < +00))|

:Il+[2-

Dimostriamo che sia I; che I tendono a zero per x — z con x € D.

Consideriamo prima I5. Per il Lemma 3.29, si ha che
lim P*(rp >t)—0,Vt>0,
ze€D,x—z
essendo z regolare per ipotesi. Allora

P*(tp < 4+0) — 1, per z — z,

da cui si ha che

I, — 0, perx — z.

Consideriamo adesso I;. Dalla continuita di f, abbiamo che, fissato € > 0,
esiste o > 0 tale che |f(z) — f(w)| < e, per ogni w € D N B(z,p). Per il

Lemma 3.30, abbiamo che esiste r > 0 tale che
P*(Tp 2> Tp(:,p) <€, per Vo € B(z,r)ND. (3.11)
Dunque, per ogni x € D N B(z,r), si ha che
I S E*(|f(Xep) = F(2)], 70 < T8(2.0)) +E* (I (X7p) = f(2)], TB(z0) < T < 00)
per la (3.11)
< ePY(1p < TB(2) T 2/ [l P (7D = TB(z0)) < € (142 f]lo0)-

Questo conclude la prova. O]
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Diamo ora qualche esempio di insieme con bordo regolare e proviamo due

criteri per la regolarita.

Esempio 3.31. Siano

Gy ={r eRY |z, >0}, Gy = {z € R" | z; < 0},

F={zcR" |z =0}

Proviamo che F' = 0,G1 () 0,Gs.

Sia x € F et > 0. Per la simmetria della distribuzione di X;, abbiamo
1
Allora, per ogni u > 0 si ha

P*({X; € Gy, Vt € [0,u]}) <

DN | —

che implica, indicando con 7¢, = inf{t > 0 | X; € G1},

1
P({rg, < ub) > .
Da cui segue che
1
P({rg, =0}) > .

Dalla legge 0 — 1 di Blumenthal, segue che x ¢ regolare per Gj.

Per 'Osservazione 3.27, segue che x & regolare per {z}, Vo € RY.

[llustriamo ora alcune condizioni che garantiscono la regolarita o meno di

un punto. La prima tra queste e quella del cono esterno.

Definizione 3.32 (Cono N-dimensionale). Dati 2 € RV, r > 0 e F €
B(0OB(z,r)) con Hy_1(F) > 0, chiamiamo cono di vertice z e raggio r ogni

insteme della forma

Viz,r)={(1—-t)z+tw |t €]0,1], we F}. (3.12)
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Definizione 3.33 (Proprieta del cono esterno). Si dice che z € 0D
ha la proprieta del cono esterno a D se esiste un cono N-dimensionale di
vertice z e raggio r > 0 contenuto nel complementare di D: in altri termini,
se d3r >0, 3F € B(0B(z,r)) con H,_1(F) > 0, tale che vale

V(z,r) C D

Prima di dimostrare che la condizione del cono esterno e sufficiente per

la regolarita, dobbiamo provare i seguenti lemmi.

Lemma 3.34 (Sup. semicontinuita delle misure finite). Sia (Q, F, u)

uno spazio di misura con misura finita. Sia (A,) una successione in F.

limsup A,, = ﬂ U Ap.

n—+00 n>1k>n

Poniamo

Allora vale

limsup p(A4,) < p(limsup A,).

n——+0o00 n——+o0o
Dimostrazione. Osserviamo che (Ug>,Ax) € una successione decrescente di
insiemi di misura finita. Applicando le proprieta della misura si ha

p(limsup 4,)) = lim M(U Ag) > limsup pu(Ay).

n—-+00 n—+o0 k> n—-+0o

]

Lemma 3.35. Sia N > 2, B = B(0,r) e Tg, = inf{t > 0 | w(t) € B}.
Allora
P°(lim Tp, =0) = 1.

r—0+
Dimostrazione. Per assurdo supponiamo che esista w tale che T (w) > 6 >
0 per ogni r > 0. Si ha che
w(t) € (\Blz,r), Vt <5,
>0
che implicherebbe
w(t) =z, Vt <4,

che ¢ assurdo poiché z & regolare per {z} (cfr. Esempio 3.31). ]
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Teorema 3.36 (del cono esterno). Se z € 9D ha la proprieta del cono

esterno a D, allora z ¢ regolare.

Dimostrazione. Sia V =V (z,r) il cono esterno a D in z, della forma (3.12).
Poniamo
B, =B(z,1), F, =V NaB,
n
perognin € Ne

_ Hy_((Fy)

c= > 0.
Hyx_1(0B,,)

Abbiamo
(tp = 0) = {w | 3 (tn)nen decrescente a zero tale che w(t,) & D}.

Sia ora w € limsup(X,, € F). Posto t, = 7p,(w), si ha che (t,) ¢ una
successione decrescente e, per il Lemma 3.35, t,, — 0, per n — +00. Questo
implica che w € (7p = 0). Allora si ha che

P*(tp =0) > P*(limsup (X;, € F,)) > limsup P*(X,, € F,)=c>0.

n—-4o0o n—-+4o0o

dove nella seconda maggiorazione si e applicato il lemma precedente. Allora

per la legge di Blumenthal si ha che

]

Dimostriamo, ora, un altro criterio di regolarita, valido per N > 2, chiam-
ato del “cono piatto”. Chiamiamo “cono piatto’ di vertice z e raggio r, ogni
cono (N — 1)-dimensionale di vertice z e raggio r contenuto in un iperpiano
passante per z. Per esempio per N = 2, un “cono piatto” ¢ un segmento

limitato.

Teorema 3.37. Se z € 9D ed esiste un “cono piatto” di vertice z e raggio

r contenuto in D€, allora z € 0,D.
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Dimostrazione. Possiamo supporre, senza perdita di generalita, z = 0 e il

“cono piatto” giacente interamente nell'iperpiano {zy = 0}. Sia

1
T, = 1nf{t > —, XN(t) = 0}
n
Per I’'Esempio 3.31, abbiamo che
PY( lim T, = 0) = 1.

Essendo Xy () indipendente da

Y() = {Xl(')7 cee 7XN—1(')}7

si ha che T}, ¢ indipendente da Y'(-), e, di conseguenza, si verifica che Y (7},)

ha una distribuzione (N — 1)-dimensionale invariante per rotazioni. Sia C

un cono (N — 1)-dimensionale con vertice in 0 giacente interamente in D°.

Possiamo supporre
C={(1-t)z+tw|te[0,1],w € F},

con F' € B(0B(z,r)), con Hy_o(F) =6 > 0, dove

B(z,r) ={x = (z1,...,2ny-1,0) | ||z — 2|| = r}.

Per continuita abbiamo che P°(lim, ... Y (T},) = 0) = 1.

I'invarianza per rotazione di Y (7,,), abbiamo che

lim PY(Y(T,) € C)=4.

n—-+oo

Ma poiché C' € D¢, abbiamo che

P’(tp =0) = lim P°mp <T,)>0>0.

n—-+00

Applicando la legge di Blumenthal, si ha la tesi.

Utilizzando

]

Esempio 3.38. Sia S una sfera in R? privata di un raggio. Allora tutti i

punti di 05 sono regolari per S.
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3.4 Ricorrenza e transitorieta del moto

Browniano. Punti irregolari.

Utilizzando i risultati delle sezioni precedenti, possiamo stabilire alcune ul-
teriori proprieta delle traiettorie browniane. In particolare dimostriamo che
il moto Browniano in R e in R? & ricorrente, nel senso che dato un aperto
non vuoto, il moto Browniano passa infinite volte attraverso questo aperto
con probabilita uno. Inoltre dimostriamo che moto Browniano in RY, per
N > 3, ¢ transitorio, nel senso che | X;| — +oo per t tendente a +00 quasi
sicuramente. Dimostriamo infine che ogni singoletto {z} ¢ polare per il mo-
to Browniano in RY con N > 2, nel senso che ¢ nulla la probabilita che il
moto passi da x per t positivo. Come conseguenza, proviamo che la nozione
di punto regolare introdotta nella Definizione 3.26 coincide con la nozione
classica dell’analisi armonica. In particolare, dimostriamo che dato un pun-
to 2o € 0.D, esiste f € C(OD) tale che, se u ¢ soluzione generalizzata del
problema di Dirichlet relativo ad f, si ha 1i£ 1z£1f u(z) < f(z0).

Ricordiamo che le funzioni armoniche-radiali in RY sono tutte del tipo:

f(@) = ([l

dove
Aln(R)+B se N=2,
p(R) =
A
RN—2

dove A e B sono costanti arbitrarie.

+ B se N > 2,

Incominciamo definendo rigorosamente i concetti di ricorrenza e transitorieta.

Definizione 3.39 (Ricorrenza e transitorietd). Sia (X;) un processo

stocastico in RN . Esso si dice:

e RICORRENTE se per ogni aperto non vuoto G allora
P*({w | 3(tn)nen € R, t, T +00 tale che w(t,) € G}) =1

per ogni v € RV,
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e TRANSITORIO se
P?( lim | X =400) =1
t—-+o0
per ogni © € RV,

Definizione 3.40 (Insieme polare). Sia (X;) un processo stocastico in

RY. Un insieme A si dice polare per (X;) se per ogni v € RN wvale
P*{w|3t>0:w(t) € A}) =0.
Notazione 3.41. Utilizzeremo la sequente notazione:
PHXy € Gio) =P ({w |3 (tn)nen € R, 1, T +00 Lc. w(ty) € G}).

Consideriamo adesso un moto Browniano in RY, con N > 2.

Fissati a, b reali positivi, consideriamo il seguente sottoinsieme di R¥:
Q={r eRY |a<|z| <b}.
Consideriamo adesso il seguente problema:

Au=0 in@

u=f sudQ@

dove f(x) = ¢(||x]|) & una funzione armonica-radiale.

Chiaramente il problema ammette una sola soluzione che e

D’altra parte anche la funzione
x— B (f(Xz,))

e soluzione classica dello stesso problema, essendo 0D regolare per i criteri

della sezione precedente e f € C(D). Per I'unicita della soluzione abbiamo

u(r) = f(z) = B*(f(X5,)), z€Q.
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Osserviamo che

9Q = dD(0,a) U dD(0,b).

Dunque abbiamo che:

- / Fy)ug(dy) + / f () g (dy)
dD(0,a) 0D(0,b)

= ¢(a)P*(X,, € 0D(0,a)) + ¢(b)(1 — P*(X,, € 0D(0,a))).

TQ TQ
(3.13)
In conclusione abbiamo ottenuto che
b) —
P*(X,, € 0D(0,a)) = #lb) = olz). (3.14)

Indichiamo ora con
T,=inf{t >0 | X; € 9D(0,a)},

cioe T, e il primo istante in cui il moto si trova a una distanza a dall’origine
e analogamente
T, =inf{t > 0| X; € 9D(0,b)}.

Osserviamo che ) ha misura di Lebesgue finita, e allora, per ogni x che
appartiene a @,

P*(1g < +00) =1,

in altre parole, con probabilita 1, ogni moto Browniano che parte all’interno
di @ esce sicuramente da quest’ultimo in tempo finito. Osserviamo che per
uscire da () abbiamo due possibilita: uscire dal bordo di D(0, a) oppure uscire
dal bordo di D(0,b) . Nel primo caso abbiamo 7, < T}, mentre nel secondo
T, > Ty,. Naturalmente una e una sola di queste situazioni si puo verificare.

Allora, con queste notazioni la (3.14) diventa:

p(b) — ¢(x)

P <To) = 0 = o)

a<lz||<b (3.15)
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Prima di dimostrare il teorema di ricorrenza e transitorietd del moto Brow-

niano, dimostriamo la seguente proposizione.

Proposizione 3.42. Sia B = B(0,r) la sfera di centro origine e raggio r in
RY. Allora
P°( lim T, = +oc0) = 1.

r—-+00

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che 3 M > 0 tale che
P(E) >0,

dove F = {w | T.(w) < M,¥Vr > 0}. Sia w € E. Abbiamo che fun-
zione r — (T, (w)), essendo crescente e superiormente limitata, ha limite che

chiameremo 7T'(w). Naturalmente T'(w) < M. Questo implica che

lim fw (T, (w))] = [w(T(w))] € R.

r—-+00

D’altra parte si ha che
|w(T(w))| = r — Fo0,
per r — +oo. Cio e un assurdo. O

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema.

Teorema 3.43 (Ricorrenza e transitorieta). Il moto Browniano é ricor-
rente in R?, transitorio in RY per N > 3. Ogni singoletto {z} ¢ polare in
RN per N > 2.

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso N = 2.
Da (3.15) abbiamo

 1og() ~log()
log(b) — log(a)

Fissiamo a e facciamo tendere b — +o00. Il lato destro dell'uguaglianza (3.16)

P(T, < Tp) (3.16)

tende a 1. Cosi abbiamo

P(T, < +00) = 1
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per ogni z, per ogni a positivo. Fissiamo ora s > 0 e proviamo che
PY(| Xy =a, t >s) =1.
La tesi segue dalla proprieta di Markov: infatti abbiamo
P*(|X;| = a per t > 5) = E*(P*(T, < +0)) = 1,
poiché (T, < +o00) = (| Xt/ =a,t >0) e
0:(|Xe) =a, t >0)=(|Xs| =a, t > s).

Questo implica che il moto Browniano in R? & ricorrente.
Proviamo ora che, per ogni ro € R?, {x} ¢ polare per il moto Browniano.
Per semplicita sia zy = 0. Fissiamo ora b e facciamo tendere a — 0 nella
(3.16). Chiamiamo

To =inf{t > 0| X, = 0}.

Allora per x # 0, abbiamo
P*(To <Tp) < lir% PY(T, <T,) =0
per ogni b reale positivo. Per la Proposizione 3.42 abbiamo che

P*( lim T, = 400) = 1.

r—-+00

Allora per ogni x # 0 abbiamo
P*(Th < 400) = 0.
Possiamo, pero, dire di pit. Utilizzando la proprieta di Markov forte abbiamo
(X;=0,t>¢e)=(X;00.=0,t>0),

allora
PY(X;=0pert>¢e) =E'(P°X,=0pert>c¢))

— EO(P(X,00. =0, 1>0))
= EO(PXE(TO < +OO)) = 0,
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per ogni € positivo. Cosi
P°(X; =0 per t > 0)=0.
In definitiva, abbiamo ottenuto che, per ogni z € R?,
P*(Ty < +00) =0,

e questo implica che {0} ¢ polare per il moto Browniano in R?.
Ricordando che la proiezione del moto Browniano in RY su qualsiasi piano
¢ ancora un moto Browniano, (cfr. Teorema 2.19), per dimostrare che ogni
singoletto {x} & polare per il moto Browniano in RY, basta proiettare il moto
Browniano su R2.

Proviamo ora che il moto Browniano ¢ transitorio in RY, con N > 3.
Dalla 3.15 abbiamo che

PN — ]

PYT, <Ty) = a < ||z|| <b.

b2—N _ g2—N ’

2-N
T

Fissiamo a e facciamo tendere b — +oo. Il lato destro tende a (U) .
a

Cosi, per ||z| > a, abbiamo

n—2
P¥(T, < +o00) = (ﬁ) < 1.
X

Fissata una costante R > 0 e € R, utilizzando la proprieta di Markov,

per M > R, otteniamo

R
Pr( lim | Xy < E) < P*(|Xy| < Rpert>Ty)

t——+o0

_ B[P (T < +00)] = (%) o

Ma l'ultimo termine tende a 0 per M — 400, e questo implica che il moto

Browniano in RY, per N > 3, & transitorio. O
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Osservazione 3.44. Il moto Browniano in R ¢ ricorrente. Siaa <z < b e
T =inf{t >0: X; &]a,b[}. Allora

b—=x
Px(XT:a):b—a’
e
T—a
P*( Xy =0b) = )
(X7 =b) b—a

Dimostrazione. Da (3.13), con f(z) =z, v € R, si ha

Procedendo come nella dimostrazione del Teorema 3.43 (caso N = 2), si ha
che
P°(X; =z i0.) =1,

cioe il moto Browniano in R e ricorrente. O]

Siamo in grado ora di dimostrare che se un punto & irregolare (in sen-
so probabilistico), allora lo & anche in senso classico, ovvero la soluzione
generalizzata del problema di Dirichlet non assume, in generale, il dato al
bordo.

Teorema 3.45. Sia N >2 ez € 9D\ 0.D, cioé z irregolare. Allora esiste
una funzione f € C(9D) tale che

liminf u(z) < f(z),

r—z,2€D

dove u é la soluzione generalizzata del problema di Dirichlet definita da (3.4).

Dimostrazione. Possiamo, senza perdita di generalita, supporre D limitato.

Sia f(z) =1e f <1sudD —{z}. Un esempio di funzione di questo tipo ¢

f(w) = max{(1 — [lw — z)),0}.

Ricordiamo che, per il moto Browniano in RY con N > 2, ogni singoletto

{z} ¢ polare. Unitamente al fatto che z ¢ irregolare per ipotesi, si ha che

P*(X,, = z) =0.
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Giustifichiamo 'uguaglianza sopra. Osserviamo che, poiché D & limitato,
P*(tp < 4+00) = 1, cioé X; esce da D in un tempo finito. X,, ¢ il primo
istante in cui X; € D. Per ipotesi z ¢ irregolare, il che significa che X; € D
per t piccolo, o in altre parole che X; parte da z e entra in D. Ma {z} ¢
polare, il che significa che P*(X; = z, Vt > 0) = 0, e quindi X, deve uscire
da D per un punto di 9D diverso da z.

Questa osservazione giustifica la seguente disuguaglianza:

1> E*(f(Xrp))-

Osserviamo che per ogni r > 0, indicando con 7, = inf{t > 0 | X; € B(z,r)},

abbiamo che
B*(u(X,), T < 75) = B*(E¥t(f(X,)), Ty < 7o)
- EZ(EZ<f(XTD) © 0Tr)? T, < TD)’

dove 'ultima uguaglianza e giustificata dalla proprieta di Markov. Ma, per
il Lemma 3.35, si ha che

P*(lim T, = 0) = 1. (3.17)

r—0t

Posto E, = {w | T,.(w) < 7p(w)}, si ha E, C E per r < s e, per (3.17), se
E =J,-q Er, si ha

1= P*(E) = lim P*(E,) = lim P*(T, < 1p).

r—0+ r—0+

Abbiamo cosi ottenuto che, per r — 0%,

EZ(EZ(f(XTD) © 9T7‘)7 Tr < TD) - EZ(EZ(f(XTD))) = Ez(f(XTD))
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Mettendo insieme queste osservazioni si ha

1> E*(f(X5))

= lim E*(u(X(T})); T, < 7p)

r—0+

> lim [P*(T, < 7p)

r—07+ z€B(z,r)ND

= lim P*(T, < 7p) lim

inf

u(@)]

inf  wu(z)

r—0t r—0t z€B(z,r)ND

= liminf u(x).
r—z,x€D

Questo conclude la prova.






Appendice A

RICHIAMI DI TEORIA
DELLA MISURA

A.1 Teoremi di Dynkin

In questo appendice richiamiamo alcuni fondamentali risultati della teoria
della misura. Nel seguito indicheremo con €2 un insieme diverso dall’insieme

vuoto 0.

Definizione A.1 (o — algebra). Una famiglia di sottoinsiemi % di Q0 si

dice o — algebra se:
e () e Q appartengono a X;
e se A€ X allora anche A° € ¥
e ['unione numerabile di elementi di 3 appartiene a .

Definizione A.2 (Famiglia monotona). Una famiglia di sottoinsiemi M

di Q si dice famiglia monotona se
e Qe M;
e sc Ae Be M con AC B allora B\ A€ M;

e ['unione crescente di sottoinsiemi di M appartiene a M.

91
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Definizione A.3 (N—stabile). Un famiglia A C P(Q) si dice stabile rispetto
all’intersezione (N — stabile) se per ogni A e B € A abbiamo che AN B €
A.

E banale verificare che una o — algebra ¢ una famiglia monotona, ma il

contrario non e vero. Abbiamo pero la seguente proposizione.

Proposizione A.4. Ogni famiglia monotona stabile rispetto all’intersezione

¢ una o — algebra.

Dimostrazione. Chiaramente le prime due condizioni della definizione di o —
algebra sono verificate. Rimane da provare che 'unione numerabile di ele-
menti di M appartiene a M. Verifichiamo prima che se A e B appartengono

a M, allora la loro unione appartiene ancora a M. Infatti
AUB = (A°N B°)°,

ma l'intersezione di elementi di M appartiene ancora a M per ipotesi e cosi
pure il complementare. Ora, se (A,) € una successione di elementi di M,

poniamo
n
B, = J 4.
k=1

Per quanto visto sopra, si ha che B, € M. Ma la successione (B,,) & cres-
cente. Allora, dalla terza condizione della definizione di famiglia monotona,

si ha

400
B, 1 [JAr e M.
k=1
Questo conclude la prova. O]

Sia A C P(Q). Indichiamo con o(.A) la 0 — algebra generata da A, ossia
la piu piccola o — algebra che contiene A, ovvero l'intersezione di tutte le
o — algebre che contengono A. Analogamente, M(A) indichera la famiglia

monotona generata da A.
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Esempio A.5. Consideriamo uno spazio topologico, (X, ©). La o — algebra,
o(0), generata dalla topologia © si chiama o — algebra dei borelliani. In RY

con la topologia euclidea i borelliani sono indicati con B(RY).

Osservazione A.6. Per ogni N naturale abbiamo che

BRY) =BR) x ... x B(R).

Dimostrazione. Poniamo per ogni j = 1,..., N la funzione
ej: RY — R,
definita da
ej(z1,...,xn) = ;.

Poiche e; ¢ continua, si ha che e; € mB(RY). Allora
BR)Y =o(e;, 1 < j < N)C BRY).

D’altra parte, B(RY) & generata dagli aperti di RY, e ogni aperto ¢ I'unione
al pit numerabile di “ipercubi” aperti della forma

N

H]akhbk[v

k=1
dove un tale prodotto ¢ in B(R)". Allora, per la doppia inclusione si ha
BRY) = B(R)".
]

Teorema A.7 (Primo teorema di Dynkin). Sia A una famiglia stabile
rispetto all’intersezione. Allora o(A) = M(A)

Dimostrazione. Per la proposizione precedente, basta dimostrare che M(A),
che per comodita indicheremo solo con M, & stabile rispetto all’intersezione.
Ne verra che M ¢ una o —algebra , allora o(A) C M. D’altra parte, essendo

una o — algebra una famiglia monotona, abbiamo che M C o(A). Per la
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doppia inclusione si ha 1'uguaglianza.
Poniamo

Mi={Ae M|ANI € M,VI € A}.

Chiaramente A C M. Proviamo che M; & una famiglia monotona. Ne
verra M C Mj. Abbiamo che 2 € M;. Siano Ae B € My, con A C B.
Allora

(B\A)NI=(BNI)\(ANnI) e M

per ogni I € A. Questo dimostra che B\ A € M;. Infine, sia (A4,) una
successione crescente in My. Poniamo A, T A. Allora, per ogni [ € A, si
ha

AnI=J@A.nI) eMm.

n>1
Dunque M ¢ una famiglia monotona.

Poniamo ora
My={A e M|ANB € M,¥VB € M}.

Per quanto dimostrato sopra, si ha che A C M,. Inoltre, con lo stesso
procedimento di prima, si prova che My ¢ una famiglia monotona. Allora

M C Mj e quindi M ¢ N-stabile. O

Questo primo teorema di Dynkin e importantissimo e il suo utilizzo nelle
dimostrazioni e frequente. In particolare ci dice che se una famiglia monotona
contiene una famiglia stabile rispetto all’intersezione allora ne contiene la
o — algebra generata.

Introduciamo ora un’altra importante struttura.

Definizione A.8 (Famiglia monotona di funzioni). Sia H una fami-
glia di funzioni su €2 a wvalori reali, limitate. Si dice che H é una famiglia

monotona di funzioni, se
e H e uno spazio vettoriale;

e H contiene la funzione costante uguale a 1;
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e se f, é una successione crescente in H di funzioni non negative avente

limite puntuale f, funzione limitata, allora f € H.
Possiamo ora formulare il seguente teorema.

Teorema A.9 (Secondo teorema di Dynkin). Sia H una famiglia mono-
tona di funzioni. Sia A una famiglia N — stabile. Se H contiene le funzioni
caratteristiche di A allora contiene anche le funzioni limitate e misurabili

rispetto a o(A).
Dimostrazione. Iniziamo provando che 14 € H, VA € o(A). Poniamo
M={A € o(A)|1la € H}.
Allora A C M per ipotesi e inoltre M ¢ una famiglia monotona. Allora
M=0c(A).

Abbiamo dunque dimostrato che le funzioni caratteristiche di insiemi mis-
urabili rispetto a o(A) appartengono a H.

Sia ora f una funzione o(A)-misurabile, limitata, a valori non negativi. Esiste
una successione crescente di funzioni semplici (¢, ), non negative che conver-
gono a f per n — +o0o0. Per quanto dimostrato prima, si ha che ¢, € H e
per la proprieta tre della definizione di famiglia di funzioni monotona, si ha
che f € H.

Infine, sia f € bo(A). Allora

f=r—1rf,
con f* e f~ o(A)-misurabili, non negative e limitate. Allora f™ e f~ € H,

da cui f € H, in quanto H ¢ uno spazio vettoriale. Questo conclude la

prova O]

A.2 Teorema di estensione di Carathéodory

In questa sezione definiamo la misura e gli spazi di misura. Dimostriamo

il famoso Teorema di Carathéodory, su cui si basa il modo piu comune di
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costruire le misure. Definiremo, infine, la misura prodotto e la misura di

Lebesgue-Stieltjes.
Definizione A.10 (Semianello). Una famiglia A C P(Q) si dice semianel-
lo se

o N e A;

o A ¢ stabile rispetto all’intersezione;

e se A, B € A allora la differenza A\ B si scrive come unione disgiunta

e finita di elementi di A.

Esempio A.11. In R, la famiglia A; = {Ja,b],a < b} U {0} & un semianello.

Pitt in generale
N
AN = {H]ak,bk],ak < bk} U {@}
k=1

& un semianello su RY e vale
o(Ay) = B(]RN).

Dimostrazione. Per semplicita, sia N = 1. Dimostriamo prima che A; € una
semianello. La prima condizione ¢ banalmente verificata. Dimostriamo allora
che A; ¢ stabile rispetto all’intersezione. Siano |a, b}, |c,d] € A;. Supponiamo
che la loro intersezione sia non vuota, altrimenti non dobbiamo dimostrare
niente. Allora possiamo supporre, senza perdita di generalita, che ¢ < b.
Abbiamo che

Ja, b]N]e, d] =]e, b].

Verifichiamo ora 'ultima condizione della definizione di semianello. Siano

la,b],]e, d] € Ay. Possiamo supporre che |c¢, d] Cla, b]. Allora, si ha che
]av b]\]c7 d] :]a’ C]U]d> b}’

dove I'unione e disgiunta.

Questo dimostra che A; ¢ un semianello.
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Dimostriamo ora che la o — algebra generata da Ay & la o — algebra dei

borelliani. Fissiamo un a,b € R. Abbiamo che

Ja,b] = U]a,b+1[.

n
neN

Allora, essendo l'intersezione numerabile di aperti, si ha che Ja,b] € B. Di-
mostriamo ora l'inclusione contraria, cioe che ogni aperto G' di R & contenuto
in 0(A1). Ma essendo G I'unione numerabile di aperti, ¢ sufficiente mostrare
che, per a,b € R, si ha

Ja,ble a(Ay).

Considerando ¢ = b’T“, si ha che

Ja. b= | Jla.b— —).

n
neN

Allora abbiamo che Ja, b[€ o(A1).

Questo conclude la prova. ]

Diamo ora il concetto di misura su un semianello.

Definizione A.12 (Misura). Sia A un semianello. Una funzione
p: A — [0, 00],

st dice misura su A se

e se (A,) € una successione di insiemi disgiunti di A tale che

U Anen

n>1

allora

p(U ) = Y wcan)

n>1 n>1
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Definizione A.13 (Spazio di misura). Sia F una o — algebra su Q e p

un misura su F. Chiamiamo spazio di misura la terna
(2, F, ).

Richiamiamo brevemente alcune proprieta degli spazi di misura. Per le
dimostrazioni, si veda, ad esempio, il libro di Williams “Probability with

Martingales” [9], capitolo 1.
1. (monotonia) se A,B € F con A CB allora u(A) < u(B);

2. (subadditivita) sia (A,) una successione di elementi di F, allora

u(lJ 4 < u(Y A

n>1 n>1
3. sia (A,) una successione crescente in F, allora

p(UJ A = lim_p(4,);

n—-+00
n>1

4. sia (A,) una successione decrescente in F tale che p(A;) < +oo, allora

p(() An) = lim_p(4,).

n—-+o0o
n>1

Definizione A.14 (Misura o-finita). Una misura p su (Q,A) si dice o-

finita se esiste una successione (A,) di elementi di A tale che:
o () = Un21 Ay
o u(A,) < +oo, Vn e N,

Proposizione A.15 (Unicita della misura). Siano u e v due misure o-
finite su o(A) dove A ¢ stabile rispetto all’intersezione. Se u(A) = v(A) per
ogni Ae A e u(Q) =v(Q) allora p=v.
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Dimostrazione. Consideriamo prima il caso in cui p(2) = v(Q) < +o0.
Poniamo

M={Beo(A)|uB)=v(B)}

Allora per ipotesi ACM. Basta provare che M e una famiglia monotona:
ne verra M=c(A) in base al Teorema di Dynkin. Dimostriamo, dunque,
che M soddisfa le tre condizioni richieste per essere una famiglia monotona.
La prima e banalmente verificata, infatti {2 € M per ipotesi. Proviamo la

seconda. Poiché le misure sono finite abbiamo che: per ogni A e B con ACB,
(B —A)=u(B) —pA) =v(B) —v(A) =v(B - A).

Quindi B\ A € M. Infine sia (A4,) una successione crescente di sottoinsiemi
di M e indichiamo con A 'unione di tali sottoinsiemi. Allora u(A,)=v(A,)
per ipotesi. Sfruttando le proprieta della misura, abbiamo che

w(A) = p(lJ 4w = limu(A,)

n—-4o00
n>1

= lim v(A,) =v(| ] A,) =v(A).

n—-+0o00
n>1

Allora A € M.
Abbiamo quindi dimostrato che M ¢ una famiglia monotona.

Siano ora i, v due misure o-finite. Allora esiste una successione (4,) € o(A)

Q=4

n>1

crescente tale che

w(A,) =v(4,) < +o0o.

Consideriamo le seguenti misure finite su o(.A) definite da

pn(B) = (BN A,), Beo(A)),

vn(B) = (BN A,), Beao(A).
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Per ipotesi abbiamo che u,, = v, su A, ma per quanto visto prima, essendo
fin, Vp misure finite, abbiamo che p, = v, su o(A). Allora questo implica

che p = v su o(A). Infatti, per ogni B € 0(A), si ha

w(B) = lim pu,(B)= lim v,(B)=wv(B).

n—-4o0o n—-—+o0o

Questo conclude la prova. O]

Enunciamo ora il seguente fondamentale teorema: dato un semianello A
e una misura g o-finita su A ¢ possibile definire una misura v su o(A), che
su A coincide con p. Per dimostrare tutto cio, dobbiamo introdurre una

“generalizzazione” della misura, chiamata misura esterna.

Definizione A.16 (Misura esterna). Sia Q un insieme e indichiamo con

P(Q) linsieme delle parti di Q. Una funzione
i P(Q) — [0; 400
st dice misura esterna se:
o 1*(0)=0.

o se (A,) € una successione di sottoinsiemsi di (2, allora
400 400
p (U A < XA,
n=1 n=1

Teorema A.17 (di estensione di Carathéodory). Siano A un semianello
su Q e p una misura o-finita su A. Esiste ed é unica una misura su o(A\)

che coincide con j su A.

Dimostrazione. Articoliamo la dimostrazione in passi.

1 PASSO: Definiamo una misura esterna su 2. Per ogni £ C {2 poniamo

+o0
p(E) =inf{) u(A,) | EC UA,, A, € A},
n=1
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Verifichiamo che e effettivamente una misura esterna.
Chiaramente p*(()) = 0. Infatti basta considerare A,, = () per ogni n.
Sia ora E = |J E,,. Dobbiamo provare che

+oo
E)<> ' (E
n=1

Se > p*(E,) = +oo non c’e niente da dimostrare. Sia allora

Z,u ) < +o0.

Per ogni n siano A,; € A tali che

+oo
E, C | Aw.
j=1
Allora si ha
Osserviamo che
—+oo +oo
EC U E, C U U Anj.
j=1n=1

Essendo la misura positiva, otteniamo

Facendo il limite per ¢ — 0%, si ha la tesi.
2 PASSO: Dimostriamo che p* ¢ un prolungamento di p sull’insieme delle

parti di 2. Dobbiamo provare che se A € A, allora
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Osserviamo che, se A; € A disgiunti e B € A tale che |J A; C B, allora

> u(4) < u(B).

Infatti possiamo scrivere
+00 “+00
B=|JA4 u(B\[J4)
i=1 i=1

dove 'unione ¢ disgiunta. Ma anche 'unione (B '\ |J A4;) ¢ disgiunta. Allora,

per le proprieta del semianello si ha

(B\UAi):UCm

i=1

dove C; € A disgiunti. Allora

—+o00 m “+oo
p(B) = (A + Y u(C) =) p(Ay).
i=1 i=1 i=1
Proviamo ora che p(A) = p*(A) per A € A. Osserviamo che possiamo sempre

scrivere

A=AUQU...U0.

Allora si ha
e (A) < p(A).

Proviamo la disuguaglianza contraria.
Sia A C|J A, con A, € A. Osserviamo che

+oo +oo

A=J@AnA4,) =B
n=1 n=1

con B, € A, essendo il semianello stabile rispetto all’intersezione. Possiamo

scrivere
—+o0o

A:UBn:U(Bn\OBj),

n=1
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dove 'unione e disgiunta e B, \ |J B, ¢ la differenza di elementi di A. Allora,
per le proprieta del semianello, esiste una famiglia finita C; € A disgiunti,
tali che

+oo

A=JJa

n=1 j

Abbiamo cosi .
pA) =D > uC)).
n=1 7

Essendo |JC,, C B, per ogni n, si ha

DD n(C) <D T puB) < n(An).

n=1 j

Abbiamo cosi trovato che
+o0o
p(A) <Y p(Ay),
n=1

per ogni ricoprimento A, di A. Allora, facendo I'estremo inferiore al variare

dei ricoprimenti, trovo
pu(A) < pr(A).
3 PASSO: Costruiamo, a partire da una misura esterna, una o-algebra.

Poniamo
M={ACQ|VECQ i"(E) = "(ANE) + y (A° N E)}.

Verifichiamo che M ¢ una o-algebra.

Chiaramente () € M poiche p*(@ N E) = p*(0) = 0, e u*(QNE) = p*(E).
Analogamente 2 € M.

Ora che se A € M allora anche A° € M, poiche la definizione ¢ simmetrica.

Dimostriamo ora che se (A4,) ¢ una successione di elementi di M, allora
U(A,) € M. Sia E C 2. Abbiamo

pr(E) = p (AN E) + pr((A) N E)

>
> (A1 0V B) + 7 (A1)° 0 Az 0 B) + 17 (0 (A1)e 1 (Az)°)



104 A. RICHIAMI DI TEORIA DELLA MISURA

e ragionando per induzione, al passo n otteniamo
W)= Yt (B0 A - 4) + (B0 () (40)
k=1 j<k k=1
Facendo il limite per n — +o00, otteniamo

400 +o0o
p(E) =Y (En AN\ A+ it (B n[)(4))
k=1 j=1

i<k

> (B0 JA\JA) + (B0 ((4))

k>1 j<k j=1

Osserviamo che [J(Ax \ U;-;, 4;) = U Ax. Allora otteniamo che

+00 +o0
p(E) > p (B n () Ax) + (B0 (| A4)).
k=1 j=1
Essendo la disuguaglianza contraria sempre verificata, abbiamo che |J A,, €
M. Abbiamo cosi dimostrato che M & una o-algebra.
4 PASSO: Dimostriamo che p* ristretta a M ¢ effettivamente una misura.
Chiaramente p*() = 0. Rimane da dimostrare che se E = U:g A,, dove

I'unione e disgiunta, abbiamo
+oo
i (B) = 3 1 (An)
n=1
Chiaramente, abbiamo
+oo
pE) <Y (A
n=1
Proviamo la disuguaglianza contraria. Abbiamo
+oo +oo
p(E) > ZM*( U Aj N Ag) + it (0).
n=1 j=1

Osserviamo che, essendo Ay disgiunti, abbiamo che A, — i<k A = Ag.

Allora il secondo membro dell’'uguaglianza sopra e

+o00
Z 1 (An).
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Abbiamo cosi dimostrato che
+oo
WL
n=1
Allora p* ristretta a M € una misura.

5 PASSO: Dimostriamo ora che se A € A, allora A & p*-misurabile. Sia
E C Q. Dobbiamo provare che

P (ANE) +p (AN E) < p*(E),

essendo la disuguaglianza contraria verificata. Consideriamo un ricoprimento
di E. Siano A, € A tali che E C |J A,. Poiche

+oo
AnEC | J(AnA,),

n=1

otteniamo che
—+oo

PW(ANE) <> p(AnAy).

Allo stesso modo, poiche
+oo
AnEC A n4,),
n=1
otteniamo che
“(A°N E) Z (AN A,)
Allora

w(ANE)+ p (AN E) <+§( (ANA,)+ *(ACmAn))

n=1

Osserviamo che A°( A4, = JC}, dove C; € A, C; disgiunti. Allora
0 A =) £ 3001(6) = k(G
J J
Osserviamo anche che

A, =(ANA,) Uc
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dove 'unione e disgiunta. Allora
plA) = W(AD A + 37 A(Cs) 2 (AN Ag) + 17 (A° 0 A,).
J

Abbiamo cosi provato che

+o0

WANE) + 1 (AN E) < 3 p(A).

n=1

Essendo questo valido per ogni ricoprimento (A,) di E, trovo
p(ANE) +p (AN E) < p'(E).
Questo conclude la prova. O]

Un’importante applicazione del Teorema di Carathéodory permette di

definire la misura prodotto di due misure. Abbiamo il seguente teorema.

Teorema A.18 (Misura prodotto). Siano u,v due misure o-finite rispet-

tivamente definite sulle o — algebre Fi e Fy. Allora linsieme
A={AxB|A€F eBc F},

e un semianello. Sia

m: A — [0, 400

definita da
(A x B) = u(A)v(B).

Si ha che ™ € una misura sul semianello A. In base al Teorema di Caratheodo-
ry, esiste ed e unica la misura, che chiameremo misura prodotto di i e v e

indicheremo con p @ v, su o(A) che coincide con m su A.

Dimostrazione. Dimostriamo che A € un semianello.

Chiaramente, poiche ) € F; e ) € F,, si ha che ) € A.

Inoltre A e stabile rispetto all’intersezione. Infatti, siano Ae B € Fi e C e
D € F,. Allora

(Ax B)N(C x D) =(ANC) x (BN D).
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Ma AN B € F; e ugualmente C'N D € Fy, essendo una o — algebra stabile

rispetto all’intersezione. Allora
(Ax B)N(C x D) € A.

Proviamo ora che la differenza di due elementi di A si scrive come unione
disgiunta e finita di elementi di A. Siano (A x B) e (C' x D) € A. Poniamo,
senza perdita di generalita, (C'x D) C (A x B). Allora

(Ax B)\ (C x D) =A{(z,y) € Ax B|(z,y) ¢ C x D}

={(z,y) e Ax Blz € C} U{(z,y) € Ax Bly ¢ D}

=(A\C)x BU (Ax (B\D))

= (A\C) x B U((A\C) x (B\D))U
U(C x (B\ D))

= (A\C)x BU(C x (B\D)).

Osserviamo che 'unione e disgiunta. Abbiamo cosi dimostrato che A € un
semianello.

Dimostriamo ora che 7 ¢ una misura su A.

Chiaramente 7(0)) = 0.

Sia A x B = U(A” x B,) € A, dove 'unione ¢ disgiunta. Sia z € A.

n>1
Abbiamo
({z} x Q) N(Ax B)=({z}NA) x B={z}NnB.

Allora

+00 +o0 oo

U(Anﬂ{x})x(BnﬂQ): U {z} x B, = {z} x U B,.

n=1 n=1,x€A, n=1,z€A,
Allora

+oo
B= |J B.
n=1,x€A,

Osserviamo che 'unione e disgiunta. Essendo v una misura, abbiamo che

—+o00

v(B) =Y v(Bu)la,(x).

n=1
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Integrando su A rispetto a u, otteniamo

=3 [ vB) L@l

= Z V(By)u(An).

Abbiamo cosi dimostrato che

“+o00

T(Ax B) =) m(A, x B,).

n=1
Allora 7 € una misura su A.
A questo punto, basta applicare il Teorema di Carathéodory e si ha la tesi.
m

Un’altra applicazione del Teorema di Carathéodory permette di definire

la misura di Lebesgue-Stieltjes.

Teorema A.19 (Misura di Lebesgue-Stieltjes). Sia
F:R—R,
una funzione
e non decrescente;

e continua a destra, nel senso che, per ogni a € R si ha

lim F(x) = F(a);

r—at
e tale che
lim F(z)=0
e
lim F(z)=1.

r——+00
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Allora, esiste un’unica misura pgr su B tale che, per ogni a,b € R, vale
F(b) — F(a) = pr(la, b]).

Dimostrazione. Sia

S ={la,0] | a <b} U {0},

e sia

pr S — [0, +o0],

definita da
pr(la,b]) = F(b) — F(a).

Allora S € un semianello e pp € una misura su F.

Per il Teorema di Carathéodory, pp si prolunga in modo unico a una
misura una o — algebra che contiene ¢(.S). Tale misura ¢ detta misura di
Lebesgue-Stieltjes associata a F.

Abbiamo gia precedentemente dimostrato che S ¢ un semianello.
Dimostriamo che pp € una misura su S.

Occorre solo dimostrare che up sia numerabilmente additiva su S. Sia (A4,)
una successione in S tale che gli elementi siano a due a due disgiunti e la loro

unione stia in S. Poniamo
+o0o
A=A
n=1
1 PASSO: Dimostriamo che

Z pr(An) < pp(A).

n>1

Proviamo prima che, per ogni A,,..., A, € S disgiunti tali che
p
JAarcAaes
k=1

vale
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Siano
Ay =lag, b], con ay < by < ag41,
e sia
A =la, b)].
Allora
p p
Z,UF(]@k; be]) = F(bx) — F(ax)
k=1 k=1
p—1
< > Flags1) — Flag) + F(by) — F(ap)
k=1

< F(b) = F(a) = pr(A).
Sia ora (A,) una successioni di elementi di S a due a due disgiunti. Poniamo

A=JA,es.

n>1

Poiché, per quanto visto prima, per ogni p € N, vale

Z pr(Ag) < pp(A),

si ha la tesi del 1 PASSO.
2 PASSO: Dimostriamo che

Z pr(An) > pr(A).

n>1

Per prima cosa proviamo, per induzione su p, che se A =|a,b| e Ay =|ax, by]

con k=1,...,p, tale che

p
Cl b g U ak>bk‘
k=1
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vale
A) < ZMF(Ak)- (A.1)

Per p =1 ¢ ovvio.

Supposta vera per p, dobbiamo provare che vale per p 4+ 1. Siano

A, ... ,Ap+1 es,
tali che
p+1
[a,0] € | J)aw, il
k=1

Possiamo sempre supporre, senza perdita di generalita, che

b,o1 = max {bs

Pt 1<k<p+1{ -

Osserviamo che, in queste condizioni, deve essere
byr1 > b.

D’altra parte, supponiamo che

a < apr1 < b,

altrimenti tutto diventa banale. In queste condizioni, esiste ¢ > 0 tale che

ap1 + € < b e valga

C@

la,a+ € C | )]a, by

k=1
Di conseguenza si ha

pr(la,b]) = pr(la, appr +€]) + pr(lap + €, b))

< Z ,UF(]aka bk]) + MF(]ap+17 bp+1])>

k=1
da cui (A.1). Proviamo ora la tesi del 2 PASSO.
Siano A, (A,,) come nelle ipotesi. Fissato e > 0, Vn € N, 34,, > 0, tali che

F(b, + 8,) — F(by) < 2in
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Abbiamo che
la+ €8] € ( lan, by + 6a,

n>1
ed essendo [a + €,b] compatto, possiamo assumere, a meno di riordinare gli
Anp,

p
[a+€,b] C Uak,bk+5

k=1

Per (A.1) si ha

“+oo

< 2e+ ZMF(Ak)-

k=1
Sfruttando l'ipotesi di continuita a desta della F', facendo il limite per
€ — 07, si ha

pr(la+eb) = pp(A),

da cui la tesi.

Questo conclude la prova del teorema. O

Esempio A.20. Se F(x) = x per ogni x reale allora la misura di L-S ¢ la
misura di Lebesgue in R. Ovviamente se siamo in R” la misura di L-S sara

quella di Lebesgue in R”.

Esempio A.21. Se F(x) = 1345 allora la misura di L-S ¢ la misura di

Dirac centrata in z.

Osservazione A.22. Se F' non e continua a destra, allora pr puo non essere
numerabilmente additiva, e dunque puo non essere una misura. Per esempio,

basta considerare

F - 1]0,4,00[7
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e
1 1
A, =] , =]
n+1ln
Si ha che
MF(AH) - 07 Vn e N,
mentre

Dunque, l'ipotesi di continuita a destra e fondamentale.

A.3 Teorema di Lebesgue-Nikodym-Radon

In questa sezione introduciamo le funzioni misurabili e I'integrazione rispet-
to a una misura p. Infine, dimostreremo il famoso Teorema di Lebesgue-
Nikodym-Radon. Nel seguito la terna (€2, F,u) indichera uno spazio di

misura.

Definizione A.23 (Funzione misurabile). Una funzione f:Q) — RN si
dice misurabile rispetto a F, e scriveremo f € mF(Q,RN), se la controim-
magine di ogni borelliano mediante f appartiene a F, cioé¢ f~(H) € F, per
ogni H € B(RY).

Notazione A.24. D’ora in poi indicheremo con mFT(Q,R) linsieme
della funzioni misurabili non negative, e con bF(Q, RY) linsieme delle fun-

zioni da Q0 a valori in RN misurabili limitate.

Proposizione A.25. Una funzione f € mF(Q,RY) se e solo se ciascuna
delle sue componenti fi, € mF(,R), perk=1,...,N.

Dimostrazione. Proviamo dapprima la necessita. Basta considerare la fun-
zione

er : RY - R,
definita da

er(z) = xy.
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In altri termini, e, € la proiezione sull’asse k-esimo. Poiché e, € mB, allora

anche

exof=fremF.

Proviamo ora I’equivalenza contraria.

Supponiamo che f, € mJF per ogni £k = 1,...,N. Dobbiamo provare che
f7Y(H) € Fperogni H € B(RY). Utilizziamo il primo Teorema di Dynkin.
Poniamo

M={A € BRY) | f 1A € F}.
Proviamo che M & una famiglia monotona.
Chiaramente RY € M.
Siano A e B € M, con A C B. Allora, poiché
fHBNA) = (BN A

ed essendo f~!(B) e f~1(A) € F per ipotesi, si ha che

BN\ fH(A) e F.
Cio implica che
B\ A e M.

Proviamo infine che se (A,) & una successione crescente di elementi di M,
allora A =J,+; 4, € M. Questo segue dal fatto che

R A = (A e 7.

n>1

Rimare da provare che

M = BRY).
Poniamo

S ={]] A Ax € BR)}.

k=1
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Si verifica immediatamente che S ¢ N-stabile ed inoltre S C M. Infatti si ha
che

N N
A= er
k=1 k=1
Inoltre per I’Osservazione A.6 si ha che
BRY) = o(89).

Utilizzando il primo Teorema di Dynkin, si ha che M contiene B(RY). D’al-
tra parte M C B(RY) dalla definizione. Per la doppia inclusione, si ha la
tesi. O

Definiamo ora l'integrale rispetto a una misura pu.

Definizione A.26 (Funzione semplice). Siano ci,...,c¢, € R e siano
Ay, ..., A, € F, insiemi disgiunti. Una funzione del tipo
=2l
n>1

si dice semplice.

Se f & una funzione semplice, posto A = | J Ak, si pone

/ [z Z Cpt(Ag)-

k=1

Per ogni g € mF*(Q,R), si pone

/gd,u / p(dx) = sup{/f pldx)|f <g, f semphce}

Una funzione f € mF (2, R) si dice integrabile (rispettivamente sommabile)
quando almeno una tra (rispettivamente entrambe) le funzioni f* e f~ ha

integrale finito. In tal caso si pone

/Q fu = /Q frdp - /Q fdp

Un teorema che sara molto importante in seguito ¢ il famoso Teorema di
Lebesgue-Nikodym-Radon. Prima di enunciarlo abbiamo bisogno di un’altra

definizione.
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Definizione A.27 (Misura assolutamente continua). Sia F una o —
algebra su Q. Siano p e v due misure su (Q,F). Allora u si dice v-assoluta-

mente continua se per ogni A € F con v(A) =0, si ha che u(A) = 0.
Siamo ora in grado di enunciare il seguente teorema.

Teorema A.28 (Lebesgue-Nikodym-Radon). Siano pev due misure o-
finite su (2, F). Esiste un’unica funzione h € mF*(Q,R) ed esiste A € F,
con 1(A) = 0 tale che

| stwwtaw) = [ rntinan) + [

per ogni f € mFT(Q,R).

Dimostrazione. Articoliamo la dimostrazione in due passi.
1 PASSO: Dimostriamo il teorema nel caso in cui le due misure sono finite.

Considero il seguente operatore lineare

T:L*Qpu+v) — R,

weéﬂmwm>

L’operatore T, nel caso in cui f e sommabile rispetto a v, € ben definito ed

cosi definito

inoltre vale

T < wE)IIf, L7
Osserviamo che T' e lineare e continuo. Per il Teorema di Riesz, esiste g €
L2(2, u + v) tale che

/f W) (1 + v) (du).

Essendo il prodotto fg sommabile, si ha

/f )+ ) /7 MM0+AfWMWWMM
=wawm>
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Guardiamo come e fatta g.

Consideriamo l'insieme
1
C={zeQ] gx) <0} =U{zx| g(x)g—ﬁ}:UC’n.

Consideriamo f = 1¢,. Abbiamo

| 1ewtan) = [ 1e@gintio) + [ 1o, @),

Q

da cuil otteniamo

v(C,) = /C g(w)u(dw) + / g(w)r(dw) < —(u(Cy) + v(C).

n

Allora

(1 D) v(Aa) + - (C) <0,

ma essendo le misure positive, si ha

cioe g > 0 (u + v)-quasi dappertutto.

Sia ora
1
B:{xEQ|g(x)>1}:U{x|g(x)21+ﬁ}:UBn.
Ragionando come prima, otteniamo

0> %V(Bn) +(1+ l) (1(Bn),

n

da cui
v(By,) = u(By) = 0.

Abbiamo cosi che g < 1 (u + v)-quasi dappertutto.

Consideriamo adesso l'insieme
A={zeQ]g(x)=1}
Prendendo come f = 14 otteniamo

o) = [ Ligtwyutdw) + [ agtwpwldn) = u(4) + (4),
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da cui
u(A) = 0.

L’insieme A e I'insieme cercato.
Sia adesso f > 0, con f € L*(,u+ v). Essendo 0 < g < 1 (u + v)-quasi
dappertutto, si ha che per ogni k naturale fg* € L?(Q, u + v). Ragionando

come prima, mettendo nelle seguenti uguaglianze

/Qf(w)(l—g(w))V(dw) I/Qf(w)g(w)u(dw)z f(w)g(w)p(dw),

Q—-A

al posto di f la funzione fg*, trovo

flw)g"(w)(1 = g(w))v(dw) = /Qf(w)gk(w)(l — g(w))p(dw)

Q—A

= f(w)g™ (w)v(dw).
Q—-A

Essendo valida per ogni k naturale, possiamo sommare e troviamo

> - Fw)g*(w)(1 = g(w))w(dw) = - f(w)g™ (w) p(dw)
- [ s (L
Osserviamo che
f(w)g* (w)(1 = g(w))v(dw) = f(w)(1 = g™ (w))v(dw).

o J-A Q-A
Inoltre, poiché 0 < g < 1 (u + v)+quasi dappertutto, si ha che
0< g™ <g" <1,

per ogni n naturale. Allora, la successione (1 — g") ¢ crescente e maggiore o
uguale a zero (u+v)-quasi dappertutto. Possiamo percio applicare il Teorema

di Beppo-Levi. Osserviamo che

g" — 0, in A,
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allora
1—¢"™ —1, in A

Applicando il Teorema di Beppo-Levi, troviamo

faowiawy = [ L9, )
Q—A a-a 1—g(w)
Definiamo allora
% sexreN—A
h(x) =
0 sex € A
Si allora ha che
flu(dn) = [ fhwydo)
0-A Q
Abbiamo cosi dimostrato il teorema nel caso in cui le misure sono finite e
ferl*)(Qu+v).
Sia ora 0 < f misurabile. Esiste una successione crescente di funzioni

semplici, (,), e positive tale che

on T f

per n — +oo. Essendo ¢, funzioni semplici, si ha che ¢, € L*(Q,u + v).

Allora per le ¢, vale il teorema, e dunque
| entwitdn) = [ pu@hwntw).
Q-A Q
Applicando il Teorema di Beppo-Levi a entrambi i membri, si ha
[ fwntae) = [ fwh)nti)
Abbiamo cosi dimostrato la validita del teorema nel caso in cui le misure
sono finite.
Questo completa il primo passo.
2 PASSO: Dimostriamo il teorema nel caso in cui le misure sono o-finite.
Per ipotesi abbiamo che

Q= U A, con u(A,) < +oo,

n>1



120 A. RICHIAMI DI TEORIA DELLA MISURA

0= U B, con v(B,) < +oc.

n>1

Osserviamo che non & restrittivo supporre che le unioni siano disgiunte.

= U158

n>1

Poniamo

Osserviamo che I'unione ¢ disgiunta e inoltre si ha che
Q= J X
m>1
Definiamo

F,={AcF|ACX,}.

Si ha che F,, € una o — algebra su X,,, per ogni n naturale. Si considerano i
due spazi di misura

(XTL7 ‘Fn’ M)?

(Xna Fn’ V)‘

Sono spazi di misura finita su cui possiamo applicare il teorema, per quanto
dimostrato nel PASSO 1. Consideriamo 0 < f € F-misurabile. Sia f’
la restrizione di f a X,. Chiaramente f’ € F,-misurabile. Allora esiste

0 < h,, € F,-misurabile ed esiste Z,, C X,,, con u(Z,) = 0, tali che

i f(w)y(dw) = i f (@) (w)p(dw) + ; f(w)v(dw).

Per z € X,,, con n > 1, definiamo h(xz) = h,(z). Essendo X,, a due a due
disgiunti, risulta che h € ben definita. Inoltre si ha h > 0 e h € F-misurabile.

Per ogni n si ha

/f w)lx,v(dw) /f w)1x, p(dw) /f z)1z,v(dw).

Sommando si ottiene

Z/f r)1x,v(dw) /f w)lx, p(dw) + /f w)1z,v(dw)).
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Abbiamo pero che

Z/f 2)1x, v(dw) /Zf 2)1x,v(dw),

n>1 n>1

e ricordando che (X,,) ricopre € si ha

JE

Ragionando allo stesso modo si ha

Z/f W)l (dw) /f

n>1
Z/f )z, v(dw) = /f

n>1

dove si e posto

A:UZn.

n>1
Osserviamo che
pu(A) = 0.

Abbiamo cosi ottenuto

| stwwtaw) = [ romtinan) + [

Abbiamo cosi dimostrato il secondo passo.

Questo conclude la prova.

Osservazione A.29. Considerando come f = 1g per ogni E € F, il Teore-

ma di Lebesgue-Nikodym-Radon si puo scrivere nella forma seguente
() = / h(w)(dw) + V(AN EB).
E

Teorema A.30 (Lebesgue-Nikodym-Radon). Siano pev due misure

finite su (Q,F). Se v é p-assolutamente continua, allora esiste un’unica

=Lﬂwmm>

funzione f € LY(Q, ) tale che
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Dimostrazione. Per 1'osservazione precedente, abbiamo che esiste f € F-

misurabile ed esiste £ € A con u(A) = 0, tale che
/E) = [ flwn(dv) + (A0 B),
per ogni £ € F. Ma per ipotesi, v ¢ u-assolutamente continua, e allora
v(ANE)=0.

Allora abbiamo che
!E) = [ fwp(av).

Questo conclude la prova. n
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