1 Introduzione

In questo seminario presentiamo alcuni risultati ottenuti in collaborazione con Sergio
Polidoro. Consideriamo ’equazione alle derivate parziali del second’ordine

mo N
Lu(x,t) = Z 0w, (aij(z, )0, u(z, 1)) + Z bijriOg;u(z,t) — Opu(w,t) =0 (1.1)

i,j=1 ,j=1

dove (z,t) = (x1,...,7N,t) = z indica il punto in RV*1 e 1 <mg < N.

Vogliamo adattare il metodo iterativo introdotto da Moser in [31, 32, 33] per le
equazioni uniformemente paraboliche, per provare che le soluzioni distribuzionali di (1.1)
sono funzioni localmente limitate. Ricordiamo che la tecnica di Moser e basata sull’utiliz-
zo di stime di tipo Caccioppoli opportunamente combinate con il teorema di immersione
di Sobolev. A causa della forte degenerazione dell’operatore L, lo studio di (1.1) presenta
delle difficolta nuove. Infatti, anche la soluzione u di (1.1) verifica una disuguaglianza di
tipo Caccioppoli che, tuttavia, fornisce una stima delle sole derivate 9;,u, j = 1,...,mq, e
non si ha alcuna informazione sulle altre N — mg derivate spaziali.

In effetti, le estensioni del metodo di Moser disponibili in letteratura si basano im-
plicitamente sul fatto che la disuguaglianza di Sobolev (eventualmente adattata all’ambito
funzionale considerato) sia un ingrediente essenziale di tale procedura iterativa (cfr., per
esempio, [40], [12], [13] e [14]). Tuttavia, nel nostro caso, le stime di Caccioppoli danno
informazioni parziali che non possono essere colmate dal classico teorema di Sobolev.

L’idea ¢ allora quella di provare delle stime di tipo Sobolev per le sopra e sotto-soluzioni
di (1.1), che siano abbastanza accurate da poter essere utilmente combinate con le stime
di Caccioppoli. A tal fine, rappresentiamo la soluzione v in termini di una parametrice di
L, ossia in termini della soluzione fondamentale del seguente operatore

LO = Amo —+ Y, (12)
dove A,,, € 'operatore di Laplace nelle variabili x1, ..., 2, e Y € la parte del prim’ordine
di L:

N
Y = Z bijwiazj — 8t. (1.3)
ij=1

Con un piccolo abuso di linguaggio, chiameremo Lg la parte principale di L. Dunque,
se u ¢ soluzione di (1.1), formalmente abbiamo

mo
Lou= (Lo~ L)u=»_ 0,,F, (1.4)
=1
dove

mo
E:Z(&j—aij)@mju, i:1,...,m0.
j=1



Poiche i termini F; dipendono solo dalle derivate d,,u, j = 1,...,mo, la disuguaglianza di

Caccioppoli fornisce una stima ngcl del membro destro di (1.4). Utilizzando la soluzione

p
loc

rale poiche anche la classica disuguaglianza di Sobolev puo essere provata rappresentando

fondamentale di Lg, otteniamo poi delle stime L; _di u. Questo argomento sembra natu-

le funzioni in H! in termini della soluzione fondamentale dell’operatore di Laplace.
Di seguito, precisiamo le ipotesi che assumeremo.

[I.1] I coefficienti a;j, 1 < 4,5 < mg, sono funzioni misurabili di z. Inoltre a;; =
aj;, 1 <1,5 < my, ed esiste una costante positiva i tale che

p e < Z aij(2)6&5 < plg?

ij=1
per ogni z € RNt ¢ ¢ € R™. La matrice B = (bij)ij=1,...N € costante.

[I.2] Lo é ipoellittico e §x-omogeneo di grado due rispetto ad un opportuno gruppo di
dilatazioni (6)) <o in RNT1 (si veda (2.6)).

Notiamo esplicitamente che, benche sia espressa in termini di Lo, [[.2] &, in realta,
un’ipotesi sui coefficienti b;; dell’operatore L. Infatti, in base alla ben nota condizione di
Hormander [16], I'ipoellitticita di Ly ¢ equivalente all’ipotesi

rank Lie (8m1,... 19) Y) (z2) =N +1, Vz e RN

» YTmg

dove Lie(@xl, .. .,meO,Y) indica l'algebra di Lie generata dai campi Oy,,...,0s, Y.
Dunque risulta chiaro che lipoellitticita di Ly (cosi come l'esistenza delle dilatazioni
(0x)x>0) dipende solo da mg e dalla parte del prim’ordine Y di L. Nel paragrafo 2,
richiameremo anche una nota condizione di struttura sulla matrice B equivalente a [I.2].

Notiamo anche che se L ¢ uniformemente parabolico (i.e. mg = N e B = 0), allora
[I.2] & ovviamente soddisfatta. Infatti, la parte principale di L & semplicemente 'operatore
del calore che ¢ ipoellittico e omogeneo rispetto alle dilatazioni paraboliche §y(z,t) =

(Az, \2t).

Diamo ora la definizione di soluzione di (1.1). Indichiamo con D = (9y,,...,0zy), (-, *)
rispettivamente il gradiente e il prodotto scalare in RY. Inoltre, sia D,,, il gradiente nelle

variabili z1,..., Zy,.

DEFINIZIONE 1.1 Soluzione debole di (1.1) in un sottoinsieme 2 di RN*1 ¢ una funzione
u tale che u, Dygu, Yu € L2 (Q) e

loc

/—(ADu, Dy) + ¢Yu =0, Vo € C5°(9). (1.5)
Q



Prima di enunciare i nostri risultati principali introduciamo qualche ulteriore no-
(Pl
o

tazione. Sia 'operazione di gruppo in RN¥*+! definita in (2.3), e consideriamo il cilindro
euclideo

H = {(z,t) eRY xR | |z| <1, |t| <1}.
Per ogni zp € RVt e r > 0, poniamo
H,(20) = 200 (6.(H1)) = {z e RN : 2 = 250 6,(¢), ¢ € Hi}. (1.6)
Vale il seguente

TEOREMA 1.2 Sia u una soluzione debole non negativa di (1.1) in Q. Sia zg € 2 e siano
7,0 reali positivi tali che § < o < r e H.(20) C Q. Esiste una costante positiva ¢ che
dipende solo dalla costante di parabolicita v e dalla dimensione omogenea Q (cfr. (2.7)),
tale che, per ogni p > 0, vale

c

sup v < ——F— / uP. 1.7

" = T e o
H,(z0)

La stima (1.7) vale anche per ogni p < 0 tale che uP € L'(H,(2)).

OSSERVAZIONE 1.3 Anche le sopra e sotto-soluzioni di (1.1) verificano (1.7) per valori
opportuni di p. Pit precisamente, (1.7) é valida per

(i)p>1ep <0, se u é una sotto-soluzione debole non negativa di (1.1) tale che
uP € LY(H,(20));

(ii) p €]0, %[, se u & una sopra-soluzione debole non negativa di (1.1). In tal caso, la
costante c in (1.7) dipende anche da p.

Una conseguenza pressoche immediata dei risultati precedenti e la limitatezza locale
delle soluzioni deboli di (1.1).

COROLLARIO 1.4 Sia u una soluzione debole di (1.1) in Q. Siano zp € Q er,0 > 0, come
nel Teorema 1.2. Allora si ha

3=

C
sup ful < | —C / I R (1.8)
H,(20) (T - Q)Q+2
Hy(z0)

con ¢ = c(Q, ).

Per motivare I'interesse nella classe di operatori considerata, riportiamo alcune appli-
cazioni.



EsEmpio 1.5 Consideriamo la famiglia di equazioni cinetiche
of — (v, Vo f) = Q(f), t>0, e R" veR" (1.9)

dove n > 1 e f é una funzione non negativa. Fisicamente, (1.9) fornisce un modello
matematico per l’evoluzione di un sistema di particelle che interagiscono per collisione.
La soluzione f rappresenta, per ogni tempo t > 0, la densita di probabilita delle particelle
con posizione x e velocita v. L’operatore Q descrive il tipo di collisioni e puo essere lineare
o non lineare. Per esempio, se

Q(f) = Avf

(1.9) diventa il prototipo dell’equazione lineare Fokker-Planck (cfr., per esempio, [8] o
[39]) e si scrive nella forma (1.1) scegliendo mg =n, N =2n e

B= < 8 *OI” ) ,
dove I, € la matrice identita n x n. In questo caso l'operazione di gruppo di Lie é data da
(v,x,t)- (v, 2", t) = (v+ v, 2+ 2 +tv,t+1)
e il gruppo di dilatazioni ¢ definito da 6x(v,x,t) = (Av, N3z, At).
Nel modello di Boltzmann-Landau (cfr., per esempio, [24] e [25])

Q(f) = u, (aij(-, ))0u, f)

4,j=1

e 1 coefficienti a;j dipendono dalla funzione incognita attraverso delle espressioni integrali.
Questo modello é utilizzato per descrivere le interazioni a livello intermolecolare.

Equazioni del tipo (1.9) intervengono anche in matematica finanziaria (cfr. [2], [6] e

[1]).

EsEMPIO 1.6 L’equazione

n n n
oyu = Z Oz, (a,-jaxju) + inayiu + Zyiasiu, (x,y,s,t) € R" x R" x R" x R,
ij=1 i=1 i=1
(1.10)
interviene nella teoria dei processi di diffusione degeneri (cfr., per esempio, [9] e [43]).
L’operatore in (1.10) soddisfa le ipotesi [I.1]-[1.2] e il gruppo di Lie corrispondente é di
passo due. Le dilatazioni associate sono le sequenti 6x(x,y,s,t) = (Az, N3y, A%s, A%t).

Ulteriori motivazioni per lo studio di (1.1) vengono dalla teoria delle equazioni alle
derivate parziali. Come detto sopra, nel caso in cui i coefficienti a;; siano costanti, la
regolarita C*° delle soluzioni ¢ stata provata da Kolmogorov [18] e da Hérmander [16].



Uno studio sistematico di questa classe di operatori ¢ dovuto a Kupcov [20], Lanconelli e
Polidoro [22].

Il metodo della parametrice di Levi ¢ stato utilizzato da Weber [44], I'in [17], Eidel-
man, Ivasyshen, e Malytska [9] e Polidoro [37], [36] per trattare il caso dei coefficienti a;;
Holderiani. Sotto queste ipotesi, sono state provate stime di tipo Schauder da Satyro [42],
Lunardi [26], Manfredini [27]. Inoltre, le proprieta di regolarita delle soluzioni deboli di
(1.1) sono state studiate da Bramanti, Cerutti e Manfredini [3], Manfredini e Polidoro
[28], Polidoro e Ragusa [38], assumendo un’ipotesi di continuita debole sui coefficienti a;;
(si suppone che appartengano ad un opportuno spazio di funzioni ad oscillazione media
infinitesima).

Un problema di valori al contorno per un’equazione non lineare della forma (1.1) &
stato considerato da Lanconelli e Lascialfari in [21], da Lascialfari e Morbidelli in [23].
In tali lavori si utilizza il teorema del punto fisso di Kakutani-Ky Fan combinato con
le precedenti stime interne. Il fatto che le stime a priori dipendono dalla regolarita dei
coefficienti a;;, comporta ’assunzione di particolari condizioni sul tipo di nonlinearita
dell’operatore.

Il metodo di Moser estende le tecniche precedentemente utilizzate nel caso ellittico
[29, 30] e che sono equivalenti a quelle dovute a De Giorgi [7]. Questi risultati classici
sono stati generalizzati in molte direzioni (cfr. [5], [15], [4], [35], [45]). Le prime estensioni
della tecnica di Moser in ambito non Euclideo sono contenute in [19], [12]. Ricordiamo
anche che la tecnica introdotta da Nash [34] e sviluppata in [10], ¢ stata utilizzata in [41],
nell’ambito degli operatori subellitici sui gruppi di Lie. Il risultato principale dei lavori
sopra citati ¢ la uniforme continuita Holderiana delle soluzioni deboli. La presente nota
rappresenta un primo passo verso il conseguimento di un risultato analogo per le soluzioni

di (1.1).
Riconoscimenti. Desidero esprimere la mia gratitudine al Professor Ermanno Lanconelli

per il suo interesse al nostro lavoro e per le molte utili discussioni.

2 Preliminari

In questo paragrafo richiamiamo alcuni fatti noti sulla parte principale Lg di L, e mostri-
amo qualche risultato preliminare. Riscriviamo L in (1.1) nella forma

L =div(AD) 4, (2.1)
dove A = (aij)1<ij<n, aij = 0sei > mgo j > mg,eY édefinito in (1.3). Inoltre poniamo
_(Ipmy O
AO — < 0 0 ) )

dove I, € la matrice identita in R™°. Allora la parte principale di L prende la forma

Lo = div(4pD) + Y.



L’operatore Lg ha la notevole proprieta di essere invariante rispetto a un prodotto di Lie
in RV*+1. Pitt precisamente, poniamo

E(s) = exp(—sBT), s e R, (2.2)
e indichiamo con /¢, ¢ € RN*1L 1a traslazione a sinistra l¢(z) = oz nella legge di gruppo
(@, t) 0 (§,7) = €+ E(M)a,t+7),  (a,1),(¢7) e RN (2.3)

allora si ha
L o KC - EC [¢] L

Ricordiamo che, per le Proposizioni 2.1 e 2.2 di [22], l'ipotesi [I.2] & equivalente ad
assumere che rispetto ad una base di RY, la matrice B abbia la forma canonica

0 By 0 --- O
0 0 By --- O
- (2.4)
o 0o 0 - B
0 0 O 0
dove By € una my_1 X my matrice di rango mg, k =1,2,...,r con
T
mog>mp > ...my > 1, e ka:N.
k=0
In questo caso le dilatazioni associate a Ly sono le seguenti
6y = diag( Mg, NIy - - -, AT, N2, A >0, (2.5)

dove I,,,, indica la matrice identita mg, X my,. Possiamo esprimere esplicitamente la seconda
parte dell’ipotesi [I.2] con

Lgody =\? (5>\OL0), YA > 0. (26)

Nel seguito assumeremo sempre che B sia nella forma canonica (2.4).
Indichiamo con I'y(+, ¢) la soluzione fondamentale di Lq in (1.2) con polo in ¢ € RN *1,
Un’espressione esplicita di I'g(+, () ¢ stata esibita in [16] e [20]:

To(2,() =To(("102,0),  Vz,(eRVT 24,

dove
exp (—HCHt)z, ), set >0,

0, set <0,



t
/E YAoET (s)ds
0

(E & la matrice definita in (2.2)). Osserviamo che 'ipotesi [I.2] implica che C(t) & defini-
ta positiva per ogni ¢ positivo (cfr. Proposizione A.1 in [22]). Grazie alle proprieta di
invarianza di Lg, non ¢ difficile provare che

To(6x(2),0) = A 9Tg(2,0),  VzeR¥*1\ {0}, A >0,
dove
Q=mo+3mi+---+ (2r+1)m,. (2.7)

Il numero naturale @ + 2 ¢ solitamente chiamato dimensione omogenea di RN rispetto
a (6x)r>0. Tale denominazione sembra opportuna poiche il determinante Jacobiano Jdy
& uguale a A9*2, Indichiamo con || - || una norma §y-omogenea® in RV+1. Vale la seguente
stima

To(z,0) < e¢™ o279, (2.8)

con c costante positiva.
Definiamo 1’ Lg-potenziale della funzione f € L'(RN*1) come segue

LNE = [ Tl 0fQde, 2 e RV (29)

RN+1

Tale definizione € ben posta in quanto, per ogni T" > 0, si ha

RGO

RN X [-T,T)

(invertendo 'ordine di integrazione)

[ e [ toeod<er [ = 21l
RN+1 RN x[~T,T] RN+1

Richiamiamo anche il seguente risultato generale (cfr., per esempio, [11]).

!Per esempio, una norma, dx- omogenea & data da

1
N r+1)!

(2T+1)‘

|z|=(§ ;! + |t] )

dove aj =(2r+1)! se 1<j<mge

(2r + 1)! k—1 k
6= se 1+;mi§]§§mnl§kﬁr-



TEOREMA 2.1 Siano a €]0,Q + 2[ e G € C(RN*1\ {0}) una funzione 6x-omogenea di
grado o — Q — 2. Se f € LP(RNTY) per qualche p €]1,+o0|, allora la funzione

Grla)= [ Gl¢tonpO

RNJrl

¢ definita quasi ovunque ed esiste una costante ¢ = ¢(Q,p) tale che

|G fll a1y < ¢ max [G(2)| || flze@n+1y,

lIzlI=1
dove q ¢ definita da
1_1_ e
¢ p Q+2

Per comodita, enunciamo separatamente alcune stime del potenziale che useremo in
seguito. Tali stime sono essenzialmente contenute nel teorema precedente. Osserviamo
anche che, per le proprieta di omogeneita di I, il potenziale I'g(Dy,, f) € ben definito per
ogni f € L2(RN+1) almeno in senso distribuzionale, ossia

Po(Dong F)(2) = — / DTy (2 0) F(O)dC. (2.10)

RN-H
In (2.10), I'apice in Dﬁg()) indica che stiamo differenziando rispetto alla variabile .
COROLLARIO 2.2 Sia f € L2(RN*1). Esiste una costante positiva c = c¢(Q) tale che

ITo(F)l om @1y < |l fllL2 @1y, (2.11)
ITo(Dimg )l 2wy < el fll L2+, (2.12)

dove%zl—kﬁ elﬁ}:l—f-%.

PROVA. La stima (2.11) ¢ conseguenza immediata del Teorema 2.1 e dell’omogeneita di
[y. Per provare (2.12), ¢ sufficiente osservare che, per la (2.10), si ha

To(Dmof)(2) = / (DTo) (¢ 0 2,0) £(C)dC (2.13)

RNJrl

dove D ¢ un operatore differenziale del prim’ordine §y-omogeneo di grado uno. Quindi
(2.12) segue applicando il Teorema 2.1 con G = (DI'g)(-,0) e a = 1.

Per mostrare (2.13), indichiamo con D,, , kK = 1,...,r, il gradiente rispetto alle
variabili x; per
k—1 k
L+ mi<j<y m
i=0 i=0



Osserviamo che la matrice B in (2.4) ¢ nilpotente e vale

E(s) = Z (k?k BTk, seR. (2.14)
k=0

Dunque, in base a (2.14) e all’espressione (2.3) della legge di gruppo, deduciamo

D)To(2,¢) = D)To(¢ 0 2,0)

r _1\k
= (—Dmofo(-,o) _yd kll) (t—r)’“Dmkro(.,O)B,{..-BlT> (¢Cloz).
k=1 ’

g

DEFINIZIONE 2.3 Sotto-soluzione debole di (1.1) in un dominio Q é una funzione u tale
che u, Dypgu, Yu € L2 () e

loc

/—(ADu, Dy) + ¢Yu >0, Vo € C3° (), ¢ > 0. (2.15)
Q

Una funzione u é una sopra-soluzione debole di (1.1) se —u € sotto-soluzione.

OSSERVAZIONE 2.4 Se u ¢ sotto e sopra-soluzione di (1.1) in 0 allora é soluzione,i.e.
vale (1.5). Infatti, per ogni ¢ € C§°(S2), possiamo considerare 1» € C3°(Q2) tale che 1) >0
e+ >0in Q. Dunque (1.5) seque applicando la (2.15) a tu.

Osserviamo che anche la soluzione fondamentale I'g puo essere usata come funzione
test nella definizione di sopra e sotto-soluzione. Vale infatti il seguente lemma di cui
omettiamo la prova.

LEMMA 2.5 Sia v una sotto-soluzione debole di (1.1) in Q. Per ogni ¢ € C§°(Q2), ¢ >0,
e per quasi ogni z € RN*L si ha

[ ~(4D0, D Tz, )¢ + Ta(e, ppY v =0

Q

Un risultato analogo vale per le sopra-soluzioni deboli.

Concludiamo il paragrafo enunciando un lemma che si utilizza per dimostrare il
Corollario 1.4 e la cui prova e standard.

LEMMA 2.6 Sia f € C?NLip(R) una funzione monotona crescente. Se f & convessa (risp.
concava) e u € una sotto-soluzione debole (risp. sopra-soluzione) di (1.1), allora v = f(u)
¢ una sotto-soluzione (risp. sopra-soluzione) di (1.1).



3 Disuguaglianze di Caccioppoli e Sobolev

In questo paragrafo diamo una traccia della prova delle stime di tipo Caccioppoli e di tipo
Sobolev per le soluzioni non-negative di (1.1). Queste stime sono i due ingredienti essenziali
per poter riprodurre il procedimento iterativo di Moser che e alla base del Teorema 1.2
di cui ometteremo la prova. Richiamiamo la notazione (1.6) e, per semplicita, scriveremo
H, invece di H,(0).

TEOREMA 3.1 [Disuguaglianze di tipo Caccioppoli] Sia u una soluzione debole non
negativa di (1.1) in Ry. Sia p € R,p # 0,p # 1/2 e siano o, tali che % <po<r<l.
Se uP € L*(H,) allora Dy, uP € L*(H,) ed esiste una costante c, che dipende solo dalla
dimensione omogenea Q, tale che

e/ pp +e)

2p — 1
D,, u? < Y P do == -
| Dt ”L?(Hg) =" er— o) [|w ”LQ(HT)v ve €

1 (3.1)
ProvAa. Consideriamo il caso p < 1,p # 0,p # 1/2. Dapprima assumiamo che u sia
uniformemente positiva, ossia che u > wug per una costante ug > 0. Poniamo v = uP.
Poiche u & soluzione debole di Lu = 0 e u > g, allora v, Dy, v, Yv € L*(H,). Per ogni
Y € C§°(Hy), consideriamo la funzione ¢ = u?*~142. Si noti che ¢ e Dy, € L*(Hy),
quindi possiamo utilizzare ¢ come funzione test in (1.5). Troviamo

0="2 /(ADu, Dy) — oY u

2
H,
= g / (2p — Du**~*p*(ADu, Du) + 2pu* " (ADu, DY) — v 'Y u
H,
/ LY 2 Vi
= <1 — 2p> *(ADv, Dv) + vi)(ADv, D) — ZY(U )=

Hy

(utilizzando l'identita
Y (0%) = Y (§%0%) — 2079 Y0

e applicando il teorema della divergenza)

1 2
= / (1 - 2> V*(ADv, Dv) + vip(ADv, Dip) + %Y@b.
H, b
Posto ¢ = ‘2]17;1' e usando la disuguaglianza

2
v [(ADv, DY)| < e*(ADv, Dv) + T (ADw, DY),

10



otteniamo infine

— 4

H;

5/¢2<Am,m> < 1/1;2 (i(ADq/J,le} +2|¢Y¢]>. (3.2)
Hy

La tesi ¢ una conseguenza di un’opportuna scelta della funzione v in (3.2). Piu
precisamente poniamo

1
bl t) = x (1 0) ) x (141%) (3.3)
dove x € C*(R, [0, 1]) ¢ tale che
X(s) =1ses < p, x(s)=0ses>r, 1| < .
r—o
Osserviamo che .
1 .
O], asz/;\gr_ .,  j=1,...,N (3.4)

dove ¢; ¢ una costante dimensionale. Allora, grazie a (3.2), otteniamo

E/meoup\Q < 5/w2<ADuP,DuP>
'qu H,

1 9 cLit 2¢, C2 M / 2
<= P (1 —) P,
_4/u <5(r—g)2+r—g> (r — 0)? +€ Y

T T

(3.5)

IN

che prova (3.1).
Consideriamo ora il caso generale di una soluzione u non negativa. Consideriamo la

stima (3.5) peru—I—%,nEN,
2p
c2 ( u) 1
<2 (14H -
T A /<u+n) ’
H

5 1\?
- / ‘ Dp, <u + )
1 n
H, r
e mandiamo n all’infinito. Il passaggio al limite nel primo integrale & giustificato da

1 p
o (143)
n

Per il secondo integrale utilizziamo l'ipotesi u? € L?(H,.).

2

1\"!
=p <u + n) | Dol T |Dmou?|, Vp <1, n — oo.

Il caso p > 1 & sostanzialmente analogo, anche se & necessario utilizzare delle funzioni
di troncamento per garantire la necessaria sommabilita delle potenze u?. O

TEOREMA 3.2 [Disuguaglianze di tipo Sobolev per sopra e sotto-soluzioni]. Sia
v una sotto-soluzione debole non-negativa di L in Hy. Allora v € L35 (Hy), k =1+ %, ed

esiste una costante ¢ che dipende solo da Q) e u, tale che

Cc

[vll s (r,) < (Il z2gey + 11 Dmovlliz2q,)) » (3.6)

11



per ogni 0, T con % <po<r<Ll1.
Un risultato analogo vale per le sopra-soluzioni deboli non-negative.

PROVA. Sia v una sotto-soluzione debole non-negativa di L. Rappresentiamo v in termini
della soluzione fondamentale I'g. A tal fine, consideriamo la funzione cut-off ¢ introdotta
in (3.3). Per ogni z € H,, abbiamo

v(z) = v(z) = / [(AoD(vip), DTo(z,-)) — To(z, )Y (v9)] (Q)d¢ = I1(2) + I2(2) + I3(2),
" (3.7)
dove

I(z) = / [(Ao Dy, DTy (z, Yo (¢)dC — / To(z, oY) (C)dC,

H;

H,
Ix(z) =/[<(A0—A) Dv, DTg(z, -))1] (C)dC—/[To(za )(ADv, D¥)] (¢)dC,
H,

Hy

I(z) = / [(ADv, D (To(2, 1)) — Tolz, )Y ] (Q)dC.

Hy

Poiche la funzione v e sotto-soluzione debole di L, il Lemma 2.5 implica che I3 < 0, e
quindi
0 <w(z) <Ii(2) + I2(2) per quasi ogni z € H,.

Per concludere ¢ sufficiente stimare v con una somma di Lg-potenziali.
Cominciamo col considerare [;. Indichiamo con I] e I} rispettivamente il primo e il
secondo integrale in I. Allora I si stima grazie alla (2.12) del Corollario 2.2 come segue
c

HIiHL%(HQ) < C”UDmo¢”L2(RN+1) < _ Q””HH(HT),

dove l'ultima disuguaglianza segue da (3.4). Per stimare I{ utilizziamo la (2.11):
c

1171l 2w 11,y < meas(Hp)* Q|7 || pox g,y < oY ¥l pagasry < p—

HUHL?(HT)'
Con la stessa tecnica proviamo che
c
112l p2n (1) < fQHDmoU”L%H@,

per una costante ¢ = ¢(Q, p).

Con un argomento analogo si prova la tesi nel caso di v L-sopra-soluzione. In tal caso
& necessario introdurre il seguente operatore ausiliario

Lo=div(A4oD)+Y, Y =—(x,BD)— 9,

e rappresentare v in termini della soluzione fondamentale di Eo. O
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