1 Introduzione

In questo seminario presentiamo alcuni risultati ottenuti in collaborazione con i Professori
Giovanna Citti e Sergio Polidoro [4]. Ci occupiamo dello studio della regolarita interna
delle soluzioni dell’equazione in R?

Lu = Oppu + udyu — Opu = f, (1.1)

dove indichiamo con z = (x,y,t) il punto di R3. L’equazione (1.1) appare in alcuni lavori
recenti di matematica finanziaria. In [12], la (1.1) descrive ’evoluzione del prezzo di certi
strumenti finanziari, le opzioni, il cui valore in un determinato momento (tipicamente,
la scadenza) non dipende solamente dal prezzo del pacchetto corrispondente, ma anche
dalla storia del proprio prezzo. L’equazione (1.1) compare anche in un lavoro di Antonelli,
Barucci e Mancino [1], dove viene proposto un modello matematico per lo studio del
problema delle decisioni di un soggetto finanziario in presenza di rischio. Gli autori di [1]
dimostrano, con metodi probabilistici, che il problema di Cauchy per I’equazione (1.1) con
un opportuno dato iniziale ug tale che

Ozup(z,y) # 0, V(x,y). (1.2)

ammette una soluzione nel senso di viscosita. Benche la regolarita della soluzione del prob-
lema di Cauchy abbia importanti conseguenze nello studio del problema economico con-
siderato, le tecniche utilizzate in [1] permettono solamente di dimostrare che la soluzione
¢ localmente Lipschitziana.

In questo seminario consideriamo soluzioni classiche di (1.1), ossia soluzioni u di (1.1) tali
che u € C! ed esiste u,, continua. Proviamo il seguente risultato.

TEOREMA 1.1 Sia u una soluzione classica dell’equazione (1.1) in un aperto Q di R3, con

feC®(Q). Seu, #0 in Q allora u € C*>().

L’ipotesi cruciale u, # 0 assunta nel teorema ¢ giustificata in primo luogo dalla (1.2).
Osserviamo anche che se la funzione v non dipende dalla variabile x, la (1.1) con f =0
diventa l’equazione di Burgers
udyu — Ogu = 0, (1.3)

e non si puo quindi sperare di ottenere risultati di regolarita della soluzione. Infatti, & ben
noto che la soluzione del problema di Cauchy relativo a (1.3) puo essere discontinua anche
se il dato iniziale & di classe C'°. Per esempio, la u soluzione del problema di Cauchy

udyu — u =0
u(y,O):ﬁ y R

¢ costante sulle curve integrali dell’operatore differenziale del prim’ordine in (1.3). D’altra
parte, tali curve integrali sono rette che, per ¢ abbastanza grande, si intersecano.



In terzo luogo, notiamo che l'operatore L puo essere riscritto formalmente come un
operatore di Hormander nel modo seguente

L=X*+Y,
dove X e Y sono campi vettoriali non-lineari in R? definiti da
X = 0,, Yu = udyu — du.
Se X e Y fossero campi lineari a coefficienti C*°, la ben nota condizione di Hérmander [7]
rankC(X,Y)(z) = 3, Vz, (1.4)

garantirebbe 'ipoellitticita di L. La condizione (1.4) esprime il fatto che i campi XY e i
loro commutatori, calcolati in ogni punto, generano lo spazio. Nel nostro caso, formalmente,
il commutatore di X e Y vale

(X, Y] = uy0,.

Quindi, se u; # 0, 1 campi X,Y e [X,Y] sono linearmente indipendenti in ogni pun-
to. Malgrado cio, ’equazione (1.1) non si puo inquadrare nella teoria degli operatori di
Hoérmander. In particolare, non si possono applicare i risultati noti (si veda, per esempio,
[5], [6] e [14]) all’equazione linearizzata poiche richiederebbero un’ipotesi di regolarita dei
coefficienti che non ci ¢ possibile assumere.

Per la prova del Teorema 1.1 utilizziamo una tecnica introdotta in [2] e perfezionata in
[3] per lo studio dell’operatore di Levi. Anche tale operatore puo essere scritto formalmente
come somma di quadrati di campi vettoriali non lineari, anche se ha una struttura diversa
data la mancanza del termine ultraparabolico Y.

Consideriamo ’equazione linearizzata

Lyu = Orpu + u0yu — Oyu = f. (1.5)

In (1.5), @ & una fissata funzione C! tale che 1, # 0. Proviamo i risultati di regolarita per
Lz mediante un opportuno adattamento del metodo classico di congelamento. Per ogni
zo € §2, consideriamo l'operatore congelato

Ly = X4 Y, (L6)

dove
Vi = ((20) + i (20) (& — 70))3y — 0.

I campi X e Y,, hanno una caratteristica particolarmente favorevole. E facile riconoscere
che, a meno di un cambiamento di variabile, essi coincidono con i campi generatori del-
l'algebra di Heisenberg su R3. Di conseguenza si possono trasportare all’'operatore L.,
una serie di notevoli risultati. In particolare, L., possiede una soluzione fondamentale
I',, invariante rispetto ad una struttura di gruppo di Lie omogeneo su R3. Osserviamo



che espressione esplicita di I';, ¢ nota (si veda [10], [7], [8], [9]), tuttavia il metodo che
utilizziamo si basa essenzialmente sulla proprieta di omogeneita di I',,.

Scriviamo poi una formula di rappresentazione, in termini di I',,, per le soluzioni di
Lgzu = f. I risultati di regolarita per 'operatore lineare si ottengono differenziando diret-
tamente tale formula. Applicando questi risultati all’equazione non lineare, concludiamo
la prova del Teorema 1.1.

2 Paragrafo 2

Consideriamo l'operatore linearizzato Ly definito in (1.5). Fissato 2z € (2, approssimi-
amo localmente L; mediante l'operatore L,, definito in (1.6). Come abbiamo gia detto
nell’introduzione, esiste un cambiamento di variabile 8,, tale che

X(uoby) = (Xpgu)ob,,
}/ZO(UOHZO) = (YHU)09Z07

dove 9 0y 0 o 0 9
XHzi—fQieYH !

= — + _—

00 2 003
sono i generatori dell’algebra di Heisenberg su R3. Ricordiamo che X e Yz sono invarianti
rispetto alle traslazioni a sinistra nella legge di gruppo in R3

00 = <91 + 07,05 + 05,03 + 05 + %(9195 - 929'1)> )

e X (risp. Yz) € omogeneo di grado 1 (risp. di grado 2) rispetto alla famiglia di dilatazioni
in R3 definita da
62 (0) = (N0, 2209, 0303), X > 0.

Il diffeomorfismo 6., induce su R? una struttura di gruppo di Lie omogeneo G, naturale
per L,,. Si definisce in maniera standard una norma omogenea || - ||, e una distanza d,
su G,. Tale distanza ¢ legata alla distanza di controllo dy associata ai campi X, Yy, dalla
seguente relazione: per ogni compatto K CC § esiste una costante C' = C(K) > 0 tale
che

a0, ) < dey(20,) < Cila(z0,2), 1)

per ogni zg € K e z vicino a zp. Inoltre 'operatore
Ly=X4+Yy (2.2)

possiede una soluzione fondamentale I'y @-invariante a sinistra e §y-omogenea di grado
—Q +2, dove @ = 6 indica la dimensione omogenea di R? rispetto a (d))x>0. La soluzione
fondamentale di L., ¢ data da

[ (2¢) = %(1730)

Lh(020(2); 020 (C))-
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Per studiare le proprieta di regolarizzazione di Ly, € opportuno introdurre una nozione
di regolarita holderiana che tenga conto della struttura omogenea naturalmente associata
all’operatore. Spazi di funzioni holderiane associati a strutture omogenee sono stati in-
trodotti da vari autori (si veda, per esempio, [15] e [16]). Ricordiamo anche la definizione
introdotta in [11] per lo studio di questioni analoghe nell’ambito della teoria dei semigruppi.

Se P & un campo vettoriale C' e 0 < o < 1, diciamo che la funzione u ¢ a-hélderiana
nella direzione di P in €2 (e scriviamo u € C3(2)), se esiste una costante L > 0 tale che

u(exp(hP)(2)) — u(2)| < L[h[%

per ogni z € () e h abbastanza piccolo. Tenendo conto del diverso grado di omogeneita di
X e Yy, definiamo

Cz () = CX () N Cy ().

Utilizzando l'ipotesi,
[X,Yy) = 1,0y # 0,

come conseguenza della formula di Campbell-Hausdorff, si riconosce che la regolarita nelle
direzioni di X e Y3 implica la regolarita (pesata) in tutte le direzioni. In particolare

C2(Q) € G5 (9).

In maniera sostanzialmente analoga si definiscono gli spazi di funzioni hélderiane di ordine
. .. 1,
superiore. Diciamo che u € C;°(Q) se

XueCx(), e Yague C?(Q)
Se k > 2, si puo dare ricorsivamente la definizione di CS’Q(Q): diciamo che u € C{—f’a(Q) se
Xu e CFhQ), e Yaue CE2Y(Q).
Analogamente sono definiti gli spazi CE(2). Osserviamo che
Ca" () € CHE(9),

essendo C*2(Q) lo spazio delle funzioni a-holderiane in senso usuale. Vale inoltre il
seguente risultato di approssimazione locale.

PROPOSIZIONE 2.1 Sia k € N e u € C¥*(Q). Per ogni 2y € Q, esiste un polinomio PF (u)
di grado minore o uguale di k e tale che

u(z) = PL (u)(2) + O(da(20, 2)"*)
per z — zg.

In particolare, lo sviluppo al prim’ordine di u € Cl—lt’a(Q) di punto iniziale zy € 2 & dato
da

i(z) = u(z0) + Gz (20)(z — x0) + O(dg (20, 2)1T9),
per z — zp. Notiamo quindi che 'operatore congelato L., non e altro che I'operatore i cui
coefficienti sono gli sviluppi al primo ordine dei coefficienti di Lj.



3 Paragrafo 3

In questo paragrafo diamo una traccia della prova del Teorema 1.1. Anzitutto studiamo
la regolarita delle soluzioni dell’equazione linearizzata (1.5) sotto le medesime ipotesi del
Teorema 1.1. Proviamo quindi una formula di rappresentazione per le soluzioni di (1.5).

PROPOSIZIONE 3.1 Sia ¢ € C§°(Q2). Per ogni zg € Q, up puo essere rappresentata dalla
sequente formula

wp = I1(-, 20) + Ia(+, 20) — I(+, 20), (3.1)

dove

2 (25 O (u(€) Lz () + 2X () Xp(C))d,

Q

(e 20) = [ Tay(a: QL HOROL,
Q
/ Ty (2 O (@(C) — PLa(C)p(C)dyu(C)de.
Q

La (3.1) segue facilmente dalla classica formula di rappresentazione

USO(Z) = /on(z;<>Lzo(u(P)(<)d<~

Q

Osserviamo che se Lzgu = f in ) allora u € C%’Q(Q). Infatti, fissati un compatto
K C Q e una funzione ¢ € C§°(Q2) tale che ¢ = 1 in un intorno di K, dalla formula di
rappresentazione (3.1) otteniamo

Xu(z) = /X(Z)FZO(-;C)w(C)dC, Vz, 20 € K,
Q
per una certa w € Cy(Q2). Pertanto i noti teoremi di tipo Morrey per operatori omogenei
(si veda [13]; si veda anche [15],[16] per risultati analoghi) garantiscono che
ue(2) = uz(Q)| < Cdzy(2,Q)%, V2, € K, Va €]0,1], (3.2)

con C' > 0 dipendente da zg. Per dedurre da (3.2) il risultato di regolarita occorre verificare
che, nella stima di holderianita, la costante C' non dipenda dal punto zy ma solo dalla norma
L*> su K dei coefficienti @, u,. Di conseguenza, in base alla stima (2.1), da (3.2) si ricava

luz(z) — uz(C)] < Cdy(z, (), Va €]0, 1].

Utilizzando la formula (3.1), otteniamo poi la seguente



PROPOSIZIONE 3.2 Sia u soluzione classica di (1.5) in Q con @ € C2*(Q) e f € C=(Q).
Allora u € C’g’a(Q).

Calcoliamo le derivate seconde di ciascun termine della formula di rappresentazione e ne
studiamo I’hélderianita. Consideriamo, per semplicita, I. Si ha

)I(-,Zo)

X2()I(-,2) — X*(20
- / X2 ()T (5 O)((C) — PHa(C))p(C)Byu(C)C
Q

- / X2 (20)Tsg (2 O)(@(C) — PLa(C))p(€)yu(C)dC.
Q

La difficolta principale si incontra nello stimare termini del tipo
XZ(Z)FZ(';C) _XQ(ZO)on(';g) (3'3>

su un insieme in cui ¢ e lontano da z, zg. La difficolta della stima ¢ legata al fatto che I', &
omogenea rispetto alle dilatazioni del gruppo di Lie GG, che, chiaramente, varia in dipen-
denza da z. Per poter lavorare su un unico gruppo di Lie, occorre pertanto rappresentare
I, in termini di 'y, soluzione fondamentale dell’operatore Ly definito in (2.2). Stimando
in maniera classica I'y e utilizzando la dipendenza holderiana di 6, da z, si ottiene

[X2(2)0=(5¢) = X(20)T20 (5 ¢)| < Cldig (20, 2)dzg (20, )™ + e (20, 2) g (20, €)™ 9),

dove il primo addendo al secondo membro & dovuto all’incremento di X?2(2)I',(+;¢) rispet-
to alla sua prima variabile, mentre il secondo addendo tiene conto dell’hélderianita dei
coefficienti dell’operatore.

Il passo successivo consiste nella prova della seguente

PROPOSIZIONE 3.3 Sia u € C2*(Q) una soluzione classica di (1.5) con @ € C2*(Q) e
f e (). Allora u e Co*(9Q).

Per dimostrare l'esistenza delle derivate terze (X3, XVYg, YzX) di u, utilizziamo una
tecnica introdotta in [2] e perfezionata in [3]. Occorre prima introdurre qualche notazione.

DEFINIZIONE 3.4 Poniamo
D1 =Xe D2 = Yﬁ.

Se g: Q — R, per ogni z € Q definiamo

Arglh)(z) = LOPRPIE) = o)

Bag)(z) = LORIL) —9C)




Se n > 2, definiamo per ricorrenza

AT 9(h)(2) = Diy (AT g(h) (B) (2),
dove m = f: ip.

r=1

Come in [3], Remark 4.2, si pud provare il seguente risultato.

LEMMA 3.5 Siano m e n come nella Definizione 3.4 e g € CI1(Q). Se esiste
}llii% A i,9(h) = w

uniformemente sui compatti di S, allora esiste D;,...D;, g = w.

L’idea della dimostrazione della Proposizione 3.3 & la seguente. Prendiamo in esame, per
esempio, l'esistenza di X3u. In base al Lemma 3.5, & sufficiente dimostrare 'esistenza di

}13:% Adyyu(h)

uniformemente sui compatti di Q. Utilizzando la formula di rappresentazione (3.1), stu-
diamo separatamente il rapporto incrementale terzo dei termini Iy, e I. La stima piu
delicata ¢ quella del termine I. Consideriamo una funzione cut-off x € C*°([0, 4o0[ ; [0, 1])
tale che x(s) =0 per 0 < s <1e x(s)=1per s> 2. Poniamo

o) = [ ot (229 @0 - PLa0)e@,u00.
Q
Definiamo inoltre
10 (z9) = / X3(20)T 2 (5 Q) (@(€) — PLu(C)) () dyul(¢)d¢ (3.4)

Q

Osserviamo che l'integrale in (3.4) & convergente poiche

| X2 (20)T20 (5 O (@(¢) = PLa(Q))] < Cdzy(20,6) =,
Allora, per il teorema del valor medio, si ha
| AT T (5 20) (B)(20) = TN (20)] < [A3L (-, 20) (h)(20) — A1 Tjwy (- 20) (7) (20)|
+ X3 () Iy (- 20) = T (20))|
< C|h|, (3.5)

in base alle stime

sup  |I(z, 20) — L(z, 20)| < Ce3T, (3.6)
dzo(20,2)<e



sup  |X3(2)LL( 20) — IMD(z0)] < €&, (3.7)
dzo(20,2)<e

dove C' & una costante positiva dipendente solo dalla funzione ¢ nella formula di rapp-
resentazione e dalla norma L dei coefficienti dell’operatore sul supp(y). Per ottenere le
stime (3.6) e (3.7) si devono ancora una volta trattare, in maniera opportuna, termini del
tipo (3.3).

Con tecniche analoghe si dimostra la seguente
PROPOSIZIONE 3.6 Sia k = 3,4,5. Se u,ii € CE*(Q) e Lyu € CE4*(Q) allora u €

2 Q)

5 :
Infine, derivando direttamente 'equazione Lzu = f, si dimostra la regolarita C°. Precisa-
mente
PROPOSIZIONE 3.7 Se u, i € Co%(Q) e Lyu € C* in Q allora u € C™(Q).
L’idea della prova ¢ la seguente. Essendo u, € C’S’O‘(Q) in senso euclideo e

_ 2,
La(uy) = fy — uyuy € C3(Q)
in base ai risultati precedenti, si ha
uy € Ca™(Q).

In maniera analoga, derivando l’equazione rispetto agli altri campi, si prova che u €
CI*(€). Per induzione si ha la tesi.

Il Teorema 1.1 e conseguenza dei risultati di regolarita provati per 'operatore linearizzato.
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